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Kapitola 1

Pripravné uvahy

1.1 Posloupnosti
Pro celé ¢islo tg € 7Z oznacime

Zyy ={to+n: neN}y={tog,to+ 1, to+2,...}
mnozinu vSech celych ¢isel vétsich nebo rovnych ¢islu .

Definice 1. Redlnd posloupnost je zobrazeni a z mnoziny celych ¢isel Z do mnoziny realnych
cisel R takové, ze jeho defini¢ni obor Doma je celd mnozina Z nebo nékterd z mnozin Zy,.

Piivlastek ,redlnad“ budeme vétsinou vynechavat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-
zyvat clen posloupnosti nebo podrobnéji t-ty clen posloupnosti. Hodnotu nezavisle proménné
t budeme nékdy nazyvat index posloupnosti. Pokud Dom a = Z,, fekneme, zZe 1y je pocdtecni
index posloupnosti.

Mnozinu posloupnosti definovanych na Zi,, resp. na Z, oznacime symbolem P, resp.
P_o0; mnozinu vSech posloupnosti oznacime symbolem P, tj.

Py =1{a:Z4t =R}, P_o={a:Z—-R}, P= Uptoup_oo_

to€Z
Tvrzeni 1. Bud 7 € Z U {—o00}. Mnozina posloupnosti P, je vektorovym prostorem nad
polem realnych ¢isel R. S¢itani posloupnosti je definovano vztahem
(a +b)(t) = a(t) + b(t) pro vSechny posloupnosti a,b € P a kazdé t € Z,,,
nulovym prvkem je posloupnost o € P, takova, ze Imo = {0}, tj.
o(t) =0 pro vSechna t € Dom o,
nasobeni skalarem je definovano vztahem

(cwa)(t) = aa(t) pro vsechny posloupnosti a € P, a vSechna ¢isla a € R.
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Tvrzeni 2. Bud 7 € ZU{—o00}. Posloupnosti aj, as, . ..,a, € P; jsou linedrné nezavislé pravé
tehdy, kdyz pro libovolny index tg € Dom a; plati

aq (to) as(to) . an(to)
al(t0:+ 1) ag(t0:+ 1) an(to: +1) 0 @)
al(t0—|—.n— 1) ag(t0—|—.n— 1) an(t0—|—.n—1)
Diikaz: Posloupnosti aq, as, ..., a, jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz z rovnosti
aral + agag + -+ apa, =0 (1.2)
plyne, Ze vSechny konstanty aq, s, ..., a, jsou rovny nule. Bud ¢ty € Dom a; libovolny index
a necht plati (1.2), tedy
aqaq(to) + asas(to) + -+ anay(to) =0

alal(to + 1) + Oézaz(t() + 1) + - + anan(to + 1) =0

arai(to+n—1)+agas(to+n—1)+ -+ +anan(to+n—1) =0.

Tato homogenni soustava n lineadrnich rovnic pro n nezndmych ag, as, ..., ma jediné nulové
FeSeni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je roven nule. Tento determinant je leva strana
nerovnosti v dokazovaném tvrzeni. O

Pozndmka 1. Determinant na levé strané nerovnosti (1.1) se nazyva Casoratidn posloupnosti
ai,a9,...,a, vindexu tg. Tvrzeni 2 lze tedy preformulovat: Posloupnosti a1, as,...,a, € P-
jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz jejich Casoratian je nenulovy v kazdém indexu
z defini¢niho oboru téchto posloupnosti.

Definice 2. Posloupnost a € P se nazyva

ohranicend zdola, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny c¢len posloupnosti a
neni mensi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) > h;

ohranicend shora, pokud existuje néjaka hranice h € R takova, ze zadny ¢len posloupnosti a
neni vétsi nez tato hranice, tj. (3h € R)(Vt € Doma) a(t) < h;

ohranic¢end, pokud je ohranic¢end zdola i shora, tj. (3h € R)(Vt € Doma) |a(t)| < h;

ryze rostouci, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

rostouct, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);

ryze klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) > a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) > a(t + 1);

klesajici, pokud pro kazdou hodnotu argumentu ¢ plati nerovnost a(t) < a(t + 1), tj.
(Vt € Doma)a(t) < a(t+1);
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ryze monotonni, pokud je ryze rostouci nebo ryze klesajici;
monotonni, pokud je rostouci nebo klesajici;

staciondrni, pokud je soucasné rostouci a klesajici, tedy pokud jeji obor hodnot je jednoprv-
kovy, tj. (Vt € Doma)a(t) = a(t + 1), tedy existuje o € R takové, ze Ima = {ap}. Je-li
a € P stacionarni posloupnost a Ima = {a}, budeme psat a = «.

Terminologicka poznamka. Uvedend terminologie monotonnich posloupnosti je méné
obvykla — posloupnost spliujici podminku

(th € Zto)(\v/tz S Zto) t1 < tg = a(tl) < a(tg)
je Castéji nazyvana ,neklesajici“ a posloupnost spliujici podminku

(th € Zto)(\v/tz S Zto) t1 < tg = a(tl) < a(tg)

Vo vewv

,rostouci“, podobné pro posloupnosti klesajici. V této tradicnéjsi terminologii vSak posloup-
nost, kterd neni ,klesajici“ jesté nemusi byt ,neklesajici“ (napf. posloupnost a(t) = sint).
V terminologii zavedené v Definici 2 je ryze rostouci posloupnost posloupnosti rostouci; po-
jem oznacujici zvlastni pripad néjakého obecnéjsiho pojmu se od tohoto obecnéjsiho pojmu
1isi privlastkem (v aristotelském nebo biologickém pojeti lze slovo ,rostouci® povazovat za
rodové jméno, slovo ,ryze“ za druhové jméno).

Poznamka 2. VSechny pojmy zavedené v Definici 2 lze relativizovat na interval nezavisle
proménné. Napi. posloupnost a € P se nazyva ohranicend na intervalu [n,o0), n € Z, pokud
existuje néjaka hranice h € R takova, ze kazdy ¢len posloupnosti s indexem z tohoto intervalu
v absolutni hodnoté neprevysi hodnotu h, tj. (3h € R)(Vt € [n,00) N Doma)|a(t)] < h;
posloupnost a € P se nazyva klesajici na intervalu [n,m] takovém, 7e n,m € Z, n < m
a [n,m] N Doma je asponi dvouprvkovy, jestlize pro kazdy index posloupnosti ¢ takovy, ze
{t,t + 1} C [n,m] N Doma plati a(t) > a(t + 1), a kazdy index posloupnosti ¢ takovy, ze
{t = 1,t} C [n,m]NDoma plati a(t — 1) > a(t), tj.

(Vt € Doma) {t,t +1} C [n,m]NDoma = a(t) < a(t+1).

Relativni ohranic¢enost na intervalu I dostaneme z Definice 2 tak, ze vyraz ,Vt € Dom a*
nahradime vyrazem .Vt € Doma N .

Necht I je takovy interval, Ze I N Dom a je alesponi dvouprvkovy. Relativni monotonnost
na intervalu I dostaneme z Definice 2 tak, ze misto pfislusné nerovnosti R v definici napiseme
implikaci ,{¢,t + 1} C I N Doma = R*.

Poznamka 3. S pouzitim symboliky zavedené v Definici 2 miizeme nulovou posloupnost zapsat
jako o = 0.

Definice 3. Bud a € P a t € Dom a. Rekneme, Ze index t je

uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t + 1) < 0;

argument lokdlniho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1¢€ Doma = a(t) > a(t —1);
argument lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1) at—1¢€ Doma = a(t) < a(t —1);

argument ostrého lokdlntho mazima, pokud a(t) > a(t+1) at—1 € Doma = a(t) > a(t—1);
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argument ostrého lokdlniho minima, pokud a(t) < a(t+1)at—1 € Doma = a(t) < a(t—1);
argument lokdlniho extrému, pokud je argumentem lokalniho maxima nebo minima;

argument ostrého lokdlniho extrému, pokud je argumentem ostrého lokalniho maxima nebo
minima.

Je-li t argumentem lokalniho extrému, fekneme Ze hodnota a(t) je lokalnim extrémem posloup-
nosti a. Analogickou terminologii pouzivame pro ostré lokalni extrémy, maxima a minima.

Definice 4. Limita posloupnosti lim je zobrazeni z mnoziny posloupnosti P do rozsitené
mnoziny redlnych ¢isel R* = R U {—o00, 00}. Obraz posloupnosti a pii zobrazeni lim zna¢ime
tlim a(t). Rekneme, 7e limita posloupnosti a je rovna hodnoté o € R*, pokud ke kazdému
— 00

okoli a existuje takovy index posloupnosti 7, ze vSechny ¢leny posloupnosti a s indexy alespon
T jsou v tomto okoli, tj.

lima = lim a(t) = o pokud (VO(«)) (37 € Z)(Vt € Doma) t > 7 = a(t) € O(a).

t—o0

Limita se nazyva vlastni, pokud a € R, tj.

lima = lim a(t) = « € R pokud (Ve > 0)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = |a(t) — o] < &.

t—o00

Limita se nazyva nevlastni, pokud «a € {—00, 00}, tj.

lima = lim a(t) = co pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) > h,

t—o00

lima = lim a(t) = —oo pokud (Vh € R)(37 € Z)(Vt € Doma)t > 7 = a(t) < h.

t—o0
Posloupnost a € P se nazyva konvergentni, pokud existuje a € R, o = tlim a(t). Posloupnost
—00
a € P se nazyva divergentni, pokud tlim a(t) = oo nebo tlim a(t) = —oc.
—00 —

Terminologicka poznamka. Nevlastni limita posloupnosti obvykle v uéebnich textech
o posloupnostech nebyvéa povazovana za limitu; ,nevlastni limita neni limita analogicky jako
nevlastni matka neni matka“. Terminologie zavedena v Definici 4 je vSak stejna jako termi-
nologie pouzivana v textech o funkcich.

Véta 1. Monotonni posloupnost ma limitu. Podrobnéji:

e je-li a rostouct neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = oo;
—00

e je-li rostouct posloupnost a ohranicend shora, pak tlim a(t) =sup{a(t) : t € Doma};
— 00

o je-li klesajici posloupnost a ohranicend zdola, pak tlim a(t) =inf{a(t) : t € Doma};
— 00

e je-li a klesajici neohranicend posloupnost, pak tlim a(t) = —oo.
— 00
Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.5., str. 127. ]

Dusledek: Necht k € Py je ryze rostouci posloupnost takova, ze Im k C Z. Pak tlim k(t) = oo.
—00
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Diikaz: Ponévadz k je ryze rostouci a k(t) € Z pro kazdé t € N, je
k(t+1) > k(t)+1 prokazdé ¢t € N.
Je-li h € R libovolné ¢islo, pak pro t € N, ¢t h — k(0) je
k() > k(t—=1)+1>k(t—-2)+2>--->k(0)+t>k0)+h—k0)=nh

a dokazované tvrzeni plyne z Tvrzeni 1. O

Tvrzeni 3. Necht 7 € Z U {—o00}. Ozna¢me P? mnozinu konvergentnich posloupnosti z vek-
torového prostoru P, tj.

P = {a €EPr: (FaeR)a= tlim a(t)} .
—00
Pak P? je vektorovy podprostor prostoru P, a zobrazeni lim : P2 — R je linearni.
Dikaz: lim(aa + (b)) = tlim (a4 Bb)(t) = « tlim a(t) + Btlim b(t) = alima + flimb € R
500 —00 —00
O

Definice 5. Necht a € P, je libovolna posloupnost celych ¢isel a k € Py je ryze rostouci
posloupnost takové, ze k(0) > 7, tj. Ink C Dom a. Pak slozené zobrazeni a o k se nazyva
posloupnost vybrand z posloupnosti a.

Vzhledem k disledku Tvrzeni 1 je sloZzené zobrazeni a o k z pfedchozi definice skutecné
posloupnost, -ty ¢len vybrané posloupnosti je a(k:(t)).

Tvrzeni 4. Necht a € P je konvergentni nebo divergentni posloupnost. Pak a € R* je jeji

limitou, tj. lima = lim a(s) = «, pravé tehdy, kdyz « je limitou kazdé posloupnosti vybrané
S§—0Q

z posloupnosti a;

lima = lim a(s) =a <
S§— 00

((Vk € Py) Imk C Dom a,tlim k(t) = 0o = limaok = lim a(k(t)) = a) .

t—o00

Dikaz: ,=“: Bud O(«a) libovolné okoli limity v a a o k libovolna posloupnost vybrané z po-
sloupnosti a. K okoli O(«) existuje s; € Z takové, Ze pro vSechna s € Doma, s > s1 je
a(s) € O(a). Mnozina {t € N : k(t) > s1} je podmnozinou dobfe uspofadané mnoziny pfiro-
zenych ¢isel, a tato mnozina je neprazdné, nebot tliglo k(t) = co. Existuje tedy

ti =min{t € N: k(t) > s1}.
Pro libovolné ¢ > t1 je k(t) > k(t1) > s1, a tedy
wo k(1) = a(K(D) € O(a).

»<=“: Necht sg € Dom a. Definujme k € Py vztahem k(t) = so+t. Pak aok je posloupnost
vybrana z posloupnosti a. Je tedy

lim a(s) = tliglo a(so +t) = lim a(k(t)) = a.

5§—00 t—o00



6 KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY

Definice 6. Rekneme, 7e o € R* je hromadny bod posloupnosti a, pokud ke kazdému okoli
a a kazdému celému ¢islu 7 existuje takovy index ¢ posloupnosti a, ktery neni mensi nez 7 a
¢len a(t) posloupnosti lezi v tomto okoli, tj.

a € R* je hromadny bod posloupnosti a pokud
(VO(a)) (V7 € Z) (3t € Doma) t > 7,a(t) € O(a).

Tvrzeni 5. Hodnota a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a préavé tehdy, kdyz existuje
posloupnost a o k vybrané z posloupnosti a takova, ze lima o k = «.

Diikaz: ,=“: Necht o € R* je hromadnym bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostouci
posloupnost k& € Py takovou, ze Doma C Z a lima o k = a.

Bud O(«) libovolné okoli bodu « a s9 € Dom a libovolny prvek.

Polozime k(0) = so. K s¢ existuje s; € Doma, Ze s1 > sp a a(s1) € O(a).

Polozime k(1) = s1. K s1 existuje sy € Doma, 7Ze sy > s1 + 1 a a(sz) € O(«).

Polozime k(2) = s9 atd.

Vysledkem této induktivni konstrukee je ryze rostouci posloupnost k € Py; pritom k(t) =
st a 8¢ € O(a) pro kazdy index t > 0 a tedy a o k(t) = a(st) € O(«). Pro vSechny indexy
t>0jeaock(t) € O(a), coz znamend, ze lima o k = .

»,<=“: Necht existuje vybrana posloupnost a o k takova, ze limaok = a € R*. Necht O(«)
je libovolné okoli o a 7 € Z je libovolné ¢islo. Podle Definice 4 existuje ¢islo 7 € Z takové, Ze
pro kazdé t > 71 je ao k(t) € O(a). Vezmeme t; € Dom k takové, ze t; > 71, k(t1) € Doma
a k(t1) > 7; takové ¢islo 1 existuje, nebot posloupnost k je rostouci a lim k& = oo. Polozime
s1 = k(t1). Pak s1 > 7 a a(s1) = a(k(t1)) = aok(t1) € O(a), tedy a je hromadnym bodem
posloupnosti a. O

Tvrzeni 6. Necht existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadnym bodem posloup-
nosti a.

Diikaz plyne bezprostifedné z Tvrzeni 4 a 5. U

Priklady. Uvazujme posloupnosti z mnoziny Py.
1. a(t) = (—%)t, obr. 1.1 a).
Jediny hromadny bod je 0.

2. b(t) = (—1)%, obr. 1.1 b).
Hromadné body jsou 1 a —1.

3c() = (-1)' 4 (-3) = (1

c= {2,—%, %,—%—?, %,—%, e }, obr. 1.1 ¢). Hromadné body jsou 1 a —1.

4. Definujme posloupnost m € Py predpisem m(t) = [% (\/1 + 8t — 1)], kde [z] oznacuje
celou ¢ast z realného cisla x.
Polozme d(t) =t — 3 (m(t) + 1)m(t).
d=1{0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0,1,... }, obr. 1.1 d).
Kazdé prirozené cislo se v této posloupnosti vyskytuje nekoneéné mnohokrat, je tedy
jejim hromadnym bodem. Vybrana posloupnost

{0,1,2,3,4,... } = {a(0),a(2),a(5),a(9),a(14),... ,a(5t(t + 3)),... }

diverguje do oo, je tedy také oo hromadnym bodem posloupnosti d.
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Obrazek 1.1: Piiklady posloupnosti s rtiznymi mnozinami hromadnych bodi.

5. Uvazujme posloupnosti m a d zavedené v predchozim prikladu a polozme

e(t)={1,0,1,0,3,1,0,%,%,1,0,4,%,2,1,0,1,2,2,2,1,0,... }, obr. 1.1 e).

Kazdé raciondlni ¢islo z intervalu [0, 1] se mezi ¢leny této posloupnosti vyskytuje neko-
neéné mnohokrat. V kazdém okoli libovolného realného ¢isla z intervalu [0, 1] existuje
néjaké racionalni ¢islo ¢ € [0,1]. To znamend, ze kazdé realné ¢islo z intervalu [0, 1] je
hromadnym bodem posloupnosti e, mnozina vsech hromadnych boda vyplni kompaktni
interval [0, 1].

Priklady ukazuji, Ze posloupnost mtze mit jeden hromadny bod (a), kone¢né mnoho hro-
madnych bodu (b, c), spocetné (d) nebo nespocéetné (e) mnoho hromadnych bod; hromadny
body mohou byt koneéné (a, b, ¢, e) nebo nekoneéné (d); koneény hromadny bod mize byt
¢lenem posloupnosti (b, d, e) ale nemusi (a, c, e). [ |

Tvrzeni 7. Mnozina hromadnych bodu libovolné posloupnosti a € P mé nejmensi a nejvétsi
prvek.

Diikaz: V. NOVAK. Diferencidlni pocet v R. Brno, MU, 1997. Véta 5.7., str. 131. U

Definice 7. Nejmensi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes inferior a oznacuje
litm inf a(t); nejvétsi hromadny bod posloupnosti a € P se nazyva limes superior a oznacuje
— 00

lim sup a(t).

t—o0

Posloupnost a € P je ohranic¢ena zdola prave tehdy, kdyz

—oo < liminf a(t);
t—00
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je ohranicena shora prave tehdy, kdyz

limsup a(t) < oo;
t—o0

je konvergentni pravé tehdy kdyz

liminf a(t) = limsup a(t);

t—oo t—00
nemd (vlastni ani nevlastni) limitu pravé tehdy, kdyz

liminf a(t) < limsup a(t).

t—o0 t—oo

1.2 Operatory na prostoru posloupnosti

Definice 8. Nechf ¢ € P, m € Doma, n € Z takové, ze n +1 € Doma. Soucet cleni
posloupnosti a od m do n definujeme vztahem

n a(m)+a(m+1)+---+a(n), n>m,
Za(t)z 0, n=m-—1,
t=m —(a(n+1)+an+2)+ - +alm—-1)), n<m-—1

Soucin ¢lent posloupnosti a od m do n definujeme vztahem

n a(m)a(m+1)---a(n), n>m,
Ha(t): 1, n=m-—1,
t=m 1/(a(n+1a(n+2)---a(m—1)), n<m-—1.

Tvrzeni 8. Necht a € P, m,n,l € Doma. Pak plati

n—1 m—1 l n n
at)==>a(t), Y alt)+ > alt)=_ a().
t=m t=n t=m t=l+1 t=m
n T;: CL(TL o t)’ nz=m, n—1 t n—1
a(t) = ’0 > a(r) = (n—ta(t)
t=m _z a(m _ t), n S m — 17 t=m T=m t=m
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Diikaz: Necht m < n. Pak také m —1 <n —1 a tedy

m—1 n—1

a(t) = —(a(m) +a(m+1)+ - +a(n—1)) Z

t=n

coz je ekvivalentni s prvni rovnosti. Jeji platnost budeme v dalsich ¢astech dikazu vyuzivat.
Je-li m <[ < n, pak

l n n
D at)+ Y alt) = (a(m)+a(m+1)+---+a)) + (a(l+1)+a(l+2)+---+a(n)) = > _ a(t);
t=m t=I+1 t=m

l n n
jeelim <n=1pak > a(t)+ > a(t)= > a(t)+0;
t=m t=l+1 t=m
l

je-lim < n <, pak tgl;n a(t) + i a(t) = a(t) — El: a(t) = i a(t);

t=[+1 t=m t=n+1 t=m
l n m—1 n n n
jelil+1=m<mn,pak > a(t)+ > alt)= > at)+ > alt)=0+ > a(t) = > a(t);
t=m t=Il+1 t=m t=m t=m t=m
l n m—1 n n
jelil+1<m<mn,pak Y a(t)+ > alt)=— > alt)+ > a(t)= > a(t).
t=m t=1+1 t=1+1 t=1+1 t=m

V pripadech m > n a m = n dokézeme platnost druhé rovnosti analogicky.
Pri ovérovani treti rovnosti rozlisime ¢tyfi pripady:

je—lianpaktEn: a(t)=a(m)+am+1)+---+a(n—1)+a(n) =

=an—0)+an—1)+---+aln—(n—m)) = > a(n—1t);

—1

je-lin=m —1 pa

0
E a(n —t);
—2 m ff

kf%a()
k?%a(): > at) = —a(m 1) =~ Y a(m—t) = > a(m — 1);
tz )

je-lin=m — 2 pa
t=m—1 t=1 =2

H
i
i
[N}

n
je-li n < m — 2 pak

a(t):—:_ at)=— 3 alm—1-1)=

Ctvrtou rovnost dokazeme tiplnou indukei:

m—1 t m—1
pro n =m plati ) < > CL(T)) =0= > (m—t)a(t);

indukéni krok ,vpred“: tzn;n Tﬁ:ma(T) = T:nma(T) + :2;711 Té:m a(t) =
= 3 at)+ T (0= )alt) = al) + T (1= ¢+ Da()

n—2 t n—1 t t
indukéni krok ,vzad“: >, > a(r) =Y > a(r)+ >, a(r) =
t=m T7=m t=m T7=m t=n T=m
n—1 n—1 t n—1

=S w-00- TS at) =5 -0 - T atr) -

t=m t
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n—1 n—2
=Y (n—t—1a(t) = > (n—1t—1)a(t).
t=m t=m
Rovnosti pro soucin ovéfime stejné. O

Definice 9. Operdtor posunu (shift operator) - : P — P piitadi posloupnosti a posloupnost
a? definovanou vztahem

a’(t) = a(t+1).
Obrazem posloupnosti a € Py, pri zobrazeni -° je tedy posloupnost a’ € Py,_1, obrazem
posloupnosti a € P_., je posloupnost a? € P_..

lea

Véta 2. Operdtor posunu -° je bijekce. ZuzZeni -° na mnoZinu Py, kde 7 € Z U {—oc0} je

linedrni.

Drikaz: Necht b € P je libovolna posloupnost. Definujme posloupnost a € P tak, Ze pro kazdé
t € Dom b polozime a(t) = b(t —1). Pak je a”(t) = a(t+1) =b(t+1—1) = b(t), tedy b = a°.
Zobrazeni -7 je tedy surjektivni.

Necht posloupnosti a,b € P jsou rtizné. Pokud Dom a = Dom b, existuje néjakd hodnota
t1 € Doma takova, ze a(t1) # b(t1); odtud plyne, ze a”(t; — 1) = a(ty) # b(t1) = b7(t1 — 1),
tedy a® # 0. Pokud Dom a # Dom b, pak podle Definice 9 je také Dom a? # Dom b a opét
a’ # b°. Zobrazeni -7 je tedy injektivni (prosté).

Pro vsechny posloupnosti a,b € P takové, ze Doma = Dom b, pro vSechna realna cisla
a, B a kazdé celé ¢islo t € Dom a plati

(a + )7 (t) = (wa+ Bb)(t + 1) = aa(t + 1) + Bb(t + 1) = aa? (t) + b7 (¢),
takze zobrazeni -7 je linearni. O

Definice 10. Operdtor (pruni) diference (vpred) A : P — P pfifadi posloupnosti a € P
posloupnost Aa € P definovanou vztahem

Aa(t) = a(t + 1) — a(t).
7 definice operatoru diference a posunu plyne, Ze
Aa=a’ —a, a’ =a+ Aa, (1.3)
nebo strucénéji A = -2 —idp, -7 = A +idp.

Véta 3. Operdtor diference A je surjektivni zobrazent, které meni prosté. ZizZeni A na mno-
Zinu Pr, kde 7 € ZU{—00}, je linedrni a jeho jadrem je mnoZina staciondrnich posloupnosti.

Diikaz: Bud a € P, ty € Doma. Pro kazdé t € Dom a polozime

t—1

Pak podle Tvrzeni 8 plati
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coz znamend, ze posloupnost a je obrazem posloupnosti s pfi zobrazeni A.
Necht ¢ € R, ¢ # 0, a € P je libovolné posloupnost. Pro kazdé ¢ € Doma polozme
b(t) = a(t) + c. Pak b € P a b # a. AvSak pro libovolné ¢t € Dom a = Dom b plati

Ab(t) = b(t +1) = b(t) = (a(t + 1) +¢) — (a(t) + ¢) = a(t + 1) — a(t) = Aa(t),
tedy Aa = Ab.
Necht a,b € P, a, 8 € R. Pak
A(aa + pb)(t) = (ca + Bb)(t + 1) — (aa + Bb)(t) =
=a(a(t+1) —a(t)) + B(b(t + 1) — b(t)) = ala(t) + BAb(L).

Necht a € P;, a = a. Pak Aa(t) = a —a =0, tedy a € ker A|p._.
Necht b € ker Alp, , tedy Ab = 0. Pak pro kazdé ¢t € Dom b plati 0 = Ab(t) = b(t+1)—0b(t),
tedy pro vSechna t € Domb je b(t) = b(t + 1), takze posloupnost b je stacionarni. O

Pozndamka 4. 7 dtkazu prvni ¢asti Véty 3 plyne

A i: a(i) = a(t) (1.4)

i=to
pro libovolnou posloupnost a € P a indexy t,ty € Dom a.

Definice 11. Bud 7 € ZU {—o0} a tg € Z, ty > 7 libovolny index. Operdtor sumace od t
Zto : P, — P, prifadi posloupnosti a € P, posloupnost Zto a definovanou vztahem

t—1

Zto a(t) = a(i).

i=to

Véta 4. Bud 7 € ZU{~o0} aty € Z, to > 7 libovolny index. Pak operdtor sumace ),
Pr — Pr je linearni prosté zobrazent, které nent surjektivni.

Drikaz: Budte a,b € P; libovolné posloupnosti a a, 3 € R libovolna ¢isla. Pak

Zto(aawb)(t):i( a(i) + Bb(i) —az +6Zb —aztoa(t)—l—ﬁztob(t)

pro libovolny index ¢ € Dom a. To znamena, ze zobrazeni Zto je linearni.
Necht a,b € P, jsou ruzné posloupnosti. Pak existuje index t; € Doma = Dom b takovy,
ze a(t1) # b(t1). Je-li t1 = to, pak

Zt t0—|—1 Z bt0—|— ZO: Zb —ato —b(to)—a(tl)—b(tl)#o

i=to 1=tg

Je-li t; > to, pak mnozina A = {t : t > tg,a(t) # b(t)} je neprazdna zdola ohrani¢end mnozina
celych ¢isel. Existuje tedy to = min A, pro které plati

a(to) = b(to), a(t() + 1) = b(t() + 1), ey a(t2 — 1) = b(tQ — 1), a(tg) % b(tz),
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Zt t2—|— Z bt2—|—1 Z Zb —at2 —b(t2)7£0

i=to i=tg

Je-li t1 < tp, pak mnozina B = {t: t € Doma,t < tg,a(t) # b(t)} je neprazdna shora ohrani-
¢end mnozina celych ¢isel. Existuje tedy t3 = max B, pro které plati

a(ts) # b(ts), a(ts +1) =b(ts + 1), a(ts +2) = b(ts + 2),..., a(to) = b(to),

t3—1 tz3—1 to—1 to—1
D, olts) =3 b(t3) = D ali) = 3 b(i) == D ali)+ > b(E) = —alts) + b(ts) # 0.
i=to i=to i=t3 i=ts
to—1
Pro libovolnou posloupnost a € P; plati »_, a(to) = »_ a(i) = 0, takZe posloupnost
i=tg

b € Pr takovd, ze b(tg) # 0 neni obrazem zadné posloupnosti a € P- pfi zobrazeni ), . [

Bud 7 € ZU{—o0} a ty € Z, ty > 7 libovolny index. Pak plati

t—1 t—1 t i—1
Do Aa() = (ali+1)—a(i) = Y ali) =Y ali) = a(t) — alto),
i=tg i=to i=tg+1 i=to

strucneé
t—1
>~ Aa(i) = a(t) - afto) (15)

Rovnosti (1.4) a (1.5) muzeme bezprostfedné prepsat na tvar
— t
AY_, alt) =alt), o Aa(t) = [alg, (1.6)

Abychom jesté zestruénili zapis, zavedeme operétor |, : Pr — P, predpisem

alty (t) = a(t) — a(to)-

Porovnanim rovnosti (1.4) a (1.5) nyni vidime, ze
idp, =AY £ > A=,
to to

To zejména znamena, %e operatory diference a sumace nejsou vzajemné inversni.

Operétory -7, A a Zto jakozto zobrazeni z mnoziny P do sebe muzeme skladat. Slozeny
operator A2 = A o A, tj. operétor, ktery posloupnosti a pfifadi posloupnost definovanou
vztahem

A%a(t) = A(Aa(t)) = Aa(t +1) — Aa(t) = (a(t +2) —a(t + 1)) — (a(t +1) —a(t)) =
=a(t+2) —2a(t +1) + a(t)

nazyvame druhd diference (vpied). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe A" = Ao A""! a
tento operator nazyvame n-td diference (vpied). Pro n = 0 miizeme psit Ala(t) = a(t), tj.
A% = idp.

Slozeny operator ot = 050 prifadi posloupnosti a posloupnost definovanou vztahem
a” (t) = a(t 4 2). Obecné pro n € Z, n > 1 klademe -°" = 90 7" tedy a”" () = a(t +n),
aa (t)=a(t+0)=a(t), tj. - =idp.
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Tvrzeni 9. Bud a € P libovolné posloupnost, n € N. Pak

A"a(t) = Zn:(_w’ (7;) a(t+n —i) = zn:(—w’ (7;) a®" (1),

=0 =0
o' () =alt+n)= (’Z) Ala(t).
=0
Diikaz: Uplnou indukei.

A%(t) = a(t) = (—1)° <8> a(t+0—0).

Indukéni krok pro prvni formuli:

Indukéni krok pro druhou formuli:

a(t+n):Aa(t—kn—l)—{—a(t—{—n—l):Anz:l<n;1> Aia(t)+§<n;1> Ala(t) =

=0 =0

- Ajfé (” B 1> Ala(t) + ni <” B 1> Ala(t) + a(t) =
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Poznamka 5. Tvrzeni Véty 9 mizeme zapsat v operatorovém tvaru
n__ (o0 _: n _ _1)¢ ot ot _ : n __ i
A" = (7 —idp)" = (1) <Z> , = (A +idp) _Z<i>A.
i=0 i=0

Pozndmka 6. Ponévadz slozeni linedrnich zobrazeni dava linearni zobrazeni, je n-ta diference
linedrni zobrazeni mnoziny posloupnosti P, na sebe pro libovolné 7 € Z U {—oc}.
1.3 Obecné véty o diferenci
Nasledujici tii véty plynou primo z Definic 2, 3 a 10.
Véta 5. Necht a € P je posloupnost a I C R je interval. Pak plati

e a je ryze rostouct na intervalu I pravé tehdy, kdyZ pro kazZdy index t € Doma takovy,
zetel at+1el plati nerovnost Aa(t) > 0, tj.

(Vt){t,t +1} C DomanlI = Aa(t) > 0;

e a je rostouct na intervalu I prdve tehdy, kdyz

(Vt){t,t +1} CDomanI = Aa(t) > 0;

a je ryze klesajici na intervalu I pravé tehdy, kdyz

(Vt){t,t +1} CDomanI = Aa(t) <0

a je klesajici na intervalu I prave tehdy, kdyz

(Vt){t,t +1} CDomanI = Aa(t) <0;

e a je ryze monotonni na intervalu I prdve tehdy, kdyzZ mezi indexy t € Dom a takovymi,
ze t + 2 € I nent uzel posloupnosti Aa, tj.

(Vt){t,t +2} € Domanl = (Aa(t) #0 A Aa(t)Aa(t+1) > 0);

e a je monotonni na intervalu I prdave tehdy, kdyz posloupnost Aa na intervalu I nemént
znameénko, tj.

(VO){t,t +2} CDomanl = Aa(t)Aa(t+1) > 0.

Véta 6. Necht a € P je posloupnost a t € Doma. Pak plati

e t je argumentem ostrého lokdiniho mazima pravé tehdy, kdyz Aa(t) < 0 a pokud t neni
poédtecni indez, pak Aa(t —1) > 0, tj.

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).
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e ¢ je argumentem lokdlniho maxima pravé tehdy, kdyzZ

Aa(t) <0 A (t—1€Doma = Aa(t—1)>0).

e ¢ je argumentem ostrého lokdlniho minima pravé tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

e ¢ je argumentem lokdlnitho minima prdve tehdy, kdyz

Aa(t)>0 A (t—1€Doma = Aa(t—1) <0).

Véta 7. Necht a € P je posloupnost, indexr t € Doma neni poédtecni a t — 1 je uzlem
posloupnosti Aa. Pak index t je argumentem lokdlniho extrému. V pripadé A2a(t — 1) < 0
se jednd se o mazximum, v pripadé A%a(t — 1) > 0 se jednd se o minimum. Pokud je pFitom
Aa(t — 1) # 0, pak je tento extrém ostry.

Véta 8 (Rolleova). Necht a € P je posloupnost a ti,ts € Doma jsou takové indexy, Ze t1 < to
a a(t1) = a(te). Pak existuje index s € [t1,ta2 — 1], ktery je uzlem posloupnosti Aa.

Diikaz: Kdyby zadny index z intervalu [t1, t2 — 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle Véty 5
byla ryze monotonni na intervalu [¢1,t2 4+ 1] a proto by nemohlo platit a(t1) = a(ts). O

Véta 9 (Lagrangeova o stfedni hodnoté). Necht a € P je posloupnost a t1,ts € Doma jsou
takové indexy, Ze t1 < to — 1. Pak existuje index s € [ty + 1,ty — 1] takovy, Ze plati aspon
jedna z nerovnosti

M<Aa(s—l), Aa(s—1)§L<

A <
als) < to —t1 -

Dikaz: Polozme

(t2) —a(t1)

b(t) = a(t) — 2 L),
Pak b(t1) = a(t1), b(ta) = a(tz) — (a(t2) — a(t1)) = a(t1), coz znamen4. Ze posloupnost b

spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Existuje tedy ¢ € [t1,t2 — 1] takovy index, ze Ab(c) = 0
nebo Ab(c)Ab(c+ 1) < 0. Polozme s = ¢+ 1. Pak je s € [t; + 1,¢; — 1] a plati

Ab(s —1)=0 mnebo Ab(s—1)Ab(s) <0.

Dale podle Véty 3 je
to) — alt
Ab(t) = Aa(r) — U227 2(0)
to — t1
pro kazdy index ¢t € Dom a, takze

Aa(s —1) — Ab(s — 1) = % = Aa(s) — Ab(s).

Pokud Ab(s — 1) = 0, pak

= alt) — afth) < Aa(s) nebo Aa(s) < altz) = alty)

Aa(s —1) <
to — t1 to — 11

= Aa(s —1).
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Pokud Ab(s — 1)Ab(s) < 0, pak v pfipadé Ab(s — 1) > 0, Ab(s) < 0 je

a(tz) —a(t)

Aa(s) < < Aa(s—1),
to — 11
a v pripadé Ab(s —1) <0, Ab(s) > 0 je
alts) — at1)
Aa(s—1) < p—s < Aa(s). 0

Véta 10 (de 'Hopitalovo pravidlo, Stolzova-Cesarova véta). Budte a,b € P posloupnosti a
necht je posloupnost b od jistého indexu Tyze monotonnt, tj.

(37 € Domb)(Vt € Domb) t > 7 = sgn Ab(t) = sgn Ab(1) # 0.

Jestlize

tlim b(t)‘ = oo a existuje limita lim A_Z’ pak existuje také limita lim% a plati
—00

B>

_a(t) o Aa(t)
Jm, o) M, Ab(t)’ (1.7)

Jestlize lim a(t) =0 = tlim b(t) pak plati

t—o00

. JAalt)y L Lalt) . a(t) .. Aa(t)
\ f <l f—= <1 —< <1 . 1.
R R = R b = IR b = TRP Ab) -

Aa a
Zejména pokud existuje limita lim NS pak existuje také limita limg a opét plati rovnost

(1.7).

Diikaz: Necht pro uréitost Ab(t) < 0 prot¢ > 7. V piipadé ryze rostouci posloupnosti b bychom

postupovali analogicky.
Necht ‘tlim b(t)‘ = o0o. Ponévadz posloupnost b je klesajici, musi byt tlim b(t) = —oo podle
— 00 — 00
Véty 1 a tedy od jistého indexu p jsou vSechny ¢leny posloupnosti b zaporné

b(t) < 0 pro kazdy index t > o.

Aa(t
Necht lim a(t) = c € R. Pak pro libovolné € > 0 existuje index o takovy, ze
t—oo Ab(t)
cBed) o
c—e< ——=<c+e
Ab(t)

pro vSechny indexy ¢t > 0. Pro t > max{o, 7} tedy plati
(¢ —e)Ab(t) > Aa(t) > (¢ + e)Ab(t).

Vememe libovolné indexy ¢; > max{t,o, 0}, t2 > t; a seCteme pfedchozi rovnosti od ¢; do
to — 1. Podle (1.5) dostaneme

(e~ 2)(b(t2) — b(t1) > altz) — altr) > (e + &) (blt2) — b(t1)).
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Tyto nerovnosti upravime na tvar

o) (1_ b(t1)> Lalt) _alta) (HE)( _%) +ZEZ))

Limitnim pfechodem ts — oo nyni dostaneme nerovnosti

. Loealt) a(t)
c—e<liminf —= <limsup —= < c+e.
oo b(t) © iiae b(E)

Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati

a(t) a(t)

< liminf —= < 1i — <
c_htn_l)ér.}f 0 _h?lsolip b = c,

a(t)

coz znamena, ze ve vSech nerovnostech nastane rovnost a tedy lim —= =

. Aa(t) . . e .
Pokud thm Ab(D) = —o00, pak pro libovolné h € R existuje index o takovy, ze
Aa(t)
h
Ab(t) ©

pro vSechny indexy t > o. Nyni miizeme zopakovat pfedchozi iivahy s tim, ze budeme pouzivat
pouze ,pravou Cast“ nerovnosti, v nichz misto ¢ + ¢ budeme psat h. Dostaneme

t t
lim inf @ < lim sup @ < h,
R By = RSP )

a(t
coz vzhledem k tomu, ze ¢islo A bylo libovolné, znamena, ze tlim %t; = —00.
— 00

Aa(t
Pokud tlggo AZét)) = o0, provedeme ditkaz analogicky.

Necht nyni tlim a(t) =0= tlim b(t). Ponévadz pro t > 7 plati Ab(t) < 0, podle Véty 5 je
—00 —00
posloupnost b na intervalu |1, 00) klesajici a ponévadz tlim b(t) = 0, plati b(t) > 0 pro kazdy
—00

index t > 7.

Aaf(t
Prostfedni nerovnost v (1.8) je trividlni. Pokud litm inf AZét)) = —00, je trividlni i prvni
—00
nerovnost. Necht tedy
.. Aalt)
htrgggf A(D) c € R,

tj. existuje index o takovy, ze pro libovolné kladné ¢islo € a pro vSechny indexy ¢ > ¢ plati

g

a(t
Ab(t)

~—

>c—e.

Pro vSechny indexy ¢ > max{7, o} tedy mame nerovnost

Aa(t) < (¢ —e)Ab(t).
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Necht ¢, to jsou libovolné indexy takové, ze to > t; > max{7,0}. Seftenim predchozich
nerovnosti od ¢; do ty dostaneme podle (1.5) nerovnost

a(tz) —a(t) < (c—e)(b(t) — b(t1))

ze které limitnim pfechodem to — oo plyne

a(ty) > (¢ —e)b(ty).

Ponévadz index t; > max{7,c} byl libovolny, pro kazdy index index ¢ > max{r, o} plati

at) ..
b(t) —
t
cOZ znamena, ze hm inf % > ¢ + €. Ponévadz kladné ¢islo € bylo libovolné, plati prvni
t—o0
nerovnost v (1.8).
Posledni nerovnost v (1.8) dokdZeme analogicky. O

Pozndamka 7. Predpoklad o ryzi monotonnosti posloupnosti b je podstatny. Uvazujme napii-
klad posloupnosti a, b definované na Z; vztahy

2t2, t sudé,

a(t) =t, b(t)= (14 (-1)") >+ (1—-(-1)")t= {Qt, t liché.

Pak je tlim b(t) =00, Aa(t)=(t+1)—t=1a

Ab(t) = (1+ (D" ¢+ 12+ (1 - (=) ) ¢+ 1) - 1+ (-1 > - (1 - (-1 t=
=2((-1)"2 1),

takze Aa() )
li =1l =0
0o Ab(H)  tomo 2 ((—L)EF2 14y
avsak )
a(t) 1 _ 3 t sudé,
b(t)  (+ DDA = (=1 | L 4 liche,
COZ znamena, ze
alt) 1 _ a(t)
htrgloglf o) 0< 3= hlrfrlsogp 0
a limita podilu posloupnosti a, b neexistuje.

Pro pripad limity typu 8 uvazujme posloupnosti a, b definované na Z; vztahy

Pak
11 t—(+1) -1

Tt+1 ot tt+1)  HE+1)
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1 1 t+(t+1 2t+1
8b(t) = () (1) = (e D e 2T
t+1 t tt+1) tt+1)
. .1 . (=1 o Aat) (21
Aim at) = lim 2=0, - fim b(t) = lim === =0, lim 7575 = lim o= =
t
avSak limita posloupnosti % = (—1)! neexistuje.

1.4 Diferenc¢ni a sumacni pocet

Véta 11 (Diference souéinu a podilu posloupnosti). Bud 7 € ZU{—oc0} a a,b € P,. Pak pro
kaZdy index t € Dom a plati

(Aab)(t) = b(t)Aa(t) + a(t + 1)Ab(t) = b(t + 1)Aa(t) + a(t)Ab(t) =
b(t) + b(t + 1) )+ a(t +1)

= S Aa(h) + alt ; Ab(t) (1.9)
Pro kazdy index t € Domb takovy, Ze b(t) # 0 # b(t + 1) plati
1 Ab(t)
(23) 0 =g+ o
ATy _ bOAA() = a(®)Ab(t) _ bt + 1)Aa(t) — a(t + Ab(H) _
( 3) (1) = b(t)b(t + 1) - b(t)b(t + 1) -
_ (b(t) +b(t + 1)) Aa(t) — (a(t) + alt + 1)) Ab(t) (L.11)
20(t)b(t + 1) '

Dikaz: Prvni rovnost v (1.9) plyne z vypoctu

(Aab) () = a(t + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
= a(t+ 1)b(t + 1) — a(t + 1)b(t) + a(t + 1)b(t) — a(t)b(t) =
=a(t+1)(b(t+1) = b(t)) + b(t)(alt + 1) — a(?)),

druhé z vypoctu

(Aab)(t) = a(t + 1)b(t + 1) — a(t)b(t) =
=a(t + )bt +1) — a(t)b(t + 1) + a(t)b(t + 1) — a(t)b(t)
t

= (a(t+1) —a(t))b(t + 1) + a(t) (b(t + 1) — b(t))

a treti je disledkem prvnich dvou.
Necht index ¢ spliiuje pfedpoklad druhé ¢asti véty. Pak

1 1 1 b(t)—bt+1)  b(t+1)—b(t)
<A3> ()= bt+1)  b(t)  bt+1b(t)  b)b(t+1)

coz je rovnost (1.10). Z ni a z rovnosti (1.9) plynou rovnosti (1.11). O
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Véta 12 (Sumace ,per partes“). Bud 7 € ZU{—o0}, a,b € P; aty € Doma. Pak pro kazdy

index t € Doma plati

t—1

i=to i=tg

t—1

i=tg i=to

Diikaz: Podle (1.5) plati

a podle druhé z rovnosti (1.9) a Véty 4 plati

t—1

t—1
3" a(i)Ab(i) = a(t)b(t) — alto)b(te) — > b(i + 1)Aai)

3" ali + 1)Ab(i) = a(t)b(t) - alte)b(to) - i b(i)Aa(i

)

(1.12)

(1.13)

i A(ab)(i) = Z (b(i + 1)Aa(i) + a(i)Ab(i)) = i b(i + 1)Aa(i) + i a(i)Ab(7).

i=tg i=to i=tg

i=tg

Odtud jiz plyne rovnost (1.12). Rovnost (1.13) odvodime analogicky s vyuzitim prvni z rov-

nosti (1.9).

Vysledky Vét 3, 4, 11, 12 a relace (1.4), (1.5) mizeme shrnout:

1.4.1 Prehled vzorcu pro diferenci a sumaci
e Aa=0 & (FyeRa=y
e A(a+b) =Aa+ Ab

e Alaa) = ala
e A(ab) = bAa+ a? Ab = b"Aa+ aAb = 3((b+b)Aa+ (a + a”)Ab)
1 Ab
"N T e
Al bAa —aAb b"Aa—a’Ab  (b+b7)Aa— (a+ a?)Ab
[ ] - = = =
b bb® bbe 2bb°

o Dplatb) =2 a+3,0b

e > (aa)=0a}, a

e Ay, a=a

e >, Aa=aly

o >, alb=ably, — >, "Aa, Y, a”Ab=ably, — >, bAa

O

Uvedené vzorce plati pro posloupnosti a,b € P, se stejnym defini¢nim oborem, jejich index

to € Doma = Domb a ¢islo o € R.
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1.4.2 Diference a sumy nékterych posloupnosti

ato (at*to - 1)
Aal = (a—1)at e
e Aa' = (a—1)a', >, « 1 ;

zejména A2' =2t S 28 =2' — 1.

Diikaz: Aot = o't — ol = ol (a— 1),

1 1 1 at — ato
Zto at =

t t__ t _
Ypla—1al = ——=55 Ad' = ——ally = ——— >

a—1

o Aklcosty = k'(kcosp — 1)costy — k! sintpsin ¢,
Axlsintp = k! (kcos p — 1) sintp + k' cos ty cos o,

kit cos(t — 1) — K+ cos(tg — 1)@ — k! costp + k0 costoyp

>y, Kl costo =

Y

k2 —2Kcosp + 1

kil sin(t — 1) — kPl sin(tg — 1)¢ — K!sinte + k' sintgyp

>y, Kl sinto =

Y

K2 —2kcosp+1

Dikaz:

Akt costy = k!t cost + lo — ktcostp = K t

L costep,

costpcos p — sintpsing) — Kk

Axtsintp = k' lsint + 1o — kfsintp = k' (sintp cos p + cos tysin p) — k! sintp,

t—to

: . ip _
%: k! (costy + isinty) = %: (k)! = (') % _
_ i@)to <(’€ew)tito B 1) (v =1) B ((’fei“’)t - (/iei%")t°> (k% —1)
R (Ke (rel? —1) (k% = 1) B K2 — ke iP — gele + 1 o

(K (cos t + isintp) — k0 (cos top + isintop)) (k(cos p —ising) —1)
K2 — k((cos p —isingp) + (cosp +ising)) + 1 B

(k! costy — k' costop + i(k! sintyp — k' sintop)) (K cos p — 1 — ik sin p)

k2 — 2Kk cosp + 1

(k! costp — K0 costop)(kcos @ — 1) + (k! sinty — K sintgp)k sin o

k2 — 2k cosp + 1

4 —(k!sintyp — k' sintgp)k sin o + (k! costy — K costop)(k cos p — 1)
i

k2 —2Kkcosp + 1

a formule pro sumy jsou realnou a imaginarni ¢asti tohoto vyrazu.
o At=1, Y, 1=t—ty, >, t=35(t—1+1o)(t—1to);
zejména >t =14+2+3+ -+ (t—1) = 3t(t — 1).

Dikaz: At = (t+1)—t=1.
S 1=, At =t =t — to.
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V nasledujicim vypoctu vyuzijeme sumaci ,per partes®.
Zto L= Zto tAt - t2|t0 _Zto(t+1)At = tz_t%_zto t_zto 1= t2_t%_ (t_to) _Zto t
a odtud plyne 237, t = > — 5 — (t —to) = (t — to)(t + to — 1). O

e Pro kazdé n € N plati:

At =3 <n> =i,

1

=1
1 n—1 i n—1 n .
n __ _ _ n—1—i41 n\| _ n—i
2" = n+1 [(t to) <(t Y i;)t t0+t0> z; <H’1> 2o ]’

zejména > 12 =1+4+9+ -+ (t —1)% = 3t(t — 1)(2t — 1).

n ) n ‘
Dikaz: A" = (t+1)" —t =3 @ R LY @ i g,
=1

=0
n __ n _ n+1 _ n _
Zto "= Zto AL = ", Zto (t+1)At
_4n+1 _ yn+l1 n __ n __
=t tn Zto tAt , At

n
1 +1 n —i_
e, -3 e (1) e
i=1
n
_ 4+l g+l n gn Y\ n—itl _
—¢ g gy Ztoz<z‘>t -

=1
n n—1 n n
_ n—1i41 n—1—i41 n n—i+1 _
= (t—to) D t" ity — (t—t) 3t to—zt()(nt +Z<i>t >_
=0 =0 =2
n—1 n—1 n
_ n—i—1 7 n| n—i __ n __
— (t—to) (Zt (t—l)t0+t0> Ztoz<i+1>t > i =
=0 i=1
n—1 n—1 n ‘
= (t —to) <(t 1)y t(;) - (Z . 1) LT ”Zto "
=0 i=1

z této rovnosti jiz plyne druha dokazovana formule.

Sitt=1% [(t —D(E-D(E+1)+1) — (;) > e t} =L [(t—1t2 = Jt(t —1)]. O

e Budt e N, v e R, v <t. Definujme faktoridalovou funkci rovnosti

t(V) = M
rt—v+1)’
zejména pro v € Z; je tt") = ——— Pak plati
(t—v)!

t(l/+1) _ t(()y+1)

At = =1 > 1) — T
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n T(t+2) T(t+1)
Dikaz At = (t+1)#) v — _ _
dkaz: AR = (t+ V)Y = = e S T T v 1 1)

 (t+DT(t+1) T(t+1)  TE+1) t+1-(t—-v+1)
T (t-v+D(t—-v+1) T(t-v4+1) TE-v+1) t—v+1
vI(t+1) T+

(—v+1(t-v+1) 'Tt-v+2)

1

v v 1 v+1 1 v+1
Ztot():V+1Zto(y+1)t():V—_HZtoAt( +):V—_|_12tot( 4. O




24

KAPITOLA 1. PRIPRAVNE UVAHY



Kapitola 2

Diferencéni rovnice

Definice 12. Necht ® je funkce 2k+2 proménnych, kterd je nekonstantni ve druhé proménné a
je nekonstantni v k4 1-ni nebo v posledni proménné. Diferencni rovnice k-tého 7ddu je rovnice
tvaru

O(t,x(t), Az(t), A%x(t), ..., AFx(t), z(t + 1), 2(t + 2),...,2(t + k)) = 0.

N 4

Diferenéni rovnice k-tého tddu pruniho typu neroziesend vzhledem k nejuyssi diferenci (im-
plicitni diferenéni rovnice k-tého fdidu) je rovnice tvaru

F (t,x, Az, A2z, ... ,A%) —0, (2.1)

kde F' je redlna funkce k + 2 proménnych, kterd neni konstantni ve druhé a v posledni pro-
meénné.

Diferencni rovnice k-tého vddu proniho typu roziesend vzhledem k nejuyssi diferenci (ex-
plicitni diferencni rovnice k-tého fddu) je rovnice tvaru

Arg = f (t,ﬂc, Az, A%z, ... ,A'Hx) ; (2.2)

kde f je realna funkce k + 1 proménnych, ktera neni konstantni ve druhé proménné.
Diferencni rovnice k-tého tadu druhého typu je rovnice tvaru

G(t,z(t),z(t+1),...,2(t+ k) =0, (2.3)
kde G je realna funkce k + 2 proménnych, kterd neni konstantni ve druhé a v posledni pro-

ménné.
Rekurentni formule k-tého 7ddu je rovnice tvaru

z(t+k)=g(t,z@),z(t+1),...,z(t+k—1)), (2.4)
kde g je redlna funkce k + 1 proménnych, kterad neni konstantni ve druhé proménné.

Poznamka 8. Kazdou diferen¢ni rovnici lze prevést na diferen¢ni rovnici prvniho nebo druhého
typu.

Kazdou implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na diferenéni rovnici druhého
typu stejného fadu a naopak.

Kazdou explicitni diferenc¢ni rovnici prvniho typu lze prevést na rekurentni formuli stej-
ného fadu a naopak.

25
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Vzhledem k Tvrzeni 9 totiz mtizeme polozit

F(t,z(t), Ax(t), ..., AFa(t)) =

k
= <t,x(t), Ax(t), ..., Arz(t), Ax(t) + z(t),. .., Z <]:> A%(t)) ,

G(t,z(t),z(t+1),..., 20t + k) =

b k
— 3 (t,x(t),x(t—i—l) —a(t),.... Y (1) () m(t+/<:—i),x(t+1),...,x(t+k)> .

=0 !
G(t,z(t),z(t+1),...,z(t+ k) =

k k
:F(t:n() z(t+1) — (),:c(t+2)—2x(t+1)+m(t),...,2(—1)’<Z,>x(t+k:—z’)>,

F<t,x,Ax,A2x,...,Akx):G< (1), Ax(t) i() )

g(t,x(t),a(t+1),... x(t+k—1)) =

:f<t, (t),z(t+1) ,k 1 < > z(t+k—1i+ ))

=

f (t,x,Aw,Azx,...,Ak_lx) —

k—1
=g <t,:c(t),A$(t) +a(t), . .. ’Z (k ; 1>

1=0

0) -5 (£) 20

Definice 13. Necht ¢ty € Z a £y, &1,...,&—1 € R jsou takova éisla, ze
(to:€0,61,- - -+ &k—1) € Domg.
Rovnosti
z(to) = &0, z(to+1) =&, 2(to+2) =&,..., z(to+k—1) =& (2.5)

nazveme pocatecni podminky pro rekurentni formuli (2.4).
Pokud ekvivalentné predpokladame, ze

—, (k-1
(to,§0,§1 —50,---72(—1)2< ; >§k1> € Dom f,

=0

nazyvame rovnosti (2.5) pocdtecni podminky pro diferencéni rovnici (2.2). Rovnici (2.2) s po-
¢ateénimi podminkami (2.5) nazyvame poddatecéni dloha (problém) pro diferenéni rovnici (2.2).



27

Definice 14. Libovolna posloupnost « € P takova, ze spliiuje nékterou z rovnosti (2.1), (2.2),
(2.3), (2.4) se nazyva partikuldrni tesent prislusné diferencni rovnice.
Mnozina v8ech posloupnosti, které jsou partikularnim feSenim nékteré diferencni rovnice
(2.1), (2.2), (2.3) nebo (2.4), se nazyva obecné fesent prislusné diferencéni rovnice.
Partikularni feSeni, které spliiuje poc¢ateéni podminku (2.5) se nazyva reseni pocdtecni
ulohy.

Priklad. Uvazujme rekurentni formuli pro geometrickou posloupnost s kvocientem 2, tj.
z(t+1) = 2x(t)

s po¢ateéni podminkou x(tg) = &. Tuto formuli mizeme ekvivalentné zapsat jako explicitni
nebo implicitni diferen¢ni rovnici prvniho typu

Ax = x, nebo x — Az =0,
nebo jako diferenc¢ni rovnici druhého typu
z(t+1) —2x(t) = 0.

Libovolna posloupnost definovana vztahem x(t) = a2', kde a je n&jaké realné ¢islo, je
partikularnim fesenim rovnice.

Mnozina {:C eP:x(t)=a2la € R} je obecnym resenim rovnice.

Posloupnost definované vztahem z(t) = £,27% je feSenim pocatecni tlohy. |

Definice 15. Necht f1, fo,..., ft a g1,92,..., g jsou funkce k + 1 proménnych se stejnym
definiénim oborem. Systém k explicitnich diferencnich rovnic prvniho Tddu je systém rovnic

tvaru
Axl(t) = f1 (t, xl(t), .%'Q(t), L. ,.’L‘k(t)),
Azo(t) = fo(t,z1(t), 2a(t), ..., zk(1)),

(2.6)
A.%'k(t) = fk (ta xl(t)7 xz(t)7 vy .’Ek(t)),
systém k rekurentnich formuli pruniho rddu je systém rovnic tvaru
zi(t+1)=¢ (t,xl(t),xg(t), .. ,xk(t)),
za(t +1) = ga(t, 21(1), 2(t), . . ., 2k (1)), @7

okt + 1) = g (21 (8),22(0), .. 2 (8)).

Pozndamka 9. Systém explicitnich diferen¢nich rovnic prvniho fadu lze prevést na systém
rekurentnich formuli prvniho fddu a naopak. Stac¢i totiz poloZit

gi (b w1 (8), 22(8), - k(1) = filt, w1 (D), 22(8), o (8)) +2alt), i=1,2,... k.
Vektorovou posloupnost x a jeji hodnotu v indexu ¢ definujeme vztahy

I X (t)
T2 ; 562.(75)

Tk mk(t)
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jako vektor (k-tici) posloupnosti. Ozna¢ime déle

fi(t,z (), a2(t), ..., 2 (1)) fi(t,(t))
falt

Flt,x(t)) = ft,o1(t), v2(t), ..., x(t)) = f2(t’x1(t)’x: -

no
—
~
SN—
8
B
—
~
SN—
~—
no
—~
—
~
SN—
~—

a podobné

g (12 (1)

Diferenci a posun vektorové posloupnosti v indexu ¢ definujeme vztahy

Axy(t) 27 (1)
Az(t) =x(t+1) —x(t) = Am?(t) 332‘(t)
Bal?) 2 (0)

Pri tomto oznaceni muZzeme systém explicitnich diferen¢nich rovnic zapsat jako rovnici
vektorovou

Ax(t) = f(t, =(t)

a systém rekurentnich formuli jako formuli vektorovou
z(t+1) =g(t,z(t)) nebo x7(t) = g(t,=(t)).
Pocateéni podminky pro systém (2.6) nebo (2.7) jsou tvaru
x1(to) = &1, xato) =&, - .., zk(to) = &(k) mnebo vektorové x(ty) =€ (2.8)

Rovnice (2.6), resp. (2.7) s po¢ateéni podminkou (2.8) se nazyva pocdtecni uloha pro systém
(2.6), resp. (2.7).

Necht posloupnost z je FeSenim pocateéni ulohy (2.4), (2.5). Polozme
r(t)=z(t+i-1), i=12,... k.
Pak z;(t+1)=a(t+1+i—1)==x(t+14), proi =1,2,...,k, tedy

xi(t+1)=$i+1(t), 1=1,2,...,k—1,

rpt+1) =zt +k) =gt z@),z(t+1),...,2@t+k—1)) = g(t,x1(t), x2(t), ..., zx(t)).

Dale
.%'Z'(t()) :w(to—i—z’—l) =&, 1=1,2,... k. (2.9)
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Posloupnost = je tedy prvni slozkou feSeni systému

1‘1(15 + 1) = .%'Q(t)
2a(t + 1) = z5(1)
: (2.10)

.%'kfl(t + 1) = .%'k(t)
xk(t + 1) :g(taxl(t)’x2(t)’ cee axk(t))

s pocéateéni podminkou (2.9). Naopak, je-li posloupnost x; prvni slozkou FeSeni pocateéni
ulohy (2.10), (2.9), pak je také feSenim tlohy (2.4), (2.5), nebot

z1(t + 1) = x2(1),
xl(t + 2) :mg(t + 1) = 1‘3(15),
xl(t + 3) :xg(t + 2) = Cﬂg(t + 1) = $4(t),

wu(t+ k= 1) =2 (t),
z1(t+k)=zp(t + 1) = g(t, 21(t), 22(t), . . ., 2p—1(2)) =
=g(t,z1(t), z1(t+1),...,31(t + k- 1)).

Odvodili jsme tak

Tvrzeni 10. Rekurentni formule, resp. explicitni diferenéni rovnice, k-tého fadu je ekviva-
lentni se systémem k rekurentnich formuli, resp. k& explicitnich rovnic, prvniho radu.



30

KAPITOLA 2. DIFERENCNI ROVNICE



Kapitola 3

Linearni rovnice

3.1 Rovnice prvniho radu

Linedrni diferencni rovnice je rovnice tvaru
Az = a(t)x + b(t). (3.1)

Tato rovnice se nazyva homogenni, pokud b = 0, a nehomogenni v opacném pripadé. Linearni
homogenni rovnice

Az = a(t)x (3.2)

se nazyva pridruzend homogenni rovnice k linedrni rovnici (3.1).
Jako rekurentni formuli rovnici (3.1) zapiSeme ve tvaru

z(t+1) = (1+a(t))z(t) + b(t). (3.3)

3.1.1 Homogenni rovnice a exponencialni posloupnost

Definice 16. Rekneme, Ze posloupnost p € P je regresivni, pokud p(t) # —1 pro vsechny
indexy t € Dom p. Mnozinu regresivnich posloupnosti oznac¢ime R,

R ={peP: (Vt € Domp) 1+ p(t) #0}.

Podobné jako v pripadé obecnych posloupnosti muzeme zdtraznit defini¢ni obor posloupnosti
dolnim indexem, tj.

Ri, = RN Py, pro ty € Z, R =RNP_s.

Na mnoziné regresivnich posloupnosti definujeme binarni operaci @ a unarni operaci © vztahy

p@q(t) =p(t) + a(t) + p(Dat).  ©plt) = %ff&)

Snadno ovéfime, Ze mnozina regresivnich posloupnosti s operaci @ tvori komutativni
grupu, nulova posloupnost o = 0 je neutralnim prvkem této grupy a ©p je opacnym prv-
kem k prvku p.

Tvrzeni 11. Necht p € R je regresivni posloupnost. Pak pro kazdou hodnotu zy € R existuje
jediné posloupnost = € P takovd, ze Dom xz = Dom p, x(tg) = xo a Ax(t) = p(t)x(t).

31
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Diikaz: Ponévadz x(t+1) = (1+p(t))z(t), je posloupnost = definovéna pro kazdé ¢ > to. Dale
pro kazdy index t takovy, ze t — 1 € Dom p plati z(t) = (1 + p(t — 1)):c(t —1) a tedy

_ ()
A A ey

coz znamend, ze posloupnost x je definovana také pro t < ty takové, ze t € Dom p. O

Definice 17. Necht p € R je regresivni posloupnost. Fxponencialni posloupnost prislusnou
k posloupnosti p s pocdtkem tog € Dom p definujeme jako jediné feSeni diferenc¢ni rovnice

Az = p(t)x (3.4)
s pocatecni podminkou z(tg) = 1. Jeji t-ty ¢len znacime e, (¢, o).

Véta 13 (Vlastnosti exponencidlni posloupnosti). Necht p,q € R takové, Ze Dom p = Dom g,
to,t,s € Domp. Pak plati
t—1 ‘
1 epltito) = T (1+5()),
i=to
2. eo(t,to) =1, el(t,to) = 2t7t0,
3. ep(t, to)eq(t, t()) = ep@q(t, to),
-1
4' (ep(ta tO)) = 69p(ta 750)7
5. ep(t, s)ep(s, to) = ep(t, to),

6. Je-li p(t) > —1 pro vSechny indexy t € Domp, pak ey(-,t9) = e2oto MHP)

to—1

Diikaz: Podle Tvrzeni 8 plati [] (14 p(i)) =1a
i=to
t—1 ¢ t—1 t—1
AT (0 +p@) =T +p@) = ] @+p6) = (1 +p@) —1) [] @ +p6) =
i=tg i=to i=tg i=tg
t—1
=p(t) [T (1+p0)).
i=tg
Odtud plyne platnost prvni ¢asti véty. Nyni
t—1 t—1
co(t.to) = [JA+0) =1, e(tito) = [J(1+1) =207 =270,
i=tg i=to
coz je druhé tvrzeni véty. Tteti a ¢tvrté plyne z nasledujicich vypoctl
t—1 t—1 t—1
ep(t.to)eq(t,to) = [[ (1+p@) [T (1+a() = [ (1 +p6) + q(i) + pli)a(i)) =
i=to i=to i=to

= eprqtpe(ts to) = epaq(t, to),
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t—1 t—1

ep(tsto)ecp(t to) = [T (L+2() [] (1 B %) -

i=to 1=to
t—1

i=to 1=to
Podle Tvrzeni 8 plati
t—1 s—1 t—1
ep(t,s)ep(s to) = [T (L+20) [T (1+p@) = [T (1 +2()
i=s i=to i=lo

a to je paté tvrzeni véty. Rovnost v poslednim tvrzeni je ekvivalentni s rovnostmi

Ine,(t,to) = Z_: In (1+p(i)) = lnl:[ (1+p(3)). O

Necht p € R je regresivni posloupnost. Reseni po¢ateéni tlohy pro homogenni linearni
rovnici
Az =pt)r,  wlto) =50

je dano rovnosti
t—1

x(t) = zoep(t, to) = o H (14 p()), (3.5)

i=to
nebot
x(to) = xoep(to, to) = xol = xg

a podle Vét 3 a 13 plati
Az (t) = zoley(t, to) = mop(t)ey(t, to) = p(t) (woep(t, to))-

3.1.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstanty

Nechf p € R je regresivni posloupnost a b € P posloupnost se stejnym definiénim oborem.
Uvazujme pocatecni tlohu pro linedrni nehomogeni rovnici ve tvaru

Az =p(t)z +0b(t),  (to) = o. (3.6)
Reseni této tlohy budeme hledat ve tvaru
z(t) = c(t)ep(t, to)- (3.7)

Jedna se o analogii feseni daného formuli (3.5) s tim rozdilem, Ze misto konstanty z¢ uvazu-
jeme nestacionarni posloupnost c.
Aby byla splnéna pocateéni podminka v tloze (3.6), musi platit

xg = x(tg) = c(to)ep(to, to) = c(to),

tedy
c(to) = 0. (3.8)
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Soucasné musi byt splnéna rovnice, tedy podle Véty 11 méa byt

p(t)x(t) + b(t) = Az(t) = A(cep( -, t0)) = c(t)Aey(t, to) + €5 (t, to) Ac(t) =
= c(t)p(t)ep(t, to) + ep(t + 1,t0)Ac(t) = p(t)z(t) + ep(t + 1, t0)Ac(t).

Z této rovnosti vyjadiime b(t) = e,(t + 1,%9)Ac(t). Pro posloupnost ¢ tedy podle Véty 13.4
plati
Ac(t) = b(t)ecp(t + 1,t0).

Rovnaji-li se dvé posloupnosti, musi se rovnat i jejich sumy od ¢y, takze podle (1.6) dostaneme
c(t) —e(to) = Zto b(t)ecp(t + 1,10).

Z této rovnosti spolu s podminkou (3.8) vyjadfime

c(t) = zo + i: b(i)ecy (i + 1,t0).

i=to

Dosazenim této posloupnosti do rovnosti (3.7) dostaneme s vyuzitim Véty 13 FeSeni tlohy

(3.6),

x(t) = <xo + i b(i)eop (i + 1,t0)> ep(t, to) =

i=tg
t—1
= moep(t,to) + O bli)eap(i + 1 to)ep(i + Lto)ey(t,i + 1) =
i=to
t—1
= zoep(tito) + > b(i)ep(t,i + 1) = moey(t, to) + Zto bey(-,i+ 1)(t).
i=tg

Exponencidlni posloupnost mizeme prepsat jako soucin podle Véty 13.1. ReSeni pocatecni
ulohy pro nehomogenni linedrni rovnici s regresivni posloupnosti v linedrnim ¢lenu, tj. feSeni
ulohy (3.6) tedy muizeme pséat v jednom z tvara

£() = woey(t.t0) + 3 bi)en(ti+ 1) =20 [] (1 + (@) + 3 56) T (1+90)).
i=to i=to i=to j=it+1

Piimym vypoctem se presvédcime, Ze FeSeni pocatecni tlohy pro obecnou linearni dife-
ren¢ni rovnici (3.1) s pocateéni podminkou z(ty) = x¢ je stejného tvaru. Jediny rozdil je
v tom, ze defini¢ni obor Treseni muze byt mensi nez defini¢ni obor posloupnosti a.

Véta 14. Necht Doma = Domb, tg € Doma a xg € R. PoloZme
7 =sup{t € Doma: t <tg,a(t) =—1}.
Resend pocdtecni ilohy pro linedrni diferencni rovnici,

Az = a(t)z + b(t), x(to) = zo, (3.9)
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je posloupnost x € P, definovand vztahem

t—1
—xOH (1+a(i +Zb II (t+a().
i=tg i=tg Jj=i+1

Podivejme se jesté na druhy séitanec ve vyrazu pro feseni tlohy (3.9), tedy na posloupnost

danou predpisem
t—1

Zb T (1+a0)).

i=tg Jj=i+1
Plati Z(tp) =0 a

AZ;b 111 (1+ Zt:b H1 (1+a(j Zt:b ]_L (1+a(i) =
= b(t) + (1 +a(t Zb H (1+ a(j))—ib(i) l:[ (1+a(j) =
i=tlg Jj=i+1 i=tlg J=t+1

Zb H (1+a(j)) = b(t) + a(t)z ().

i=tlg Jj=i+1

To znamend, Ze posloupnost Z je feSenim nehomogenni rovnice (3.1) s nulovou pocatecni
b

podminkou. Prvni séitanec v feseni tlohy (3.9) je FeSenim pfidruzené homogenni rovnice

(3.2). Dostavame tak zaveér:

Dausledek 1. Reseni pocdtecni ulohy pro linedrni diferencni rovnici (3.9) je souctem resent
podédtecniho problému pro pridruZenou homogenni rovnici (3.2) a feseni nehomogenni rovnice
s nulovou pocdtecni podminkou.

Neéktera z posloupnosti vystupujicich v rovnici (3.1) mtze byt stacionarni. Dostavame tak
specialni pripady:
o Az = ax + b(t), z(ty) = zo.

Reseni: z(t) = zo(1 + )7t + Z (1 + )= 1o (i).

o Az =a(t)x + S, xt(,t?) = xo. L
Resent: z(t) =z [[ (1+a(@) +8 X II (1+a()).

i=to i=tg j=1i+1
o Az =ax+ 3, x(ty) = xo.

Reseni: (t) = zo(1 + )t~ + B% = <;,;0 + g) (14 a)i~to — é

Q

3.2 Linearni rovnice k-tého radu

Jedné se o rovnici

Arz a1 (A e 4 ap_o (AR 2(B)x + - + ay () Az + ag(t) = b(t). (3.10)
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O posloupnostech ag,ay,as,...,ar_1, b predpokladame, Ze maji stejny definiéni obor, ozna-
¢ime ho D, a pro kazdé ¢ z tohoto defini¢niho oboru plati

ap_1(t) — ap_g + ap_3(t) — -+ (=1)*Lag(t) # 1. (3.11)

V piipadé b = 0 se rovnice (3.10) nazyva homogenni, v opacném piipadé nehomogenni.
Je-li tg € D, jsou pocateéni podminky pro rovnici (3.10) tvaru

x(to) = &, x(to + 1) =&, ..., .’L‘(to + k- 1) =& 1. (3.12)

Rovnici (3.10) pfepiSeme na rovnici druhého typu. Podle Tvrzeni 8 plati

AFz(t) = z(t + k) +i () t+k—])—m(t+k)+l§(—1)’“—j(l‘.:)m(tﬂ),

J=0

k—1 ‘ k—1 i ' . k—1k—1 .
GO0 = 300V () altri— = XS a1 (])ateri—i) -
j=0 7=0 =0 =0 j=1
—1k—1—1 +i —1k—1—1 +
S b (-1 (J >w(t+j)=z S as(6)(-1) (” ) (t+))
=0 7=0 7j=0 =0

k—1
t—i—k +
7=0

Oznadime

k—1—j S
cj(t) = (=1)F7 <]> + 3 a1y (‘7 Z“) proj=0,1,2,....k -1
=0
a dostaneme rovnici druhého typu ekvivalentni s rovnici (3.10) ve tvaru

St + k) +cpor ()z(t+Ek—1)+epa(®)zt+h—2) - +er(Ba(t+1) +eot)z(t) = b(t); (3.13)

podminka (3.11) zarudi, ze co(t) # 0 pro vSechna t € D, takze se skutetné jedna o rovnici k-
tého fadu. Z tvaru rovnice (3.13) vidime, ze pocateéni uloha (3.13), (3.12), nebo ekvivalentné
uloha (3.10), (3.12), m4 jediné FeSeni, které je definovano na mnoziné D.

3.2.1 Fundamentalni systém feseni homogenni rovnice

Linearni homogenni diferen¢ni rovnice k-tého radu
x(t+k)+tep1W)z(t+k—1)+cpot)z(t+k—2)+ - +c1(t)x(t+1)+co(t)z(t) =0 (3.14)

spliiuje princip superpozice: jsou-li posloupnosti z1 a xo feSeni rovnice (3.26) a p a ¢ jsou
libovolné realné konstanty, pak také posloupnost x = pxj + gxs je FeSenim rovnice (3.26), tj
libovolnd linearni kombinace feSeni této rovnice je jejim feSenim. Navic nulova posloupnost
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x = 0 je FeSenim rovnice (3.26). To znamend, ze mnozina vSech feSeni linedrni homogenni
diferenc¢ni rovnice tvori vektorovy prostor.

Proi € {0,1,2,...,k — 1} oznacme y; posloupnost, ktera je feSenim homogenni rovnice
(3.14) s pocatecnimi podminkami

1, 7=1
sto+i)=4" """ j=012... k-1
0, j#1
Pak je zfejmé, ze posloupnosti yg, y1, . - . , Yx—1 jsou linedrné nezavislé. To znamena, ze dimenze
vektorového prostoru reseni je alespon k.
Necht y je libovolné feseni homogenni rovnice (3.14). Ozna¢me

no =y(to), m=ylto+1), ..., k—1 =y(to +k—1).
Linearni kombinace posloupnosti yg, y1, - - -, yx—1 S koeficienty ng, 11, ..., mk_1, tj. posloupnost
NoYo +myr + - + Me—1Yk—1 (3.15)

je podle principu superpozice FeSenim rovnice (3.14) a spliiuje stejné pocatecni podminky,
jako posloupnost y. Z jednoznacnosti feseni pocatecni alohy plyne, Ze posloupnost y a linearni
kombinace (3.15) jsou shodné. Odtud déle plyne, Ze prostor Feseni linedrni homogenni rovnice
(3.14) méa dimenzi k a posloupnosti y;, ¢ = 0,1,2, ...,k tvoii bazi tohoto prostoru.

7 provedenych uvah plyne, ze plati

Véta 15. Mnozina vSech Tesent linedrni homogenni diferenecni rovnice k-tého tadu (3.14)
tvori vektorovy prostor dimenze k.
Definice 18. Béze vektorového prostoru vsech FeSeni linearni homogenni rovnice (3.14) se
nazyva fundamentdlni systém tesend.

Z Véty 15 a Tvrzeni 2 bezprostiedné plyne:
Véta 16. Posloupnosti z1, za, ..., 2 tvori fundamentdlni systém reseni linedrni homogenni

diferenéni rovnice (3.14) prdvé tehdy, kdyz kaZdd z nich je fesenim rovnice (3.14) a plati
nerovnost

21 (to) 29 (to) R Zk(t())
z1(to + 1) z(o+1) ... z(to+1) 0
Zl(to—l—/{?—l) Zg(t()—l—/{?—l) Zk(to—i-k—l)
pro libovolny index to z pruniku definicnich oboru posloupnosti cy,c1,...,Crp_1.
Necht posloupnost = je FeSenim pocatecni tulohy (3.14), (3.12) a posloupnosti z1, 22, . . . , 2
tvori fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice (3.14). Pak pro vSechna ¢ € D plati, Ze
m(t) = Alzl(t) + AQZQ(t) + -+ Akzk(t) (3.16)

pro jisté konstanty Ai, Ao, ..., Ag. Tyto konstanty by mély byt jednoznac¢né uréeny pocatec-
nimi podminkami, proto musi spliiovat (algebraické) rovnice

Alzl(to) + AQZQ(tQ) + -+ Akzk(to) =&
Arz1(to+1) + Asz(to+1) + - + Apzm(to+1) =&

Alzl(to + k- 1)+A22’2(t0 + k- 1) —+ - +Akzk(t0 + k- 1) = §k,1.
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Determinant matice této soustavy linearnich rovnic pro neznamé Ai, Ao, ..., Ay je vSak Ca-
soratidnem baze vektorového prostoru, ktery je podle Véty 16 nenulovy. Uvedeny systém
linearnich rovnic je skuteéné jednoznac¢né fesitelny.

3.2.2 Nehomogenni rovnice a metoda variace konstant

Pokud jsou posloupnosti ¢, c1, ..., ck_1 v rovnicich (3.13) a (3.14) stejné, fekneme, ze homo-
genni linedrni diferenéni rovnice (3.14) je pridruZend k nehomogenni rovnici (3.13).

Je-li posloupnost y FeSenim nehomogenni rovnice (3.13) a posloupnost z je FeSenim pfi-
druzené homogenni rovnice (3.14), pak jejich soucet = z + y je opét FeSenim nehomogenni
rovnice (3.13), nebot

k k
2(t+k)+> aa(t+i)=z(t+k) +ylt+k) + > at)(2(t+1i) +y(t +14) =
i=1 =1
k k
= (z(t +E) > at)z(t + i)) + <y(t +E) > alt)ylt+ i)) = 0+ b(t) = b(t).
i=1 =1

Plati tedy

Véta 17. Nechl z1,zo,...,2; tvori fundamentdini systém reseni linedrni homogenni dife-

rencni rovnice (3.14) pridruzené k nehomogennd rovnici (3.13). Pak kazdé teSeni nehomogenni
rovnice (3.13) je tvaru

z(t) = Biz1(t) + Baza(t) + -+ + Braw(t) +y(1),
kde y je néjaké teseni nehomogenni rovnice a By, Ba, ..., By jsou konstanty.

Necht posloupnosti z1, 29, ..., 2, tvofi fundamentélni systém FeSeni homogenni rovnice
(3.14) pfidruzené k nehomogenni rovnici (3.14). Pak je

k
zi(t+k)=—=>) cj(t)z(t+j) proi=1,2,... k. (3.17)
J

|
—

Il
<)

Reseni nehomogenni rovnice (3.14) budeme hledat ve tvaru

k
2(t) = ui(t)z(t), (3.18)

i=1
kde ui,u9,...,u; jsou zatim neurcené posloupnosti. Hleddme ho tedy jako analogii feSeni
homogenni rovnice (3.16); misto konstant Ay, As, ..., Ax vSak piSeme posloupnosti — variru-

jeme konstanty. Z tohoto divodu se tato metoda feseni nehomogenni rovnice nazyva metoda
variace konstant.
Nyni mtzeme vyjadrit

k
z(t+1) = Zult—{—lzzt—k Z [(Aui(t))zi(t + 1) + ui(t)zi(t + 1)] .
i=1 i=1
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Budeme pozadovat, aby posloupnosti ui, us, ..., u; spliovaly rovnici

k
> (Aui(t)zi(t+1) = 0.
=1

k
Pak z(t+1) = > u;(t)z(t + 1), takze
i=1

k k
2(t+2) =D w(t+ Dzt +2) =Y [(Aui(t))zi(t +2) +us(t)zi(t +2)] .
i=1 i=1

Dale budeme pozadovat, aby posloupnosti ui, us, ..., u; spliiovaly rovnice
k
Z (Aul(t))z,(t + 2) =0,
i=1

k
takze x(t +2) = > u;(t)z(t + 2). Takto budeme pokracovat az k pozadavku

i=1
k
ZAuZ z,t—i—k—l)—O
i=1
k
a vyjadreni x(t + &k — 1) = > wi(t)zi(t + k —1).
i=1
Celkem tedy pozadujeme
k
> (Auw)zt+5) =0, j=1,2,....k—1 (3.19)
i=1
a dostavame
z(t + 7) Zul Yalt+3), j=1,2,... k-1 (3.20)

V posledni z rovnosti (3.20), tj. v te, v niz j = k — 1, budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a upravime
ji s pouzitim (3.17). Dostaneme

k
x(t+ k)= Zult—k )zi(t + k) :Z Auz zzt—|—k —i—ZuZ (t)zi(t+ k) =
i=1 i=1

i=1
k k k—1
=3 (Au®)alt+ k) =Y ut) S eit)at+3). (3.21)
=1 =1 7=0

Soucasné posloupnost x ma byt feSenim rovnice (3.13), takze s vyuzitim vztahu (3.20) dosta-
neme

k

k—1
o(t+k)=b(t) = > ¢(t)a(t +4) =b(t) = > c(t Z t)zi(t +j) =
Jj=0 }

|
—

<.
Il
o

:b(t)—Zui(t) ci(t)zi(t+ 7). (3.22)
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Porovnanim (3.21) a (3.22) vidime, ze

k
> (Aui(t)zi(t + k) = b(t). (3.23)
=1
Diference posloupnosti uy, ug, ..., u; tedy spliuji systém rovnic (3.19), (3.23). Pfepiseme ho

do tvaru

otk — 1) Aug(8) + 20t 4k — 1) Aus(t) 4+ + 2t +  — 1) Aug(t) =0
z21(t + k) Auq (t) + zo(t + k) Aug(t)+---+  zp(t+ k) Aug(t)=b

Determinant této soustavy je Casoratidnem fundamentalniho systému reSeni homogenni rov-
nice (3.14) v indexu ¢ 4 1. Je tedy nenulovy a soustava je jednozna¢né fesitelna. Oznacime

Zl(t) Zg(t) - Zk(t)
z1(t+1) z(t+1) ... zp(t+1)
’U)(t = . : .. . )
zl(t—k.k—l) zo(t+k—1) ... z({t+k—-1)
m;(t) =
Z1 (t) ZQ(t) e Zifl(t) Zi+1(t) N Zk (t)
4 E—2) st k-2 o sa(t+k—2) st k—2) ... s(t+k-2)

w(t) je Casoratian fundamentalniho feseni homogenni rovnice (3.14). Diference posloupnosti
U1, U2, ... up nyni mizeme vyjadrit ve tvaru

(—D)FFb(t)m; (t + 1)

Auy(t) = L =12,k
ui(t) w(t+1) !
Odtud a z rovnosti (1.5) dostaneme
— b(j)mi(j +1)
ui(t) = u;(to) Z A

=to ’]+1

Pii oznaceni B; = u;(tyg) muZeme FeSeni rovnice (3.13) podle vztahu (3.18) psat ve tvaru

t—1

k b)) =~
— ;B@'Zi(t) +(-DRY Wi+ 1) D (1) mi(j + 1)z(t).

j=to i=1
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3.2.3 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jedné se o rovnici

AFz 4+ ap (AP e+ o oA 20 4+ + a1 Az +ag = 0, (3.24)
kde realné koeficienty ag, a1, ..., ap_1 splinuji rovnost
Qg1 — o+ gz — -+ (=) lag £1 (3.25)

analogickou k rovnosti (3.11). Rovnice (3.24) ma pro libovolné poc¢ateéni podminky tvaru
(3.12) jediné feseni, které je definovano pro kazdé ¢t € Z.

Stejné jako v pfipadé obecné linedrni rovnice k-tého fddu muiZeme rovnici (3.24) prepsat
na rovnici druhého typu

2t + )+ 1@t + k= 1)+ ypaw(t+ k= 2) + -+t +1) +0z(t) =0, (3.26)

kde jsme oznacili

% = (=) C:) +

S pomoci operatoru posunu ¢ mizeme tuto rovnici prepsat do tvaru

k—1—j

i (—1) (3 ;”) proj =0,1,2,... k—1.
=0

k

k
7 (t) + yp—12°

-1

2(t) + oz w(t) + -+ 2’ (1) +yox(t) = 0.

Polozime-li 75 = 1, mzeme operatorovou rovnici zapsat jesté strucnéji

k
<Z i -Ui> x=0. (3.27)
=0

Abychom nasli feSeni rovnice (3.26), provedeme néasledujici heuristickou tvahu. Lineérni
homogenni diferen¢ni rovnice prvniho fadu druhého typu s konstantnimi koeficienty je tvaru

z(t+1)+~vyz(t) =0
a podle vysledkd odstavce 3.1.2 ma feSeni
2(t) = 20(=)' ™ = (w0(~2)"") (=) = const - ()"

Jako analogii tohoto vysledku budeme hledat feseni rovnice (3.26) ve tvaru x(t) = !, kde A
je zatim neurcend nenulova konstanta. Dosadime tuto posloupnost do rovnice (3.26)

)\t—i—k + 'kal)\t—i_k_l + ,yk72)\t+k—2 I ,Yl)\t-i-l + ’YO)‘t -0
a po vynasobeni vyrazem \~! dostaneme charakteristickou rovnici
M N ey N2 A A+ = 0. (3.28)

Reseni této algebraické rovnice se nazyvaji charakteristické koreny. Povsimnéme si, ze zadny
kofen rovnice (3.28) neni nulovy, nebot vy # 0.
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Priklad: Rovnice druhého fadu.
Uvazujme linearni homogenni diferen¢ni rovnici
z(t+2)+bx(t+1)+cx(t) =0 (3.29)
s pocatecnimi podminkami
z(to) = &, z(to+1) =&. (3.30)

Aby rovnice (3.29) byla skuteéné druhého fadu musi byt ¢ # 0. O pocéate¢nich hodnotéch &
a & budeme predpokladat, ze asponl jedna z nich je nenulova. V opacném ptipadé by totiz
pocatecni uloha (3.29), (3.30) méla jediné trivialni feSeni x = 0 pfi libovolnych hodnotéach
svych parametr b, c.

Charakteristickou rovnici je kvadratickd rovnice pro neznamou A

M4\ +e=0. (3.31)
Mohou nastat tii pripady.

e (i) b > 4c. Charakteristickd rovnice (3.31) ma dva redlné rtizné kofeny Aj, A. Oznadeni
zvolime tak, aby |A1]| > |\a|, charakteristicky kofen A\; nazveme dominatni. Diferen¢ni rovnice
(3.29) ma feseni

z(t) = AN, + B, (3.32)

nebot

x(t+2)+bx(t+ 1)+ cx(t) =
= ANP2 + BASP2 + b (AN + BAST) + ¢ (AN 4+ BXS) =
= AN (AT +0A1 +¢) + BXs (A3 +bAa+¢) =0

Konstanty A a B volime tak, aby byly spliieny po¢ateéni podminky (3.30), tedy jako FeSeni
soustavy linedrnich (algebraickych) rovnic

ANlo 1B = ¢
AN BADTE — ¢

Determinant této soustavy je

to to
)\1 )\2

Aol o+ | = (AMA2)0 (A2 — A1) # 0,

coz znamena, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy
(t) = ] (t) =\
I = A1, 22 — \2

tvofi fundamentélni systém FeSeni linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.29).
Posloupnost definovand vztahem (3.32), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

_ & =& B_ &1 — SoM
AP(AL = Ag)’ AP (A2 = A1)
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je FeSenim pocéte¢ni tlohy (3.29), (3.30). Explicitnéji mizeme feSeni tlohy (3.29), (3.30)
vyjadrit formuli
2(t) = §1 — SoAe Nt _ §1 — SoM
)\1 — )\2 )\1 - )\2
Pokud jsou pocéateéni podminky takové, ze & — {2 # 0, mizeme FeSeni ulohy (3.29),
(3.30) prepsat do tvaru

RS LI & — &M (AP
x(t) = A1 — A2 M (1 & —EoNo (A_1> ) '

Necht nejprve [A1| > |Ag|. Pak
)\2 t—to
tliglo <)\_1> =0

Odtud je vidét, ze v pfipadé &1 —&pAa # 0 ,se pro velka ¢ feSeni tlohy (3.29), (3.30) chova jako
geometrickd posloupnost s kvocientem A;“. Chovani feSeni je tedy pro velkd ¢ urceno domi-
nantnim charakteristickym kofenem ;. Proto vySetiime jeho znaménko a velikost v zavislosti

na parametrech b a c.
—b—/b2 -4 —_b—b2 -4
b>0: A = % < 0 a |A1] < 1 pravé tehdy, kdyz %

2 —b > Vb?—4c. Je-li b > 2, pak nelze tuto nerovnost splnit; je-li b < 2 pak je tato
nerovnost ekvivalentni s nerovnosti 4 — 4b + b% > b? — 4¢, tj. ¢ > b — 1.

~b+Vb2 4
b0 = —— V%

prave tehdy, kdyz b > —2ac> —b— 1.

t—to
AL,

> —1, tj.

> 0. Analogicky jako v predchozim pfipadé zjistime, ze \; < 1

b=0: A\ =+/—c = =)y, takze neplati |\1]| > |\o|.

Celkem dostavame, ze |A\1| < 1 pravé tehdy, kdyz |b| < 2 a ¢ > |b| — 1. JeSté poznamenejme, Ze
charakteristické kofeny maji stejné znaménko, pokud ¢ > 0, a maji riznd znaménka, pokud
c<0.

Pokud |A\1]| = |A2], pak A2 = —A1, nebot charakteristické kofeny jsou rtizné. Tato situace
nastava pravé tehdy, kdyz b = 0, ¢ < 0; pro charakteristicky koten plati A\; = \/—c. Reseni
ulohy (3.29), (3.30) je v tomto ptipadé tvaru

o) = SEESNEE gy S S (L

_ (\/_—C)tfto (1 + (—21)tt0 o+ 1 —2(\;;):250 £1>

a FeSeni ulohy (3.29), (3.30) je soudinem geometrické posloupnosti s kvocientem+/—c a po-

1
\/_—cé.l-

e (ii) b = 4c. Vzhledem k podmince (3.11) v tomto p¥ipadé musi byt b # 0. Charakteristicka
rovnice (3.31) mé dvojnésobny kofen A = —1b a diferencni rovnice (3.29) ma feseni

sloupnosti ohranicené, v niz se pravidelné stridaji hodnoty &; a

() = <_g>t (A + Bi), (3.33)
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nebot

x(t+2)+bx(t+ 1)+ cx(t) =

— <_g>t+2 (A+B(t+2))+b (—%)Hl (A+B(t+1))+ g (—%)t (A+ Bt) =
:ng<§QHJB+BQ—§M+B+BQ+§M+BQ>:Q

Konstanty A a B volime tak, aby byly spliieny po¢ateéni podminky (3.30), tedy jako FeSeni
soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

Ao 4 Bto)\to =&
A)\t0+1 + B(to + 1))\t0+1 = 51-

Determinant této soustavy je

Ato toAT0

2t
Aot (g 4 Ao+t T A

1 to — \2totl _ _Q 2t0+17é0
A (to+1)A 2 '

coz znamena, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy
_\¢ _ i\t
561(75) = s 562(75) =t

tvori fundamentélni systém feSeni linedrni homogenni diferencni rovnice (3.29).
Posloupnost definovand vztahem (3.33), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

“to —to
a=(-3) (wrna+Za). B--(-3) (a+3a)

je FeSenim pocétecni tlohy (3.29), (3.30). Explicitnéji mizeme feseni tlohy (3.29), (3.30)
v tomto pripadé vyjadrit formuli

x(t) = (—%)HO <(to —t+1)& + @&) .

Reseni diferen¢ni rovnice je v tomto pripadé sou¢inem geometrické posloupnosti s kvocientem

b 2
—5 a aritmetické posloupnosti s diferenci — ({0 + E&).

e (iii) b* < 4c. V tomto piipadé je ¢ > 0. Charakteristicka rovnice (3.31) ma v tomto piipadé
komplexné sdruzené kotreny

b \/40—()2 b? .
)\1,2——§:|: — f(—v:t 1—E>—\/E(cosgo:tlslngo),

Ve — b?
kde ¢ = arctg (—CT> Je tedy

b b2

2—\/5, sing =4/1 — —

cosp = — 10
&
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5 b2 4e — b2 b2 — 2¢ _ 5 b 1
= — — fr— 1n = R —
R Te 4c 2¢c S 2\/5 V 4c \/_ V

b —2
Ve cos2p +beosp ++/c = TC —i-\/—

\/Esm2ap—|—bsmap——b\/l———i—b\/l——
4c 4c

Nyni mtuzeme vyjadfit FeSeni diferenéni rovnice (3.29) jako posloupnost

z(t) =/c'(Acosty + Bsintyp), (3.34)
nebot
x(t+2)+bx(t+1)+cx(t) =
=vc'?(Acos(t +2)p + Bsin(t + 2)p) + b\/EH_l (Acos(t + 1)¢ + Bsin(t + 1)¢)+
—i—\/EtHc(A costy + Bsinty) =
=ttt <A(\/E cos(t +2)p + beos(t + 1) ++/c costy)+
+ B{/c sin(t + 2)¢ + bsin(t + 1) ++/c sinup)) -
=/cttl (A(Vc (cos tp cos 2¢ — sintpsin 2p) + beos ty cos o — bsin tpsin ¢ ++/c costp)+
+ B(v/c (sintp cos 2¢ + cos tpsin 2¢) + b(sintpsin ¢ + sintp)) =
=ttt <A(cos to(V/c cos 2¢ + beos o ++/c) — sintp(y/c sin2¢p + bsin ) )+
+ B(sintp(y/c cos2p + beos p ++/c) + costp(y/c sin2¢ + bsin go))) =0.

Konstanty A a B volime tak, aby byly spliieny poc¢ateéni podminky (3.30), tedy jako
feseni soustavy linearnich (algebraickych) rovnic

Ay/cto costoyp + By/c™ sintop = &o
AJctot cos(tg + 1) + By/cot sin(tg + 1)p = &;.

Determinant této soustavy je

Vet costop Velosintyp _
Vet cos(ty +1)p /et sin(ty +1)p

= c'0\/c (costopsin(to + 1) — sintop cos(ty + 1)¢) =
= cloy/c ( cos top(sin top cos ¢ + cos toep sin @) — sin top(cos top(cos toy cos ¢ — sintypsin ) =

1o Ve — b2

= /esinp =c T#O,

Y N v

coz znamend, ze soustava je jednoznacné feSitelna a ze posloupnosti definované vztahy

z1(t) =+/clcostp, xo(t) =+/c'sinty

tvofi fundamentélni systém FeSeni linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.29).
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Obrézek 3.1: Zavislost charakteristickych kofenti A1 o linedrni diferen¢ni rovnice druhého fadu
s konstantnimi koeficienty x(t + 2) + bz(t + 1) + cx(t) = 0 na koeficientech b, c.

Posloupnost definovand formuli (3.34), kde konstanty A, B jsou dany vztahy

QV/E‘*to ) ) QV/E‘*to
A Z\/ﬁ(\/gfo sin(tg + 1)p — & sintop), B v

je TeSenim pocatecni tlohy (3.29), (3.30). Explicitnéji miZzeme FeSeni ulohy (3.29), (3.30)
v tomto pfipadé vyjadrit formuli

z(t) =e'™h <§0 cos(t —to)p +

(&1 costop —v/c&ycos(to + 1))

261 + b&o
Ve — b2
Reseni diferenc¢ni rovnice je tedy soudinem geometrické posloupnosti s kvocientem+/c a po-

sloupnosti ohranicené.
Odtud plyne, Ze pro ¢ < 1 je

mm_mw>

lim z(t) = 0.

t—o0
Ponévadz podle predpokladu je alespon jedna z pocatecnich hodnot &y, £&; nenulové, tak pro
c>1je

—o0 = liminf z(t) < limsup z(t) = cc.
t—o0 t—oo

Pro ¢ =1 plati

2 b 2 b
1261 + ol < litminfm(t) < limsupz(t) < [&o| + M.

V4 — b2 —00 t—o0 V4 — b2

Vysledky analyzy charakteristické rovnice (3.31) linedrni homogenni diferenéni rovnice dru-
hého fadu (3.29) jsou zobrazeny na obrazku 3.1.

—[&ol —

Jesté poznamenejme, Ze pokud by ¢ = 0, rovnice (3.29) by se redukovala na linedrni

7 ~ 7

diferenc¢ni rovnici prvniho rfadu, ktera ma reseni

z(t) = x(tg)(—b) .
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Uloha (3.29), (3.30) by pak méla feseni jediné v piipadé & = —b&. [ |

Véta 18. Necht \, je r-ndsobny koten charakteristické rovnice (3.28). Pak kaZdd z posloup-
nosti definovanych vztahem

z(t) =9\, ¢q=0,1,2,...,r—1

je fesenim linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.26).

Dikaz: Polozime 75, = 1 a polynom na levé strané rovnice (3.28) oznacime P(\), tj.

k
A) =) N
=1

Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni: Ke kazdému prirozenému ¢islu s a kazdému prirozenému
¢islu j € {0,1,2,...,s} existuje polynom ps; stupné nejvyse s ve dvou proménnych ¢, A
takovy, ze

(t+1)° s (t, )P (A
> il Z Bl (A).

Tvrzeni dokazeme uplnou indukei vzhledem k proménné s. Pro s =0 je

S e+ Zw 1PO (),
tedy po,o = 1.
Indukéni krok je obsazen ve vypoctu:
D it + )TN =D Tyt ) (DN =t it )TN F XY it +i)TA T =

i=0 i=0 i=0 =1
k

S ) d
= . (7) , s 9oy
_tzop&](t’)‘)P] ()‘)‘}')‘Z%(t-i-l d)\)\

]7 J—

:tzpsu‘(t,)\) +>\—Z% (t+1)°
j=0
j=0

=tY pej(t, VPI(A +A— prt)\ D) =t | =

j=0
N, G)( 3198,] (t:A) p) | G () —
=Y pa;(t, VPI(N) + AZ (A) +psj (6N PUFD () ) =
j=0
s Lt A . s+1 '
= <7fps,j(t, A) + )\apéi()\’v P(J)()\) + )\Zp&j,l(t,)\)P(])()\) =
j=0 J=1
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= <tps70(t, A) + Aiaps’gf\t’ )‘)> P(\)+

8175, (t )‘) j
+Z (tpw (8, 2) + A==52 4 Aps A)) PO+

+ Aps.s(t, N PEFD (V).

Staci tedy polozit

Opso(t, A
psi10(t, ) = tpsolt,A) + A%,
Ops.i(t, A )
Ps+1,j(t, )\) = tps,j(t,)\) + )\% + )\ps,j,l(t, )\) proj=1,2,...,5s,

ps+1,s+1(t7 )\) = )\ps,s(t7 )\)

a pomocné tvrzeni je dokazano.
Necht nyni A, je m-nasobny kofen charakteristické rovnice. Pak je také kofenem derivaci
polynomu P az do radu r — 1, tj.

PU(N\)=0 proj=0,1,2...,7r—1.
Nyni pro z(t) = tq)\;,, q€40,1,2,...,r — 1}, podle pomocného tvrzeni plati
k k ' k ' q ‘
D it +i) =D vt + DN =N it + )N, = AD pg (L NPY () =0, 4
= i=0 i=0 J=0

Véta 19. Necht A, = a(cos ¢ +ising) je r-nasobny komplexni koten charakteristické rovnice
(3.28). Pak kazdd z posloupnosti definovanych nékterym ze vztahi

x1(t) = tla’ costy, xo(t) = tla’ sintyp, ¢q=0,1,2,...,r—1
je fesenim linedrni homogenni diferenéni rovnice (3.26).
Dikaz: Ponévadz polynom na levé strané rovnice (3.28) ma redlné koeficienty, je také kom-
plexné sdruzené ¢islo A, = a(cos — isinp) kofenem charakteristické rovnice (3.28) a ma

stejnou nésobnost r. Podle Véty 18 (v niz jsme nepiedpokladali, Zze by kofen charakteristické
rovnice byl redlny), je kazda z posloupnosti definovanych vztahem

F1(t) = tla'(costy +isinty), To(t) = t4a’(costy — isinty), ¢q=0,1,2,...,r—1
feSenim rovnice (3.26). Podle principu superpozice jsou také posloupnosti

1

(1) +22(1)),  w2(t) = 5(»’51(75) — Za(t))

N | —

CCl(t) =

feSenim této rovnice. O
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Dausledek 2. KazZdému redlnému r-ndsobnému charakteristickému kovenu A odpovidd r Tesent
linedrni homogenni rovnice (3.26)

DS L) U A U

a kazdému komplexnimu r-ndasobnému charakteristickému kotenu a(cos ¢ + isin @) odpovidd
2r Tesend linedrni homogenni rovnice (3.26)

a' cos to, ta' cos to, t?a’ cos to, ..., t"Lat cos to,

alsintyp, ta'sintyp, t?a sin to, ..., t"Lat sin L.

Dusledek 3. Necht
AL, A2,y Al

jsou vsechny jednoduché redlné rizné charakteristické koreny,
)‘kl-i-l? >‘k‘1+2’ s a>\k2

jsou vsechny redlné rizné charakteristicke koreny, které maji ndsobnosti v, 11,7k +2, .-, Tky
(v tomto poradi) a

ak2+1(COS Phy+1 +1sin ka2+1)’ Akp+2 (COS Phy+2 +1sin ka2+2)’ ceey Ak (COS Py +isin ka3)

jsou vsechny komplexni charakteristicke koreny takové, Ze Zadné dva z nich nejsou komplexné
sdruzené a maji ndsobnosti Tky41,Tky+2,- - -, kg (v tomto potadi). Pritom samoziejmé plati

Pak posloupnost definovand vztahem

r;i—1 r;—1 ri—1
ZA i+ Z Z szt])\t + Z Z ngt al costy; + Z Z Dwt]a sin ty;,
i=ki1+1 7=0 i=ko+1 7=0 i=ko+1 7=0

(3.35)

kde A;, Bij, Cij, Dyi; jsou konstanty, je Tesenim linedrni homogenni rovnice (3.26).

Necht existuje charakteristicky kofen, jehoz modul (absolutni hodnota) je vétsi, nez mo-
duly vSech ostatnich charakteristickych kofenti. Takovy charakteristicky koren musi byt redlny
a jednoduchy, muzeme ho tedy oznacit \;. Plati

‘)\1‘ > ‘)\z’ proi=2,3,..., ko, ’)\1’ >a; prot =ko+1,ks +2,...,ks.

Charakteristicky kofen A; s témito vlastnostmi nazveme ryze dominantni. Nyni pro feseni
x(t) rovnice (3.26) definované vztahem (3.35) za predpokladu A; # 0 plati

. x(t) . — zg !
1 =1 1 J
im0 AN oo +ZA1 <)\1> Z Z A1t <)\1> "

i=k1+1 j=0

ks ri—1 Cz‘j (i Ti— Z] ; t .
¢ 2 B G5 e X B (5) ) 1

i=ko+1 7=0

Dostavame tak
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Dusledek 4. Pokud existuje ryze dominantni charakteristicky koren A1 a konstanta Ay v Te-
Sent (3.35) rovnice (3.26) je nenulovd, pak toto tesent je asymptoticky ekvivalentni s geome-
trickou posloupnosti s kvocientem .

Rekneme, Ze charakteristicky kofen je dominantni, pokud jeho modul neni mensi nez
modul jakéhokoliv charakteristického kofene, tj. dominantni charakteristicky kofen m4a maxi-
malni modul. Ozna¢me tento maximalni modul symbolem A.

Necht jsou charakteristické kofeny oznaceny jako v Diisledku 3 a navic plati

A1l > [Aa] > [As] > [Ag] = - > Ay,

‘)\k1+1‘ > ’)‘k1+2’ > 2 ‘Ak2‘7 Akot1 > Afy4-2 Z e 2 Qs -

Polozme
2, A=\, .
Azl max{ze{k2+1,k2+2,...,k3}:ai:A}, A= a1,
lh =<1, A:|)\1|>|)\2|, lp =
ko, A > apyqq.

0, A > |)\1|,

Necht dominantni charakteristické kofeny jsou jednoduché, tj. [Ai;+1| < A a pokud lo > ko
tak max{m ci€{ke+1,ka+2,... ,lz}} = 1. OznaCme

l1 12

y(t) = Z A;(sgn \y)' + Z (Cip costy; + Digsinty;).

i—1 i—kat1
Pak
k1 t ko ri—1 t
x(t) i j i
a v =2 A <K 22 Bt ()
i=l1+1 i=k1+1 j=0
ks ri—1 it ks r;—1 it
] 7 ] 7 .
+ Z Z Cz‘jtj (K) costy; + ‘ Z Z Dz‘jt] (K) sin ;.
i=la+1 _]=0 i=la+1 ]=0

Limita pro ¢t — oo posloupnosti na pravé strané této rovnosti je rovna 0. To — zhruba feceno
— znamena, ze ,pro dostatecné velké ¢ se FeSeni rovnice (3.26) chové jako posloupnost y*“.
Ponévadz pro libovolné ¢ plati nerovnosti

11 l2 ll 12
—00 < —Z\Ai\— Z (ICi0| +[Dio]) < y(t) < oo < —Z | Aq| + Z (ICiol +[Dio]) < oo,
=1 =k t1 =1 =k +1

je
—00 <m = litminfy(t) <limsup = M < o0,
—00

t—o00

pro feseni z(t) rovnice (3.26) definované rovnosti (3.35) plati

mA" < z(t) < MA'
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3.2.4 Rovnice s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou

Uvazujme nehomogenni linearni diferen¢ni rovnici k-tého fadu druhého typu
z(t+k)+ 1zt +k—1)+ - +y2(t+ 1) + v = b(t) (3.36)

a k ni pridruzenou linedrni homogenni rovnici (3.26). Ozna¢me polynomiélni operator posunu
z levé strany operatorové rovnice (3.27) symbolem P*; homogenni rovnici (3.26) tedy miizeme
zapsat ve tvaru

P¥z(t)=0 nebo P*x =0,

a nehomogenni rovnici ve tvaru
PEx(t) = b(t) nebo P¥z =b.

Definice 19. Necht p € P je posloupnost, £y, 51,...,0; € R jsou konstanty takové, Ze
l )

By # 0 # (3, a nechf R” je polynomialni operator posunu, B> = 3 3;- . Rekneme, Ze
=0

operator R* je anihildtor posloupnosti p, pokud

Podle této terminologie je P anihildtorem kazdého feseni homogenni rovnice (3.26).
! ,
Necht existuje anihilator Q* = > Gi .7 posloupnosti b, kterd je na pravé strané ne-
i=0

homogenni rovnice (3.36). To znamend, Ze b je FeSenim néjaké linedrni homogenni rovnice
s konstatntnimi koeficienty, takze podle Dusledku 2 je posloupnost b linedrni kombinaci vy-
razil k', t"k!, costip, sinti), t" costip, t" sintip. Necht dale y je fesenim nehomogenni rovnice
(3.36). Pak plati

Q¥ P¥y =0. (3.37)

To znamena, ze reseni nehomogenni linearni rovnice k-tého radu je soucasné fesenim linearni
rovnice (k + [)-tého fadu.

Necht A1, Ag2,..., Ay, p <k, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Pz =0
a i1, 42, - - -, fg, ¢ < [, jsou charakteristické kofeny homogenni rovnice
Q¥z =0.

Nyni rozlisime dva piipady.

Pripad 1: {1, A2,..., A} N {p1, pe, ..., g} = 0. V tomto pripadé mizeme psat FeSeni
nehomogenni rovnice podle tabulky 3.1. Takové obecné zapsané feseni dosadime do rovnice
(3.36) a vypocitame konstanty C;, Dj.

Pripad 2: {\1, A2, ..., Ap b0 {1, g2, - - g} # 0.V tomto pFipadé nejprve najdeme obecné
feseni homogenni rovnice (3.37) a vynechdme v ném vsechny ¢leny, které se vyskytuji v obec-
ném feseni pridruzené homogenni rovnice (3.26). Tim dostaneme Feseni nehomogenni rovnice
(3.36) s neuréitymi koeficienty, které uréime dosazenim do puvodni rovnice (3.36).
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b(t) tvar FeSeni
a Chal
tm Co+ Cit + Cot®> + -+ + Cppt™
tmat al (Co + Ot + Cot? + - + Cmtm)
sinyt, cos Pt Chsin iyt + Cy cos Yt
a'sinyt, a' cos it at (Cy sint + Cy cos t)
a't™sinit, a't™ cos Pt | a [(Co + Cit + -+ 4+ Cpyt™) sinpt+
+ (Do + D1t + - - - + Dy, t™) cos i)t]

Tabulka 3.1: Tvary feSeni nehomogenni rovnice (3.36) pro rtzné pravé strany b.

3.3 Systémy linearnich rovnic prvniho fadu
Systém k linearnich diferen¢nich rovnic druhého typu (rekurentnich formuli) je tvaru

xl(t + 1) = an(t)xl(t) + alz(t)xg(t) + -+ alk(t)xk(t) + bl(t
$2(7f + 1) =ao (t):ﬂl(t) + CLQQ(f)CEQ(t) + -+ agk(t)xk(t) + bz(t

)

~— —

)

: (3.38)
ea(t+ 1) = i (01(0) + axa(0)22(0) + -+ t)r(0) + 0u(0).
O posloupnostech a;;, b;, 7,5 = 11,2,..., k pfedpokldadame, ze maji vSechny stejny defini¢ni
obor. PTi oznaceni
x1(t) by (t) a11(t) aiz(t) ... ayx(t)
2(t) = 332‘(15) b(t) = bz@ AW = a21‘(t) a22‘(t) CLQk.(t)
2 (t) be(t) aa®) aa®) ... )
mizeme systém (3.38) prepsat ve vektorovém tvaru
xz(t+1)=A(t)x(t) + b(t). (3.39)

Pokud je vektor b v kazdém indexu ¢ nulovy, nazyva se systém (3.38) homogenni, v opac¢ném
pfipadé se nazyva nehomogenni. Je-li kazd4 z posloupnosti a;;, 7,7 = 1,2,..., k, stacionarni,
mluvime o systému s konstantnimi koeficienty.

Podle Tvrzeni 10 je linedrni diferenéni rovnice k-tého fadu (3.13) ekvivalentni se systémem
k linearnich diferenc¢nich rovnic prvniho radu

T 1(t) =2 (1),
xp(t) = —co(t)z1(t) — c1(t)wa(t) — -+ - — cp_1(t) k(L) + b(¢).

Tento systém muzeme opét zapsat ve vektorovém tvaru (3.39), kde maticové posloupnost A
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a vektorova posloupnost v jsou dany vztahy

0
0 1 0 0
0 0 1 0 8
A(t) = : : : . : ) b(t)=] .
0 0 0o ... 1 (:)
—Co(t) —C1 (t) —Cg(t) R —Ckfl(t) b(t)

Priklad: Systém dvou linearnich rovnic.
Uvazujme systém rovnic

CEl(t + 1) = au(t)xl(t) + alg(t)$2(7f) + bl(t),

2o (t + 1) = a1 (£)a1 (£) + azz(t)22(t) + ba(t). (3.40)

Budeme piedpokladat, ze prvni rovnice je skuteéné rovnice pro dvé posloupnosti, tj. ze po-
sloupnost a12 je v kazdém indexu nenulova. Za tohoto predpokladu muzeme provést nasledujici
vypocet.

V prvni rovnici tohoto systému budeme psat index ¢+ 1 misto indexu ¢, potom za xo(t+1)

dosadime pravou stranu druhé rovnice a poté dosadime posloupnost z5(t) vyjadfenou z prvni.
Dostaneme tak

561(75 + 2) = an(t + 1)$1(7§ + 1) + a12(t + 1)$2(t + 1) + bl(t + 1) =
= a11(t + D)oy (t + 1) + ar2(t + 1) (a1 ()21 (t) + aga(t)za(t) + ba(t)) + by (t + 1) =

= an(t + 1)$1(t + 1) + alg(t + 1)&21(t)$1(7f)—|—
1‘1(15 + 1) — au(t)xl(t) — bl(t)
alz(t)

+ a12(t + 1)@22(t) + a12(t + 1)b2(t) + by (t + 1) =

= <a11(t + 1) + %(@2@)) xl(t + 1)+
% (ar2(B)az (1) — apy (H)aza (1)) 1 (£)+
Fone 1) — 20D L Oba() + anslt + Dba(t).
alg(t)

To znamend, Ze prvni slozka FeSeni systému (3.40) spliiuje linearni diferen¢ni rovnici druhého
fadu. Analogicky dostaneme, Ze i druhad slozka Feseni systému (3.40) spliiuje linedrni diferenéni
rovnici druhého fadu

ot +2) = <%an(t) +ag(t+ 1)) ot + 1)+
%(—;1) (a21 (t)alz (t) — an(t)agz (t))xg(t)—i-
+ bz(t + 1) — Manbg(t) —+ a9 (t + 1)[)1 (t)
agl(t)

za predpokladu, ze posloupnost as; je v kazdém indexu nenulové.
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e s vy v

2(t +2) + cra(t + 1) + cox(t) = b(t). (3.41)

Polozime-li z1(t) = x(t) a x2(t) = z(t+1), mizeme tuto rovnici piepsat jako systém linearnich

diferen¢nich rovnic
.%'1(t—|—1): .%'Q(t),
xa(t + 1) = —cow1(t) —cr2(t) +0(1).

Toto pozorovani ukazuje, Ze struktura na mnoziné feseni systému (3.40) a struktura na mno-
7iné FeSeni rovnice (3.40) je stejnd. Zejména tedy mnozina feSeni linedrniho homogenniho
systému dvou rovnic

xl(t + 1) = au(t)xl(t) + a12(t)$2 (t),

.%'Q(t + 1) = azl(t).%'l(t) + agz(t).%'z (t)

takového, ze a12(t) # 0 # a91(t) pro vSechny indexy ¢ € Dom a1, = Dom a9, tvofi vektorovy
prostor dimenze 2.

Uvazujme nyni specilni pfipad systému (3.40), a to homogenni systém s konstantnimi
koeficienty
1‘1(15 + 1) = allml(t) + Oém.%'z(t),

xQ(t + 1) = 0521551(75) + 0122$2(t), (3'42)

nebo ve vektorovém tvaru
x(t+1) = Ax(t),

(71 _ (@11 o2
T = , A= .
<~"32> (Oé21 Oé22>
Podle predchozich vypocti obé slozky tohoto systému spliuji tutéz linearni diferenéni rovnici
prvaniho radu

kde

z12(t+1) = (o1 + ag2) z12(t + 1) — (122 — aiaan) 21 2(1),
kterou miizeme strucnéji zapsat ve tvaru
z12(t+1) — (trA) z12(t + 1) + (det A) 21 2(t) = 0.
7 teseni prikladu na str. 42—-47 nyni zejména plyne:
(i) Je-li [trA| — 1 < det A < 1, pak pro kazdé feSeni systému (3.42) plati
Jim 24(0) = Jim ) = 0

(oba charakteristické kofeny jsou v absolutni hodnoté mensi nez 1).

(ii) Je-li [trA] —1 > det A nebo det A > 1, pak existuje feSeni systému (3.42) takové, ze
tliglo |z1(t)| = 00 mnebo tliglo |z (t)| = 00
(dominantni charakteristicky kofen je v absolutni hodnoté vétsi nez 1).

(iii) Jeli trA>0a1<detA < %(tr A)?, pak obé slozky libovolného Feseni systému (3.42)
jsou ryze monotonni (oba charakteristické kofeny jsou realné a kladné).
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3.4 Nelinearni rovnice transformovatelné na linearni

3.4.1 Ricattiho rovnice

Riccatiho diferen¢ni rovnice zapsana jako explicitni rovnice prvniho typu nebo rekurentni
formule je tvaru

~ p(t)z? +q(t)z + () B
Ax = = () nebo z(t+1)=

Rekurentni formuli mtzeme také upravit na tvar

)
1+ q(t)

(1 +a(®)(®) +r(t)
1—p(t)z(t)

(3.43)

z(t+1) —x(t) = 0. (3.44)

z(t+ 1)x(t) +

1+ q(t)

Riccatiho rovnici fesime pomoci substituce

CAy(t) oyt -yt 1)
p(t)y(t) pty(t)

Dosadime do rekurentni formule (3.43) a postupné upravujeme:

y(t) —yt+1)
sy Y
y(t) —y(t+1)
y(t)
y(t+1) —y(t+2) y(t) —y(t+1)
p()y(t)

p(t+1)y(?)
1) —yferz) = OB Gy (100

Odtud vidime, Ze posloupnost y je feSenim linearni homogenni diferenc¢ni rovnice druhého

x(t) =

st +1) —yr2)  Ta®)

p(t+ Dyt +1)

1—

+7(t)

(1+4q(1))

+ r(t)p(t + 1)> y(t).

radu
1+q(2)
p(t)

p(t) +p(t+1) +q()p(t + 1)
p(t)

y(t+2) —

y(t+1)+ < +7(t)p(t + 1)> y(t) = 0.

3.4.2 Bernoulliova rovnice

Jedné se o rovnici
Az'™ = (a(t) — 1)z' > + b(2),

kterou mutzeme prepsat jako rekurentni formuli ve tvaru
z(t+ 1) = a(®)z () + b(2t). (3.45)

Pritom « # 1 je realné ¢islo. Substituci

Bernoulliova rovnice prejde na nehomogenni linearni rovnici

y(t+ 1) = a(t)y(t) + b(t).
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Pfipad o = 2 (rovnice Riccatiho typu):
Rovnici (3.45) s a = 2

z(t+1)  x(t)
muzeme upravit na tvar
b(t)z(t + 1)x(t) + a(t)z(t + 1) — z(t) = 0. (3.46)
Porovnanim s rovnici (3.44) vidime, ze Riccatiho rovnice s parametry

(t
t

1

r=0, (I(t):@—l, ap(t) =——

=
~—

—~
~—

je rovnici (3.46); Bernoulliova rovnice s a = 2 je vskutku specidlnim piipadem Riccatiho
rovnice. MuZeme ji vSak vyreSit pomoci jednodussi substituce

o(t) = ——. (3.47)

Rovnici mtuzeme také zapsat ve tvaru

2t 1) — at) = = ;(?)(t)x(t) (1 - E(Z)(t)x(w 1)) ,

nebo strucnéji s vyuzitim operatorid posunu a diference

ae= e (1- 1 2057)

Priklad: Logisticka rovnice Evelyny C. Pielou.
Jako rekurentni formule je tato rovnice tvaru

rK
K+ (r—1a(t)’

z(t+1) = z(t) (3.48)
kde r, K jsou kladné konstanty, r > 1. Muzeme ji prepsat jako explicitni diferen¢ni rovnici
prvniho typu

K-z

Az = (r— 1)xm
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nebo s pouzitim operatoru posunu ? ve tvaru

sem v (1-2)

Z téchto vyjadieni je vidét, ze se jedna o rovnici Riccatiho typu (3.46) s a =

Rovnici (3.48) fesime substituci (3.47). Po dosazeni dostaneme

1 K y(t)

y(t+1)  y(t) Ky(t) +r -1

a po upraveé
1 r—1
t+1) = ~y(t) + —,
y(t+1) = —y(t) +
nebo ve tvaru diferen¢ni rovnice prvniho typu
r—1 r—1

Ay = .
y ry+rK

Tato linedrni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koeficienty ma podle vysledkt odstavce

3.1.2 feSeni
(1) = 1 1) /1\"™ Ll (K- wo)r— 10 4 2
= o K r K Kuxg '

kde z¢ = z(tp). Reseni rovnice (3.48) tedy je

KIO
70+ (K —ao)r -0

x(t) =

7 podminky r > 1 plyne, ze tlim r~(t—t0) = 0, takze pro kazdou pocateéni podminku zy # 0
—00

feSeni x spliuje

K
lim z(¢) = lim 0 =K
t—o00 t—oo 1o + (K — xo)r_(t_to)
Pro xg = 0 je feseni x = 0. |

3.4.3 Rovnice z(t + k)" *Oa(t + k — 1) 1O .. p(t + 1) Og ()00 = b(2)

Pfitom 7g,r1, ..., 7 jsou posloupnosti takové, ze ro(t) # 0 # ri(t) pro vSechna ¢ s defini¢niho
oboru. Substituci

z(t) = e*®) (3.49)
tj. z2(t) = Inxz(t) pfevedeme uvazovanou rovnici na tvar

e’k () z(t+k)+rp—1 (@) z(t+E—1)++r1(#)z(t+1)+ro(t)z(t) _ b(t),

a dale na linearni rovnici k-tého radu

’I“k_l(t) 1 (t) ’I“o(t)
2t+k—1)+---+ Z(t+1)+ z(t) = Inb(t).
n® TRV )
Povsimnéme si, ze z transformacniho vztahu (3.49) plyne, ze feseni ptivodni rovnice musi byt
kladné. Uvedeny postup tedy mtizeme pouzit pouze v pripadé, ze pocatecni hodnoty hledané
posloupnosti splnuji podminky

2(t+k)+

:C(to):£ﬂo>0, x(t0+1):£61>0. e x(to—{—kz—l):xk_1>0.
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Piiklad: Logisticka rovnice z(t + 1) = 2z(¢) (1 — z(t)).
Uvazujme pocatecni tlohu pro rekurentni formuli prvniho fadu
z(t+1) =22(t)(1-=z(t)), =z(to) = zo. (3.50)

Tuto tlohu muzeme prepsat jako pocatecéni tlohu pro explicitni diferenéni rovnici prvniho
radu ve tvaru
Az = z(1 — 2z).

Ulohu vyfesime pro poc¢ateéni podminku zg € (0, %) Nejprve zavedeme substituci

y(t) =1—2x(t), tj. =(t)= —(1 — y(t))

Po dosazeni a tpravach postupné dostaneme

1 1
30-s4n) = (@-vo) (1-50-u0)
1 1
5(1 —y(t+1) = B (1-y(®)?)
y(t+1) = y(t)
yt+ 1yt = 1
Dostali jsme tedy rovnici typu uvazovaného v tomto odstavcis k=1, =1, = —2, b= 1.

Substituci z(t) = Iny(t) tato rovnice ptejde na linedrni homogenni rekurentni formuli prvniho
fadu

z2(t+1) = 2z(t).
Je tedy z(t) = z(tg)2"", kde z(t9) = Iny(to) = In (1 — 2z(tp)) = In(1 — 2x0), takze

Iny(t) = z(t) = 270 In(1 — 2x0).

Odtud déle dostaneme y(t) = (1 — 22¢)%" ° a to znamené, Ze feseni tlohy (3.50) je

(1 —(1- 2x0)2t’t°> .

Jesté poznamenejme, ze z podminky 0 < 2y < % plyne 0 < 1 — 2z < 1 a odtud dale plyne

x(t) =

e 1
lim (1 — 2z0)% " = =.
t—o0 2 m

lim z(t) =

t—o00

DN =
N | —

3.4.4 Logisticka rovnice z(t + 1) = 4x(t)(1 — z(t))
Uvazujme pocatecni tlohu pro rekurentni formuli prvniho fadu

z(t) = 4z(t) (1 — z(t)), x(to) = o, (3.51)
kterou muzeme prepsat jako poc¢ateéni tlohu pro diferencéni rovnici prvniho typu ve tvaru

Az = 3z(1 —4z), x(ty) = xo.
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Bude nés zajimat kladné feSeni. Proto se musime omezit na poc¢ateéni podminky z¢ € (0, 1);
jinak by hned z(tp + 1) < 0. Zavedeme substituci

y(t) = arcsin/z(t), tj. x(t) = (siny(t))z.

Dosazenim do pravé strany rovnice (3.51) dostaneme

4(siny(t))2 <1 — (sin(y(t))2) = (2siny(t) cos y(t))2 = (2sin 2y(t))2.
Posloupnost y tedy ma spliiovat rovnici
(sin y(t + 1))2 = (sin 2y(t))2,

neboli siny(t + 1) = £ sin2y(¢). Tato rovnost je splnéna pouze tehdy, kdyz y(t + 1) se lisi od
y(t) o néjaky nasobek m; o sudy nasobek v pfipadé znaménka ,+“, o lichy nésobek v pfipadé
znaménka ,—*“. Dostavame tak nekoneéné mnoho linedrnich nehomogennich rekurentnich
formuli prvniho fadu

y(t+1) =2y(t) + kn, ke

Podle vysledkii odstavce 3.1.2 maji tyto rovnice feseni
y(t) = (y(to) + km)2" "0 — kr = y(tg)2" 0 + (2770 — 1) k.
Pritom y(to) = arcsin,/zg. Plati tedy
siny(t) = sin [y(tp)2" " + (27 — 1) krr| = —sin (y(to)2" ") = —sin (2" " arcsiny/zo) ,

takze feseni tlohy (3.51) je
z(t) = [sin (27" arcsiny/zg) | 2

3.4.5 Rovnice x(t + 1) + a(t)z(t + 1)x(t) + b(t)z(t)> = 0

Tato rovnice ma feseni z = 0. Budeme hledat také reseni nenulovéa. Upravime proto rovnici

(LE(;D) + a(t)im(;(—;)l) +b(t) =0

a dale pravou stranu pfepiseme jako soucin dvou vyrazt

() (2520

(—a(t) +/a(t)? — 4b(t)> o g(t) =+ <—a(t) —Vat)? = 4b(t)> .

1
p(t) =35 5

Odtud vidime, Ze feSeni kazdé z linearnich homogennich diferencnich rovnic prvniho radu

na tvar

kde

x(t+1)=pt)z(t) a z(t+1)=q(t)z(t)

je také fesenim ptivodni rovnice.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice

4.1 Autonomni rovnice prvniho radu

Autonomni diferencni rovnice pruntho 7dadu je takova rovnice, v niz se index posloupnosti ¢
nevyskytuje explicitné. Ve tvaru rekurentni formule ji mtzeme zapsat jako

z(t+1) = f(z(t)), (4.1)

kde f : R — R je takova funkce, ze Im f C Dom f. Pomoci operatoru posunu ¢ muzeme

rovnici (4.1) zapsat jeSté struénéji ve tvaru

Autonomni rovnice tedy mohou modelovat proces, ktery se odehrava v neménnych podmin-
kach. U takovych procesi nezalezi na tom jaky c¢as zvolime za pocatek, podrobnéji:

Tvrzeni 12. Je-li posloupnost & feSenim rovnice (4.1) s pocateéni podminkou Z(tg) = &,
pak posloupnost = definovand vztahem x(t) = Z(t + to) je feSenim rovnice (4.1) s pocate¢ni
podminkou z(0) = &.

Diikaz: Posloupnost x je feSenim rovnice (4.1), nebot
w(t+1) =t +1+1t) =3((t+to) +1) = f(Z(t+1t0) = f(2(2)),
a spliiuje pocateéni podminku x(0) = Z(0 + tg) = Z(to) = &o. O
Bez jmy na obecnosti tedy mizeme rovnici (4.1) uvazovat s pocateéni podminkou
z(0) = &o; (4.2)

pritom musi byt &y € Dom f.
Ulohu (4.1), (4.2) mtiZzeme Fesit tak, Ze postupné pocitame jednotlivé &leny posloupnosti
feseni, tj.
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Posloupnost x je tedy feSenim tlohy (4.1), (4.2) pravé tehdy, kdyz x(t) = f!(&) pro kazdy
index t € N. Z tohoto vyjadieni je vidét, Ze z ohranicenosti funkce f plyne ohranicenost reseni
rovnice (4.1). Podrobnéji:

Tvrzeni 13. Pokud existuje konstanta h € R, resp. H € R, takova, ze h < f(z), resp.
f(x) < H, pro vSechna x € Dom f, pak pro kazdé feSeni x rovnice (4.1) a pro vSechny indexy
t > 0 plati h < x(t), resp. z(t) < H.

O odhadu feseni ulohy (4.1), (4.2) z jiného pohledu vypovida nésledujici

Tvrzeni 14. Jestlize existuje ¢islo ¢ > 0 takové, ze pro vSechna £ € Dom f plati

f(§) <4, resp. f(§) = ¢S,
pak feseni ulohy (4.1), (4.2) spliiuje nerovnost
a(t) < &g’y resp. z(t) > &g’

pro kazdy index ¢t € N.

Dikaz: Necht f(€) < ¢€ pro kazdé £ € Dom f a x je FeSeni tlohy (4.1), (4.2). Pfipustme, Ze
existuje index ¢ posloupnosti x takovy, Ze z(t) > &oq'. Polozme

t1 =min{t € N: z(t) > &q'} .
Pak x(t1) > &oq't a x(t; — 1) < &gt L. Z predpokladu nyni dostaneme
€0 < a(tr) = f(x(t1 — 1)) < qu(ts — 1) < &og",

COZ je Spor. ]

4.1.1 Rovnovazné body a jejich stabilita

Definice 20. Mnozina bodt 7 () = {f™(&0) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &.

Trajektorie bodu &y je mnozinou ¢lent feseni ulohy (4.1), (4.2).

Definice 21. Rekneme, ze bod z* € Dom f je rovnovdzny (staciondrni) bod rovnice (4.1),
pokud je pevnym bodem funkce f, tj. pokud plati f(z*) = x*.

Bod z* je rovnovaznym bodem rovnice (4.1) pravé tehdy, kdyz staciondrni posloupnost
x = z* je feSenim této rovnice. To nastava pravé tehdy, kdyz =* je prvni souradnici pruseciku
grafu funkce f a osy prvniho a tfetiho kvadrantu, tj. pfimky o rovnici y = x.

Trajektorie rovnovazného bodu z* je jednoprvkovd, 7 (z*) = {«*}.

Definice 22. Rekneme, 7e rovnovazny bod z* rovnice (4.1) je dosazitelny z bodu ¢ € Dom f,
pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze f7(¢) = z* a f7 (&) # 2*.
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Je-li rovnovazny bod x* dosazitelny z néjakého bodu £ # z*, pak funkce f neni prosta.

Priklad: UvaZzujme rovnici
ot +1) = T (x(t)),

kde funkce T je definovana vztahem

2z, 0<z
T(x) = )
2—2.%', QSm

A A
o

Plati 7'(0) = 0, T(%) =2- 2% = %, takze 0 a % jsou rovnovazné body uvazované rovnice.
Déle1 )

r( Lyt ety L (VD)2
3.20)  3.2n 1 3.2n ) 3.2nm2 Y 3.2n) 3 2n) 3

To znamena, ze rovnovazny bod % je dosazitelny z kazdého bodu tvaru

. |
32"

Definice 23. Necht z* je rovnovazny bod rovnice (4.1) a posloupnost x je FeSenim ulohy
(4.1), (4.2). Rekneme, Ze rovnovazny bod z* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti |{y — z*| < J plyne
nerovnost |x(t) — x2*| < € pro vSechna t > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje n > 0 takové, ze z nerovnosti [{g—z*| < 1 plyne rovnost
tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, fekneme, ze x* je globdlné atrahujici;
— 00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globalné asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;
repelentni (odpuzujici), pokud existuje € > 0 takové, Ze z nerovnosti {y # x* plyne, Ze existuje
index posloupnosti ¢y takovy, ze |x(t) — z*| > € pro vSechny indexy t > .

Poznamenejme, ze je-li rovnovazny bod z* rovnice (4.1) repelentni, pak je nestabilni.
Obracené tvrzeni neplati. Od nestabilniho rovnovazného bodu z* se FeSeni x rovnice (4.1)
v jistém case (indexu) t; vzdali, ale v néjakém dalsim case to > t; se k nému miize opét
priblizit.

Priklad: Lineérni rovnice

z(t+1)=ax(t)+

s pocateéni podminkou z(0) = &y mé podle vysledki uvedenych v 3.1.2 feSeni

x(t) = (50 - i) atr 9

a—1 1—«

Pro jediny rovnovazny bod z* = uvazované rovnice plati:

1l -«
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e je-li |a| > 1, pak z* je repelentni;
e je-li |a| =1, pak z* je stabilni ale nikoliv atrahujici;

e je-li |a| < 1, pak z* je globalné asymptoticky stabilni; je-li pfitom navic o = 0, pak z*
je dosazitelny z jakéhokoliv bodu & € R, £ # z*.

Budeme vysetfovat chovani feseni rovnice (4.1) v okoli rovnovazného bodu z*. Odchylku
feSeni x od rovnovazného stavu z* definujeme jako posloupnost y danou vztahem

y(t) = x(t) — x™.

Z Taylorovy véty plyne, Ze ke kazdému indexu t existuje ¢islo ¥(t) z intervalu [0, 1] takové, ze

y(t+1) =az(t+1) —2* = f(2(t) — f(z¥) =
= F@)(@t) ~ a) + 51" (27 + 90 () — 27) ) (1) — 7°)” =
= Fae) + 5 (" + )

Pokud je odchylka y(t) ,mala“, ,vyrazné mensi nez 1“, pak je jeji druhd mocnina y(t)? ,,jesté
mensi®, ,skoro nulova“. Na zakladé této iivahy zanedbame v posledni rovnost posledni s¢itanec
a dostaneme, ze odchylka y(t) od rovnovdzného stavu piiblizné spliiuje linedrni homogenni
diferenc¢ni rovnici

y(t+1) = f'(=")y(t).

Pokud tedy |f’(z*)| < 1, pak malad odchylka se bude s rostoucim indexem ¢ zmensovat, az
vymizi. Lze tedy ocekéavat, ze v piipadé |f’(z*)| < 1 bude rovnovazny bod z* asymptoticky
stabilni. Pokud naopak |f’(z*)] > 1, mald odchylka se bude s rostoucim t zvétsSovat, az
prestane byt malou. V tomto pripadé lze ocekavat, ze rovnovazny bod z* je nestabilni. Z této
tvahy ovSem neplyne, Ze by v pfipadé |f/(z*)| > 1 byl rovnovazny bod z* repelentni. Odchylka
se miize zvétsit a poté znovu zmensit na hodnotu mensi, nez predem dand hranice €.

Uvedené zavéry jsou presné vyjadieny a rozSifeny i na ptipad |f/(z*)| = 1 ve Vété 4.1.1.
Pro jeji formulaci vsak potifebujeme zavést jesté jeden pojem.

Poznamka 10. Schwarzova derivace funkce f je definovana vztahem

WONEYION
1@ =Ty 2 <f’(w)> |

Zejména v piipadé f/(x) = —1 plati

2 (@)

Sf(@) = —"(x) ~

Véta 20. Nechl z* je rovnovdiny bod rovnice (4.1) a funkce f je spojité diferencovatelnd
v bod€ x*. Pak plati:

(i) Je-li |f'(z*)| > 1, pak x* je nestabiln.
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(i1) Je-li |f'(z*)| < 1, pak x* je asymptoticky stabilni.

(i13) Je-li f'(x*) =1 a funkce f je v bodé x* dvakrdt spojité diferencovatelnd, pak:
(a) je-li f""(x*) #0, pak z* je nestabilni.
(b) je-li f"(x*) =0 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak

() je-li f"(x*) > 0, pak x* je nestabilni,
(B) je-li f""(x*) <0, pak z* je asymptoticky stabilni.

(iv) Je-li f'(x*) = —1 a funkce f je v bodé x* trikrdt spojité diferencovatelnd, pak

(a) je-li Sf(z*) > 0, pak z* je nestabilnt,
(b) je-li Sf(x*) <0, pak x* je asymptoticky stabilni.

f'(z*)| > 1. Polozme v = 3 (|f/(z*)] — 1) > 0. Ponévadz funkce f’ je spojita
v bode x*, je v tomto bodé spojita i jeji absolutni hodnota a tedy existuje € > 0 takové, ze
pro kazdé € € (z* —e,2* +¢) je

1F1E] > @] =~

Polozme ¢ = inf {|f/(§)| : —e < & — 2™ < e}. Pak

(|f’($*)‘ + 1) > 1.

DN | =

> ') - =

Necht nyni 0 < |{p — z*| < € a x je feSenim ulohy (4.1), (4.2). Ozna¢me y(t) = |z(t) — 2*| a
pripustme, Ze y(t) < € pro vSechna ¢t € N. Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje
¥ =9(t) € (0,1) takové, ze

y(t+1):|x(t—|—1)—x*|:‘f( — f(z* | | ¥+ (" — x(t)) )( )‘
!f ¥+ (" —x(t )Hx —x]>q]m() x*\:qy(t).

Podle Tvrzeni 14 je y(t) > ¢'y(0) = ¢* |§o — 2*|, coZ znamen4, Ze tlim y(t) = oo. Proto nemuze
— 00

byt y(t) < € pro vSechny indexy t € N. Existuje tedy index ¢, ze |x(t) — z*| > €, tj. rovnovazny
bod z* je nestabilni. Tvrzeni (i) je dokdzano.
Pii ditkazu tvrzeni (i) postupujeme analogicky. V ptipadé |f'(2*)] < 1 klademe

11—{f 9]) >0

\V)

a pro & z okoli rovnovazného bodu z* je

O < |f' @) +v <1
Zbyvajici ¢ast dikazu snad dopisu v dohledné dobé. O

Definice 24. Rekneme, Ze rovnovazny bod x* rovnice (4.1) je hyperbolickyj, pokud

|f/(@")] # 1.
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4.1.2 Cykly

Definice 25. Necht b € Dom f, k € N, k > 1.

Rekneme, Ze b je p-periodicky bod rovnice (4.1), pokud fP(b) = b. V takovém piipadé se
trajektorie 7 (b) = {b, f(b), f2(b),..., fP~1(b)} nazyva cyklus délky p (p-cyklus).

Rekneme, ze p-periodicky bod je dosaZitelny z bodu b, pokud existuje m € N, m > 1
takové, ze f™(b) je p-periodicky bod.

Bod b € Dom f je p-periodickym bodem rovnice (4.1) pravé tehdy, kdyz je rovnovaznym
bodem rovnice

z(t+1) = fP(z(t)). (4.3)
Definice 26. Rekneme, 7e p-cyklus 7 (b) rovnice (4.1) je
stabilni, pokud b je stabilni rovnovazny bod rovnice (4.3);
asymptoticky stabilni, pokud b je asymptoticky stabilni rovnovazny bod rovnice (4.3);

nestabilng, pokud b je nestabilni rovnovazny bod rovnice (4.3).

Véta 21. Necht T(b) = {b, f(b), f(f(b)),..., f*71(b)} = {=(0),2(1),z(2),...,z(k — 1)} je
p-cyklus rovnice (4.1).

Je-li | f'(x(0)) f/(z(1)) f'(x(2) -+ f'(x(p — 1))| < 1, pak je T (b) asymptoticky stabilni.
Je-li | f'(x(0)) f/ (z(1)) f'(x(2)) -+ f'(x(p — 1))| > 1, pak je T (b) nestabilni.

Dikaz: Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(fP) (6) = /(271 0) (fP7) (o) = £ (z(p — 1)) F/(f772(0)) (F772) (0) =
= f(z(p— 1) f' (z0—2) F (£2®) (f73) ) = -
o= falp = 1) f(2(p—2)) f (x(p—3)) - f/(2(1)) f'(2(0)).

Tvrzeni jsou nyni dtsledkem Véty 4.1.1. O

4.1.3 Autonomni rovnice zavislé na parametru

Nechf nyni f: Q@ x A — R, kde Q C R, A C R, je funkce dvou proménnych takovd, Ze pro
kazdé p € A a kazdé x € Q plati f(z,u) € Q. Pro pevné zvolené p € A mtzeme funkci f
chapat jako funkci jedné proménné = a p povazovat za parametr. Tuto funkei jedné proménné
budeme znacit f(-,u).

Uvazujme rekurentni formuli

z(t+1) = f(zt),p). (4.4)

Rekneme, e pfi hodnoté parametru p = po dochéazi k bifurkaci, pokud existuje € > 0 takové,
ze pro pu € (uo — €) je TeSeni rovnice (4.4) ,kvalitativné odlisné“ od feSeni této rovnice pro
1t € (po, fto + €).
Priklad: Rovnice
z(t+1) = pz(t)(1—z(t))
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ma rovnovazny bod z] = 0. Vysetiime jeho stabilitu:

fl@)=px(l—x), fl(z)=pd-22), f(0)=npn,

tedy |f'(0)] < 1 pro u(—1,1) a |[f'(0)] > 1 pro u(1,3). Pii hodnoté u = 0 tedy dochazi
k bifurkaci: rovnice méa stabilni rovnovazny bod 0 pro hodnoty parametru u v levém okoli pg
a ma nestabilni rovnovazny bod 0 pro hodnoty parametru pu v pravém okoli . |

Konstrukce bifurkacniho diagramu:

1. Specifikujeme hodnoty p1, po, . .., as parametru p. Zvolime ¢as 7, ktery budeme pova-
zovat za dobu, béhem niz se ,,chovani feseni ustali“, a maximalni ¢as T

2. Polozime i = 1.
3. Polozime p = p; a zvolime &y € Dom f( -, p).

4. Najdeme FeSeni rovnice (4.4) s pocateéni podminkou z(0) = &y pro indexy t < T, tj.
najdeme mnozinu {§y = z(0), z(1), z(2),...,z(T)}.

5. Zakreslime mnozinu bodt {(,ui, x(T + 1)), (ui, x(r + 2)), e (ui, x(T)) }

6. Pokud ¢ < M, zvétsime ¢ o jedna a vratime se k bodu 3.

4.2 Grafické feSeni

Uvazujme nelinearni diferenéni rovnici (rekurentni formuli) prvniho fadu ve tvaru

z(t+1)= f(x(t))

s po¢ateéni podminkou z(0) = xg. Rovnici lze chépat také jako zdpis zobrazeni, které redlné
hodnoté z(t) pfitadi hodnotu z(t + 1), tj. jako redlnou funkci jedné realné proménné. Toto
zobrazeni lze znazornit v soufadné roviné — na vodorovnou osu nanasime hodnoty z(t), na
svislou hodnoty x(¢t + 1). Nakreslime tedy graf funkce f a pro danou hodnotu xy na ném
najdeme hodnotu z(1).

Stejnym zptsobem chceme najit hodnotu x(2) pomoci hodnoty z(1). Hodnotu z(1) tedy
pfeneseme na vodorovnou osu; to muzeme udélat tak, ze sestrojime vodorovnou tusecku ve
vysce x(1) (,,vySkou* rozumim, Ze pfimka incidentni s touto tseckou prochazi bodem (0, x(l))
na svislé ose) a najdeme jeji prisecik s osou prvniho kvadrantu, tedy bod (z(1),z(1)). Nyni
prusecik svislé primky prochéazejici timto bodem a grafu funkce f méa druhou souradnici rovnu
hledané hodnoté z(2) = f(z(1)).

Pii hledani hodnoty z(2) FeSeni uvazované diferenc¢ni rovnice tedy sestrojime vodorovnou
tsecku s krajnimi body (zo,2(1)) a (2(1),2(1)), poté usecku s krajnimi body (z(1),z(1)) a
(x(l), m(2)) Timto zpisobem muZeme pokracovat a postupné nachézet (konstruovat) jednot-
livé ¢leny posloupnosti, ktera fesi danou diferencni rovnici. V zavislosti na tvaru grafu funkce
f, tsecky konstruované popsanym zpusobem vytvaii ,schody“, obr. 1, (odtud pouzivany na-
zev ,stair step diagram“) nebo ,pavucinu® (,codweb diagram®), obr. 2—4.

Pokud je funkce f konkavni, ma nejvyse dva pevné body. To znamena, ze existuji nejvyse
dvé hodnoty z* takové, ze f(z*) = z*. Tyto body jsou soufadnicemi prisecikii grafu funkce f
a osy prvniho kvadrantu. Na diagramech konstruovanych popsanym zptisobem je dobte vidét,
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za jakych podminek (tj. pii jakém tvaru funkce f) se feSeni uvazované diferenc¢ni rovnice od
stacionarniho bodu vzdaluje nebo se k nému priblizuje.

Codweb Solution
(9\] (9\]
“ 7 “ 7
o0 o0
o | = o |
| 3 |
< <
o o
e ‘ e
o 1§ o |
© T T T T T T 1 © | | | |
0.0 04 0.8 1.2 0 5 10 15 20
X(t) t

K< D 1> I [ =t +]
Obr. 1. Tlustrace Feseni diferenéni rovnice x(t + 1) = x(t)1,5'"21), V levé Gésti obrazku

je ,schodovitd procedura® konstrukce feseni, v pravé ¢asti obrazku je vysledné feseni rovnice
zobrazené jako hodnoty zavislé na case.

Procedura fesSeni diferencni rovnice je na obréazcich ilustrovana pro funkci f danou pied-
pisem
f(z) = azrt==,

coz je znamy Rickertiv model vyvoje velikosti populace s neprekryvajicimi se generacemi,
pricemz kapacitu prostfedi povazujeme za jednotkovou. V zavislosti na velikosti rtistového
koeficientu r mutze FeSeni monotonné konvergovat k pevnému bodu z* = 1 (na obr. 1 pro
r = 1,5), konvergovat k nému s tlumenymi oscilacemi (na obr. 2 pro r = 6), periodicky kolem
ného kolisat (na obr. 3 pro r = 14 je perioda rovna 4), nebo kolem ného kolisat nepravidelné,
chaoticky (na obr. 4 pro r = 50).
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Codweb Solution
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Obr. 2. Tlustrace feseni diferencéni rovnice z(t + 1) = z(t)6!7*®). V levé &asti obrazku je
,pavucinova procedura® konstrukce feseni, v pravé ¢asti obrazku je vysledné feSeni rovnice
zobrazené jako hodnoty zavislé na case.
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Codweb Solution
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Obr. 3. Tlustrace feeni diferenéni rovnice x(t + 1) = z(t)1421) . V levé ¢asti obrazku je

,pavucinova procedura® konstrukce feseni, v pravé ¢asti obrazku je vysledné feSeni rovnice
zobrazené jako hodnoty zavislé na case.
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Codweb Solution
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N x N
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Obr. 4. Tlustrace feeni diferenéni rovnice z(t + 1) = z(t)50* %", V levé ¢asti obrazku je

,pavucinova procedura® konstrukce feseni, v pravé ¢asti obrazku je vysledné feSeni rovnice
zobrazené jako hodnoty zavislé na cCase.

4.3 Autonomni systémy

Autonomni systém k diferencnich rovnic (rekurentnich formuli) pruniho Tddu je systém, ve
kterém se index posloupnosti ¢ nevyskytuje explicitné. Jako systém rekurentnich formuli ho
muizeme zapsat ve tvaru

(4.5)

O funkcich f; : RF - R, i =1,2,...,k, pfedpokladame, Ze vSechny maji stejny defini¢ni obor

Q, ktery zobrazuji do sebe, tj. Im f; C Dom f; = €. Spole¢ny defini¢ni obor 2 funkci f; se
nazyva stavovy nebo fdzovy prostor. PTi oznaceni

1 fi
T2 f2

Ty fr
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muzeme systém (4.5) zapsat ve vektorovém tvaru

z(t+1) = f(x(t)), (4.6)

nebo strucnéji

7 tohoto vyjadreni vidime, ze autonomni systém je bezprostfednim zobecnénim autonomni
rovnice (4.1). Formalné stejné jako Tvrzeni 12 muzeme ukazat, Ze nezalezi na volbé pocatec-
niho ¢asu tg. Poc¢ateéni podminku pro systém (4.5), resp. (4.6), budeme uvazovat ve tvaru

21(0) = &o1, 2(0) = &o2, .., 4(0) = &og, (4.7)

resp.
z(0) = o. (4.8)

Reseni tilohy (4.6), (4.8) je podobné jako v oddilu 4.1 dano vyrazy
z(t) = f'(&))-
Pro autonomni systémy zavadime pojmy analogické, jako pro autonomni rovnice:

Definice 27. Mnozina bodt 7 (&) = {f"(&o) : n € N} se nazyva (pozitivni) trajektorie bodu
&o nebo orbita bodu &y (vzhledem k rovnici (4.6)).

Necht S C Q. Mnozina 7 (S) = |J 7 (x) se nazyva trajektorie (orbita) mnoziny S.
zes

Definice 28. Rekneme, 7e bod x* € Dom f je rovnovding (staciondrni) bod rovnice (4.6),
pokud je pevnym bodem zobrazeni f, tj. pokud plati f(x*) = x*.

Trajektorie rovnovazného bodu x* je jednoprvkova, 7 (x*) = {x*}.

Definice 29. Rekneme, Ze rovnovazny bod z* rovnice (4.1) je dosaZitelny z bodu & € Dom f,
pokud existuje kladné ¢islo r € N takové, ze f'(€) = ™ a f"fl(f) # x*.

Definice 30. Necht x* je rovnovazny bod rovnice (4.6) a vektorova posloupnost « je feSenim
tilohy (4.6), (4.8). Rekneme, 7e rovnovazny bod x* je

stabilni, pokud ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze z nerovnosti ||o — *|| < 0 plyne
nerovnost ||x(t) — x*|| < € pro vSechna ¢ > 0;

atrahugici (pritazlivy), pokud existuje > 0 takové, ze z nerovnosti ||€g — x*|| < 7 plyne
rovnost tlim x(t) = x*; je-li navic n = oo, Fekneme, ze * je globdlné atrahugict;
—00

asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a atrahujici; je-li * navic globalné atrahujici, fek-
neme, ze rovnovazny bod x* je globdlné asymptoticky stabilni;

nestabilni, pokud neni stabilni;

repelentni (odpuzujict), pokud existuje e > 0 takové, Ze z nerovnosti &g # x™* plyne existence
indexu t¢ posloupnosti @ takového, ze ||x(t) — x™|| > € pro vSechny indexy ¢ > ty.
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Necht «* = f(x*) je rovnovazny bod rovnice (4.6). Jeho stabilitu budeme vySetfovat
pomoci vyvoje odchylky y(t) = x(t) — «*. Podle Taylorovy véty pro libovolné i € {1,2,... k}
plati

(t+1) =x(t + 1) —af = fi(wr(t), z2(t), ..., 2x(t)) = fila], 25, ,2}) =
: Olila") |2
= Ji(@®) — fil@*) = > FEL (@;0) — a3) + 0 (Jla(t) - 2*|?) =
J=1 /
=3 2+ 0 (o)
j=1 J
P1i oznaceni af (9f P f
1 1 1
Of2 02 Of2
7(33) 7(5'3) 7(33)
(@)= |0 o
Of Of Of
Fra N GRS amk( )

prepiseme piedchozi rovnost ve tvaru

y(t+1) = I(F@)y®) + 0 (ly®IP) -

7 tohoto vyjadfeni usuzujeme, ze odchylka od rovnovazného stavy x* se ,priblizné vyviji“
podle linearni homogenni rovnice

y(t+1) = J(f(="))y(1).

Priklad: Dvojrozmérny autonomni systém Uvazujme systém

w(t+1)= f(x(t), y(t),
y(t+1)=g(a(t),y(t))- (4.9)

Soufadnice rovnovazného bodu (z*,y*) jsou FeSenim soustavy dvou rovnic

r=f(z,y), y=g(z,79).

Necht (z*,y*) je rovnovaznym bodem rovnice (4.9) a
of of . .

J(@*,y") =

Ze zéavéru prikladu na str. 53-54 mizeme nyni usoudit, ze plati tvrzeni:
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(i) Je-li [trd(z*,y*)| — 1 < det J(z*,y*) < 1, pak rovnovazny bod (x*,y*) rovnice (4.9) je
asymptoticky stabilni.

(i) Je-li [trJ(z*,y*)|—1 > det J(z*, y*) nebo det J(z*,y*) > 1, pak rovnovazny bod (z*, y*)
rovnice (4.9) je nestabilni.

(iii) Je-li (z*,y*) asymptoticky stabilni, tr J(z*,y*) > 0al < det J(z*, y*) < 1 (tr J(z*, )

pak obé slozky feSeni systému (4.9) konvergujiciho k rovnovaznému bodu (z*,y*) jsou
od jistého indexu pocinaje ryze monotonni.

Rovnovazny bod ax* systému (4.6) je charakteristicky tim, Ze jeho trajektorie je jedno-
prvkovéa a obsahuje pravé tento bod, 7 (x*) = {x*}. Této vlastnosti vyuzijeme k zavedeni
obecnéjsich pojmi.

Definice 31. Mnozina S C ) se nazyva invariantni mnozina rovnice (4.6), pokud 7 (S) C S.
Mnozina S C ) se nazyva minimdlni invariantni mnozina rovnice (4.6), pokud pro kazdou
vlastni podmnozinu () invariantni mnoziny S plati, ze () neni invariantni.

Mnozina S C Q je maximdlni invariantni mnozinou rovnice (4.6) pravé tehdy, kdyz ke
kazdé mnozing @@ C S takové, ze @ C S a S\ Q # 0, a ke kazdému bodu x € S existuje
ptirozené ¢islo n, ze f"(x) € S\ Q. To je dale ekvivalentni s tim, ze S = 7(5).

Definice 32 (Typy invariantnich mnozin). Minimélni invariantni mnozina S C € rovnice
(4.6) se nazyva:

rovnovazny (staciondrni) bod, pokud mnozina S je jednoprvkva;

cyklus délky p (p-cyklus), pokud mnozina S je p-prvkova (pfitom p je kladné celé ¢islo);
invariantni smycka, pokud mnozina S je uzaviena spojita kiivka v R¥;

podivnd, pokud neni zadného z predchozich typi.

Poznamenejme, ze okolim mnoziny A ve stavovém prostoru 2 rozumime mnozinu V', ktera
je oteviena v relativni topologii prostoru €2 a pro kterou plati S C V.

Definice 33. Minimalni invariantni mnozina S C € rovnice (4.6) se nazyva:
stabilni, pokud ke kazdému okoli V mnoziny S existuje okoli U mnoziny S tak, ze 7(U) C V;

atraktor, pokud existuje mnozina U C ) takova, ze
tlir& (mf{Hft(ﬁ) — scH cx eS8 EcU}) =0,

mnozina U se v takovém piipadé nazyva obor atraktoru S; pokud vlastnost mnoziny U
ma cely stavovy prostor €2, atraktor S se nazyva globdlni;

repelor, pokud existuje € > 0 a okoli U mnoziny S takové, ze

Jlim (inf {[[f'(§) — || : z€ S.£€U}) >



Kapitola 5

Aplikace

5.1 Raist populace

5.1.1 Fibonacciovi kralici a jejich modifikace

Leonardo Pisansky, znaméjsi jako Fibonacci, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a
zemrel roku 1250. Vzdélani ziskal v severni Africe, kde jeho otec Guilielmo Bonacci pusobil
jako diplomat. Svoje védomosti sepsal do knihy Liber abaci. Toto dilo publikované roku 1202
mé hlavni zasluhu na tom, ze v Evropé byl pfijat pozi¢ni systém zapisu ¢isel (pomoci indickych
symbolt, kterym dnes fikdme arabské ¢islice). Ve tfeti ¢asti knihy Fibonacci zformuloval a
fesil tlohu:

Kdosi umistil par kralik@i na uréitém misté, se vSech stran ohrazeném zdi, aby
poznal, kolik part kraliki se pfi tom zrodi pribéhem roku, jestlize u kralik je
tomu tak, ze par kraliki privede na svét mésicné jeden par a ze kralici pocinaji
rodit ve dvou mésicich svého véku.!

Tuto Glohu a jeji feseni lze povazovat za jeden z prvnich matematickych modeld ristu popu-
lace. Budeme ji Tesit s pouzitim soucasné symboliky.

Ze zadani ulohy plyne, ze kraliky muzeme rozdélit do dvou kategorii (tfid) — na ty, ktefi
jsou mladsi nez dva meésice a tedy dosud ,nerodi“ potomky, a na ty staré aspon dva mésice a
tedy plodné. Oznaéme x(t), resp. y(t), pocet para juvenilnich (mladych, dosud neplodnych),
resp. dospélych (plodnych), kraliki v ¢-tém mésici. Z ponékud vagniho Fibonacciova popisu
vSak neni jasné, co presné ma vyjadirovat ,,pocet part kralikti v £-tém mésici“. Budeme si tedy
predstavovat, ze kazdy mésic v uréeny den probéhne séitani kralikt, kterym ziskdme hodnoty
x(t) a y(t). Nyni je potfeba vyjasnit, kdy se nové péary rodi. Jedna z moznosti je, ze také
k porodim dochézi uréity den v mésici. Abychom tvahy dale zjednodusili (a zreprodukovali
Fibonaccitv vysledek) budeme ptredpokladat, Ze kralici se rodi prvni den a jejich s¢itani
provadime posledni den mésice. Pii s¢itani maji tedy novorozeni krélici vék jiz jeden mésic.
Pri s¢itani nasledujiciho mésice maji tito kralici jiz vék dva meésice a patii tedy mezi plodné.
Ponévadz par plodnych kralika ,zrodi“ (tj. zplodi a porodi) jeden par mladych, bude pocet
part mladych v ¢-tém meésici stejny jako pocet part plodnych v mésici predchozim,

z(t) =y(t —1). (5.1)

tPteklad E. Cecha. Citovano dle J. Bedvaf a kol., Matematika ve stiedovéké Evropé. Praha: Prometheus
2001, str. 277.

75
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5 6 7 8 9 10 11 12

mésic t 4
3 5 8 13 21 34 55 89 144
5
8

pocet juvenilnich para x(t)
pocet plodnych para  y(t)
celkovy pocet parat  z(t)

8§ 13 21 34 55 89 144 233
13 21 34 55 89 144 233 377

|~ oo
e
WIN | DN
O W DN W

Tabulka 5.1: Reseni Fibonacciovy tilohy o krélicich za pfedpokladu, Ze k rozeni dochézi na
zaCatku mésice, pocty zjistujeme na konci mésice, tj. pouzivame model (5.3).

Kralici jsou na misté ohrazeném zdi. Tomu miiZzeme rozumét tak, Ze jsou chranéni pred pre-
datory a tedy neumiraji, a také, ze nemohou nikam utéci. Proto bude pocet plodnych v ¢-tém
meésici roven jejich poc¢tu v predchozim meésici zvétSenému o pocet mladych, ktefi se v pred-
chozim meésici narodili a béhem mésice dospéli,

y(t) =yt —1)+x(t—1). (5.2)

Rovnice (5.1) a (5.2) muZeme povazovat za model riustu populace kraliki; jeji aktualni velikost
pocitame z velikosti v minulosti. Pfi matematickém modelovani néjakych procesi je ovsem
obvyklé usuzovat na budoucnost z pfitomnosti. V rovnicich (5.1) a (5.2) budeme psat ¢t + 1
misto t, rovnice tedy piepiseme do tvaru

x(t+1) y(t),
y(t+1)=a(t) + y(t) 53)

Meésic, ve kterém ,kdosi umistil par kralikti na urcitém misté“, budeme povazovat za nulty,
onen ,umistény par“ za dospélé. Mame tedy pocateéni podminku x(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiz mtizeme postupné pocitat poéty z(t) a y(t) pro libovolné t = 1,2,3,... a z nich celkovy
pocet paru z(t) = z(t) + y(t). Vypocet je shrnut v tabulce 5.1. Vysledek 377 part odpovida
vysledku v Liber abaci.”

kdykoliv, ale opét je scitdme v uréity den mésice. Pti s¢itani tedy mohou mit novorozenci,
tj. kralici narozeni od piedchoziho séitani, vék z intervalu [0,1) a starsi, ale dosud neplodni
kralici vék z intervalu [1,2). Pii této interpretaci rozdélime tfidu juvenilnich pard na dvé a
oznacime xo(t) pocet novorozenych paru a x1(t) pocet neplodnych part véku alespon jeden
mésic, ale méné nez dva mésice. Ponévadz novorozenci jsou bezprostiednimi potomky plod-
nych pari, mladi jsou ti, kteri se v pfedchozim meésici narodili, a pocet plodnych je poctem
plodnych z pfedchoziho mésice zvétsenym o pocet mladych, ktefi dosdhli véku aspon dva
meésice, dostaneme model

zo(t+1)= y(t)
CEl(t + 1) == xo(t) (54)
yt+1)= 21 () +y(0)-

Pii pocatecnich podminkach zo(0) = 0, z1(0) = 0, y(0) = 1 a oznaceni celkového poctu
pari jako z(t) = xo(t) + x1(t) + y(t), dostaneme pocty kraliki, jak je uvedeno v tabulce 5.2.
Vysledny pocet para kralikid za rok je pii této interpretaci témér tiikrat mensi, nez ptvodni
Fibonaccitiv vysledek.

2To nemusi znamenat, 7e by si Fibonacci skuteéné predstavoval rozeni na zacatku mésice a s¢itani na jeho
konci. Pravdépodobnéjsi je, Ze si neumél predstavit nulovy vék a proto jeho novorozenci méli hned vék 1 a v
nasledujicim meésici tak byli dvoumési¢éni a tedy jiz plodni.



5.1. RUST POPULACE 7

~+

mésic

7T 8 9 10 11 12
6 9 13 19 28 41
4 6 9 13 19 28
9 13 19 28 41 60
13 19 28 41 60 88 129

YW RO

pocet plodnych part y(t

== o olo
| = O ==
Wl Rk N
BN = =W
DD W = N
O = DN W ot

(
pocet neplodnych para x4 (
(
(

celkovy pocet paru z(t

Tabulka 5.2: ReSeni Fibonacciovy alohy o krélicich za predpokladu, ze k rozeni dochazi kdy-
koliv v prubéhu mésice a kraliky sc¢itdme v pevné urceny den meésice, tj. pouzivame model

(5.4).

Prvnim obecnym poucenim tedy muze byt to, Ze sestaveni modelu rustu populace je
potiebné vénovat pozornost, presné formulovat a zduvodnit predpoklady, za kterych je model
sestaven. Rizné modely téhoz procesu mohou totiz davat rizné vysledky.

Vratme se jesté k Fibonnaciovu modelu (5.3). V rovnicich budeme psat ¢ + 1 misto ¢ a
rovnice secteme. Dostaneme tak

z(t+2) +yt+2) =x(t+ 1) +yt+1)+yt+1) =zt +1) +y(t+1)+z) +y@)

Oznacime-li stejné jako v tabulce 5.3 symbolem z(t) = z(t) + y(t) celkovy pocet kralika
v t-tém mésici, dostaneme pro vyvoj tohoto poctu rekurentni formuli druhého radu

2(t+2) = 2(t+1) + 2(t). (5.5)

Pro jeji rozbor vyuzijeme teorii linearnich homogennich diferen¢nich rovnic vyssiho radu s
konstantnimi koeficienty 3.2.3. Charakteristickd rovnice pfislusné k diferenéni rovnici (5.3)je
tvaru

M_A-1=0
a jeji koreny jsou

Ao = % (1+v5).

To znamend, Ze FeSeni rovnice (5.5) s pocatenimi podminkami

je rovno

z(t)

10 2 10 2

5435 <1+\/5>t+5—3\/5 <1—\/5>t

Toto feseni odpovida puvodnimu Fibonacciovu feseni, které je uvedeno v tabulce 5.1.
Reseni rovnice (5.5) s poc¢ateénimi podminkami

je rovno

o2 ((255) - (55)) -5 (52 (- (52))
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Fibonaccitv model je krasny matematicky, neni ovSem prilis realisticky biologicky. Kralici
neumiraji, dospivaji v presné urcenych casech, plodi presné uréeny pocet potomkua v pravi-
delnych intervalech. Fibonacci samoziejmé nepredstiral, Ze popisuje vyvoj populace kralikii,
vytvoril jakousi umélou skute¢nost — jeho kralici Ziji a mnozi se na ,,misté ohrazeném zdi“.
Navic svou tlohu o krélicich uzavira vétou: ,tak je to mozné délat dal do nekonec¢ného poctu
meésict*; tim se Fibonacci projevil jako skuteény matematik — uvazuje o nekonecnu a abs-
traktnlch nesmrtelnych kralicich. Myslenka modelovat pomoci rovnic typu (5.3) nebo (5.4)
vyvoj populace rozdélené na nékolik disjunktnich t¥id, pricemz ¢as plyne v diskrétnich krocich,
je vsak velmi plodna.

Pokusime se modelovat vyvoj populace za realisti¢téjSich predpoklad®. Ponechdme pi-
vodni predstavu ¢asu plynouciho v diskrétnich krocich (nejednd se tedy o cas fyzikalni) a
zvolime néjakou ¢asovou jednotku (ve Fibonacciové tloze ji byl jeden meésic). Populaci si
budeme piedstavovat jako tvofenou velkym poctem jedinci (v pfipadé organismii rozmnozu-
jicich se pohlavné budeme za ,jedince” povazovat pary nebo samice). Kazdy z jedinci mize
byt jednoho z typtu — juvenilni (mlady, neplodny) nebo dospély (plodny). Jinak jsou jedinci
nerozlisitelni.

V populaci probihaji tfi procesy — rozeni (vznik novych jedincti), dospivani (maturace,
pfeména juvenilniho jedince na plodného) a umiréni (nebo z jiného pohledu pfezivani). Na-
rozeni jedince, jeho pfeménu na plodného a jeho tmrti povazujeme za ndhodné jevy. O umi-
rani (pfezivani) a dospivani budeme pfedpokladat, Ze se jedna o jevy stochasticky nezavislé.
Oznac¢me

01 ... pravdépodobnost, ze juvenilni jedinec pfezije jedno obdobi,
o9 ... pravdépodobnost, ze plodny jedinec prezije jedno obdobi,

~v ... pravdépodobnost, Ze juvenilni jedinec béhem obdobi dospéje,
¢ ... stfedni pocet potomkii plodného jedince za jedno obdobi.

O pravdepodobnostech preziti o1 a o9, pravdépodobnosti maturace v a fertilité ¢ budeme
predpokladat
0<o1 <1, 0<o9<1l, 0<~v<1, 0<yy (5.6)

v realné existujici populaci totiz musi byt mozné, Ze se juvenilni jedinec dozije plodnosti
(01 > 0, v > 0) a Ze se néjaci novi jedinci rodi (¢ > 0), ptreziti nikdy neni jisté (o7 < 1,
oy < 1). Nevyluéujeme moznost oo = 0, tj. Ze jedinci po ,produkci potomki* (porodu,
nakladeni vajicek a podobné) hynou; takovd populace se nazyva semelparni. Nevylu¢ujeme
vSak ani moznost o9 > 0, tj. ze dospéli jedinci plodi po delsi tsek zivota; takova populace se
nazyva iteroparni. Jedinci mohou dospivat bezprostiedné po narozeni, tj. v ¢ase kratsim, nez
je zvolené obdobi. V obdobi po narozeni tedy takovy jedinec, pokud nezemfe, jisté dospéje,
v = 1. Jedinci z populace mohou dospivat i s jistym zpozdénim, v < 1. Zhruba Feceno,
pfi délce casového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparni s bezprostiednim
dospivanim, drobni ptaci a savci jsou iteroparni s bezprostfednim dospivanim, lososi nebo
cikddy jsou semelparni se zpozdénym dospivanim, velci ptaci a savci (véetné ¢lovéka) jsou
iteroparni se zpozdénym dospivanim. Snazime se tedy modelovat dosti obecnou populaci.

Oznaé¢me dale z(t), resp. y(t), velikost (poéet jedinct, populaéni hustotu, celkovou biomasu
a podobné) ¢asti populace tvofené juvenilnimi, resp. plodnymi, jedinci v ¢-tém ¢asovém kroku.
Juvenilni ¢ast populace je tvorena jedinci, ktefi se za posledni obdobi narodili, a jedinci, ktefi
jiz tuto tfidu populace tvorili, prezili obdobi a nedospéli v ném. Ocekavand velikost juvenilni
casti populace v nasledujicim obdobi tedy bude

a(t+1) = o1(1 = 7)z(t) + y(t). (5.7)
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Plodné ¢ast populace bude tvotfena jedinci, ktefi byli juvenilni, nezemfeli a dospéli, a jedinci,

vvvvv

tedy bude
y(t+1) = orya(t) + oay(). (5.8)

Poznamenejme jesté, ze kdybychom pfipustili 09 = 09 = 1 a polozili v = ¢ = 1 (jedinci
jisté prezivaji, tj. neumiraji, jisté béhem obdobi dospé€ji a dospéli vzdy vyprodukuji pravé
jednoho potomka), dostaneme puvodni Fibonaccitiv model (5.3).

Opét oznacime celkovou velikost populace v ¢ase ¢ symbolem z(t), tj. z(t) = z(t) + y(¢).
Z rovnic (5.7) a (5.8) postupné dostaneme

2(t+2)=x(t+2)+y(t+2) =
=o01(1—y)z(t+1)+ey(t+1)+oryz(t+1)+oy(t+1) =

= (011 =) + o) (x(t + 1) +y(t + 1)) +
+(o1y —o)a(t+ 1)+ (¢ —or(l— 7))yt + 1) =

= (0'1(1 — 'y) + O'Q)Z(t + 1)+
+ (017 — 02) (01(1 = Mz (t) + @y(t)) + (¢ — o1(1 — 7)) (o1yx(t) + o2y(t)) =
= (01(1 =) + 02)2(t + 1)+
+ (o179 — o102(1 — 7)) z(t) + (o179 — g102(1 — 7)) y(t) =
= (01(1 =) + 02)2(t + 1) + (o179 — o102(1 — 7)) 2(t).

Celkova velikost populace z je tedy fesenim linearni diferen¢ni rovnice druhého fadu
2(t+2) = (01(1 =) + 02)2(t + 1) + o1(02(1 — 7) — v¢) 2(t) = 0. (5.9)

K analyze této rovnice vyuzijeme vysledky oddilu 3.2.3, zejména piikladu zacinajiciho na
str. 42. P¥i oznaceni pouzivaném ve zminéném ptikladu je

b=—(01(1=7)+02) <0, c=o1(o2(l—7)—79p),

b —de=03(1 — )2 + 20109(1 — ) + 03 — doy02(1 — ) + doy1ye =
2
= (01(1 —7) —02)” + 40179 > 0,

nebot podle (5.6) je o1v¢ > 0. To znamen4, Ze ryze dominantni charakteristicky kofen je

2
o1(1—7) + o2 +\/(01(1 —7) —o02)" + 4017
A = 5 >0

a druhy charakteristicky kofen je

2
o1(1 =) + o2 — \/(01(1 —7) —02)” +4o17p
<0
2
Pocateéni velikosti populace (y = z(0) a (1 = z(1) musi byt nezdporné a alespori jedna z nich

musi byt nenulova (jinak by zadna populace nebyla). To znamena, ze

C1—CoAz2 = C1 + G2 A2 >0

A2 =
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a vyvoj velikosti populace bude po jistém case popsan geometrickou posloupnosti s kvocientem
A1. Populace roste, pokud ¢ < —b — 1, tj.

01(02(1 —) — ’YSO) <oi(l—=7)+o2—1,

po upraveé
(1=01(1=7)(1 —02) < o179

Vyraz na pravé strané této nerovnosti predstavuje stfedni hodnotu poc¢tu novorozenct, kteri
se doziji dospélosti. Vyraz na levé strané vyjadiuje pravdépodobnost toho, ze juvenilni jedinec
uhyne nebo dospéje a hned v prvnim obdobi uhyne, tedy pravdépodobnost, ze novorozenec
béhem svého Zivota nezplodi potomka.

Pokud
(1—01(1=79))(1 = 02) > g17¢,

populace vymfe. V ptipadé, ze by nastala rovnost, populace se vyvine do konstantni velikosti.
Ovsem pravdépodobnost, ze by redlnd populace méla takové parametry, které splni néjakou
rovnost, je nulova.

5.1.2 Siilmilchova populace a Leslieho matice

Berlinsky akademik Johann Peter Siifimilch publikoval v roce 1741 pojednani Die gdttliche
Ordnung in der Verinderungen des menslichen Geschlechts aus der Geburt, dem Tode un
der Fortpflanzung defSelben (Bozsky Tad ve zménach lidskych generaci jejich rozenim, smrti
a rozmnozovanim), které je nyni povazovano za prvni praci vénovanou demografii. Do jejiho
druhého vydéani o dvacet let pozdéji zahrnul matematicky model, ktery pro néj vypracoval
Leonhard Euler. Model vychéazi z podobnych zjednoduseni jako Fibonaccitiv model ristu
populace kralikti, zahrnuje vSak vedle rozeni i umirani. Zac¢ind v roce 0 s jednim lidskym
parem, pricemz muz i zena maji dvacet let. Euler dale predpokladal, ze lidé umiraji ve 40
letech, Zeni a vdavaji se ve 20 letech a kazdy par ma Sest déti: dvé déti (chlapce a dévée) ve
véku 22 let, dalsi dva ve véku 24 let a posledni dvojici ve véku 24 let.
Vyjadiime Euleriv model formélné. Za jednotku ¢asu budeme povazovat dva roky. Ozna-

¢ime n = n(t) — pocet novorozenych paru v ¢ase t,

d = d(t) — pocet tmrti v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢)

x = z(t) — pocet zijicich pari v Case t.
Novorozenci v ¢ase t jsou potomci part 22-ti letych (tj. téch, ktefi byli novorozenci pted
22 lety, tedy v ¢ase t — 11), paru 24 letych a para 26 letych. Pro velicinu n(t) tedy mame
rekurentni vztah

n(t) = n(t — 11) + n(t — 12) + n(t — 13).

Ponévadz lidé umiraji ve 40 letech, je pocet d(t) zemfelych para v ¢ase ¢ roven poctu novo-
rozencu pred 40 lety, tj.

d(t) = n(t — 20). (5.10)

V cCase t ziji pary, které zily v pfedchozim obdobi a nezemfely, a dale pary, které se v tomto
case narodily. Plati tedy

z(t) = x(t — 1) — d(t) + n(t).
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rok | ¢as | novorozenci umrti zijici pary || rok | ¢as | novorozenci umrti Zijicl pary
t n(t)  d(t) x(t) t n(t)  d(t) x(t)

0 0 0 0 1 20| 10 0 1 3
2 1 1 0 2| 22| 11 0 0 3
4 2 1 0 3 24| 12 1 0 4
6 3 1 0 41 26| 13 2 0 6
8 4 0 0 4| 28| 14 3 0 9
10 5 0 0 4| 30| 15 2 0 11
12 6 0 0 4| 32| 16 1 0 12
14 7 0 0 4| 34| 17 0 0 12
16 8 0 0 41 36| 18 0 0 12
18 9 0 0 4| 38| 19 0 0 12

Tabulka 5.3: Pocate¢ni velikosti populace modelované rovnicemi (5.11).

Témito tivahami dostavame model vyvoje populace tvoreny tfemi posloupnostmi, které splnuji
linearni diferenc¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(t),
d(t+20) = n(t), (5.11)
z(t+20) = xz(t+19)+n(t) —d(1).

Vyvoj modelované populace v prvnich ¢tyticeti letech, tj. v ¢ase t = 0 az t = 19 je shrnut
v Tabulce 5.1. V pocateénim ¢ase byl na Zemi pouze jeden péar dvacetiletych, tj. z(0) = 1,
n(0) = 0. Po dvou letech k nim pfibyli novorozeni chalapec a dévce, tj. n(1) =1, z(1) = 2. Po
dalsich dvou letech ptibyl dalsi par novorozencti, n(2) = 1, 2(2) = 3 a po dalsich dvou letech
opét, n(3) = 1, x(3) = 4. Pak se ¢trnéct let velikost populace neménila, nikdo se nerodil ani
neumiral. Za dalsi dva roky, tj. 20 let od za¢atku prvotni par zemfel, d(10) = 1, z(10) = 3 a za
dalsi dva roky ptibyli prvni potomci prvniho narozeného paru, n(11) = 1, z(11) = 4. Za dalsi
dva roky pribyli druzi dva potomci prvniho narozeného paru a prvni dva potomci druhého
narozeného paru, n(12) = 2, x(12) = 6. Tak muzeme v pocitani pokracovat a dostaneme
vSechny pocateéni podminky pro rovnice (5.12), jak jsou uvedeny v Tabulce 5.3.

Rovnice (5.12) spolu s po¢atecnimi podminkami umoziuji rekurentné pocitat velikost po-
pulace v libovolném case. L. Euler tento vypocet provedl az do ¢asu t = 119. Na Obrazku
5.1 jsou zobrazeny hodnoty posloupnosti n, d, x az do tohoto ¢asu. K problematice rtstu
populace se Euler pozdéji vratil v rukopise Sur la multiplication du genre humain (O roz-
mnozovani lidského rodu), ktery vSak za jeho zivota nevysel. Tam odvodil (v 18. stoleti, bez
jakékoliv vypocetni techniky!), Ze velikost lidstva po dostateéné dlouhé dobé vyvoje roste jako
geometrickd posloupnost s kvocientem r = 1,096, coz znamena, zZe jeho velikost se zdvojnasobi
kazdych zhruba 15 let. Dale vztahem

n(t) n(t) 20

= ~ = 6,25
i)~ n(t-20) '

ukézal, ze pocet timrti je zhruba Sestkrat mensi, nez pocet narozeni.

Vzhledem k podmince (5.10) muzeme ptuvodni Eulertiv model (5.11) zredukovat na dvé
linearni diferenc¢ni rovnice

n(t+13) = n(t+2)+n(t+1)+n(l),

2(t+20) = a(t+19) +n(t+20) — n(t). (5.12)
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Obrézek 5.1: Model ,rozmnozovani lidského rodu® (5.11). Na svislé ose je logaritmické mé-
Fitko. Symboly oznacuji: x(t) — pocet zijicich paru v Case ¢, tj. 2t let od pocatku, n(t) —
pocet narozeni v ¢ase t, d(t) — pocet tmrti v Case ¢.

Prvni z téchto rovnic je linearni homogenni diferen¢ni rovnice pro posloupnost n. Muzeme ji
tedy vytesit metodami uvedenymi v 3.2.3 a nalezenou posloupnost n dosadit do druhé rovnice.
Charakteristickd rovnice pro prvni z rovnic (5.12) je

AB X2 =1
a ma jeden realny a 12 komplexné sdruzenych jednoduchych kotfenti. Tyto kofeny jsou

A1 = 1,096128990,

2.3 = 0,9404208930 + 0,54617885461 = 1,087521401(cos0,5261682144 + isin 0,5261682144),
g5 = 0,5258241166 + 0,91960971931 = 1,059326691(cos 1,051377404 + isin 1,051377404),

A7 = i =cos 5 £isin3,

As,9 = —0,9603461911 + 0,2570448492i = 0,9941513271(cos2,880064478 =+ isin 2,880064478),
A10,11 = —0,6729736856 + 0,65024742371 = 0,9357966091 (cos2,373367756 £ isin 2,373367756),
12,13 = —0,3809896276 + 0,80564022961 = 0,8911841986(cos2,012532255 + isin 2,012532255).

Reélny charakteristicky kofen A; je soucasné ryze dominantnim charakteristickjm kofenem.
To znamena, ze posloupnost n je asymptoticky ekvivalentni s posloupnosti 7 danou vztahem

n(t) = A} <lim n(7)> .

T—00 )\71—

Posloupnost 7 1ze proto povazovat za prvni aproximaci posloupnosti n. Oznacime

n(7)

a = lim
T—00 )\71— ’

geometrickou posloupnost 7 jednoduse vyjadiime vztahem 7(t) = o\ a dosadime ji do
druhé z rovnic (5.12). Tak najdeme prvni aproximaci Z posloupnosti . Posloupnost Z tedy
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ma spliiovat
Z(t +20) = Z(t + 19) + At +20) — A(t) = Z(t + 19) + a2 — ).

Budeme-li v této rovnosti psat ¢ — 19 misto ¢, dostaneme po jednoduché tpravé vyjadieni
diference posloupnosti T ve tvaru

A0 —1

AL
Podle (1.6) a podle 1.4.2 tedy je

IR VU it oD ¢ |
x(t):xo—i-ang)\ﬁ:xo—k)\—%g)\l_l

(AT—1).

Vyjadfeni posloupnosti Z zjednodusime tim, Ze oznac¢ime

a A0 -1
= — . 5.13
AP AL -1 (5.13)
Dostavame tak prvni aproximace feseni systému diferen¢nich rovnic (5.12) ve tvaru
n(t) = all, (t) =20+ AN —1). (5.14)

Tyto posloupnosti lze povazovat za vyjadreni ¢asového trendu mnozstvi novorozenct a veli-
kosti populace.

Povsimnéme si nyni toho, ze pro argument ¢ charakteristickych kofenti, které maji druhy
nejvétsi modul, tj. kofent Ag 3, plati

2T
11,9414

@ = arg A3 = 0,5261682 =

Odtud plyne, ze ,perioda kolisani“ posloupnosti n kolem posloupnosti 7, tj. kolem jakési
stredni hodnoty poctu novorozenych parti, je zhruba 12. Tento jev je také dobfe pozorovatelny
na Obrazku 5.1.

Ozna¢me pro struc¢nost s = |A\z|. Posloupnost 7 dana vztahem

fi(t) = a\] + (Bcosty + ysintp)k’,

kde 3,y jsou vhodné konstanty urcené pocateénimi podminkami, ,pro dostateéné velka ¢
dostatecné piresné aproximuje posloupnost n‘.

Nyni budeme hledat ,dostate¢né dobrou“ aproximaci Z posloupnosti x. Dostaneme ji tak,
ze ve druhé z rovnic (5.12) budeme psat  misto =, 7 misto n a t — 19 misto ¢. Dostaneme

F(t+1) = #(t) +a(t + 1) — At — 19) =
= (t) + a4 (Beos(t 4+ 1)¢ + ysin(t + 1)¢) R
— a1 (Beos(t —19)p + vy sin(t — 19)p) I
tedy
A0 —1
19

AZ(t) =« A+ (Bcostp + Csinty)r’, (5.15)
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Obrézek 5.2: Upraveny model ,rozmnozovani lidského rodu® (5.12). Na svislé ose je loga-
ritmické méritko. Symboly oznacuji: x(t), n(t) — hodnoty pocitané z rekurentnich vztahi
(5.12), z(t), n(t) — prvni aproximace feSeni (5.14) vyuzivajici pouze dominantni charakte-
risticky kofen A; (trend), Z(t), 7(t) — druhd aproximace feSeni (5.16) vyuzivajici charakte-
ristické kofeny Ao 3 s druhym nejvétsim modulem. Pii vypoc¢tu byly pouzity hodnoty a =
0,194708013278096, o = 2,6514514395602, 3 = 0,231889637997667, v = 0,352845633763305,
To = 2,07362768022334.

kde jsme oznacili

—19(

B =k(Bcosp —ysing) — k(B cos19p — vsin 19¢),

C = k(ycosp — Bsing) — k19(ycos 19¢ + Fsin 19¢).
Z rovnice (5.15) dostaneme aproximaci feseni druhé z rovnic (5.12) ve tvaru

t—1 )\20 1 A
T(t) = To + Z (al)\T 1+ (Bcosip + Csinicp);#) .
i=0

Toto vyjadfeni muzeme upravit s vyuzitim 1.4.2 a oznaceni (5.13)

i(t) = &0+ AN — 1)+
B(r" cos(t — 1)¢ — kcosp — Kkl costyp + 1) + C (kT sin(t — 1) + rsinp — k' sintp)
k2 —2rcosp+1

+

(5.16)

Aproximace (5.14) a (5.16) TeSeni systému (5.12) jsou zobrazeny na Obrazku 5.2.

Model (5.12) popisuje vyvoj velikosti populace, kterd je strukturovand do dvou tiid —
novorozenci a ostatni. Snadno ho ale mizeme modifikovat, aby popisoval populaci strukturo-
vanou podrobnéji; muze nas zajimat pocet Skolnich déti, pocet rodi¢u pecujicich o déti pred-
skolniho véku a podobné. V Eulerové zjednoduseni takové rozclenéni populace zavisi pouze
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na véku jedinci. Ozna¢me proto x;(t) pocet para véku i (tj. 2¢ let) v éase ¢, i = 1,2,...,20.
Pak plati

20
2(t) = Y- ailt)

n(t), i=1,

T b i=1,2,...,9.
xi*l(t)’ Z>1a

xi(t)=n(t—1i), zt+1)= {
Prvni z rovnic modelu (5.12) nyni miZzeme pfepsat ve tvaru
n(t+1) =n(t—10) +n(t — 11) + n(t — 12) = z19(t) + z11(t) + z12(%).

Pro vyvoj velikosti populace strukturované podle véku popsanym zpiisobem tak dostavame
model tvoreny 21 linearnimi diferen¢nimi rovnicemi prvniho fadu

n(t + 1) = xlo(t) + mn(t) + 1‘12(15),
z1(t+1)=n(t), (5.17)
mi(t—kl):xi_l(t), 1 =2,3,...,20.

Euler v podstaté predpokladal, ze smrt je jista ve Ctyficeti letech a v mladsim véku je jisté
preziti. Abychom model priblizili realité, nahradime jistoty pravdépodobnostmi. Oznacme
proto P; pravdépodobnost, Ze jedinec véku ¢ (tj. 2i let) pfezije jedno dvouleté obdobi (tj.
dozije se véku 2i 4 2 let). Dale necht nejvyssi mozny vék je 2k let. Pak

xl(t + 1) = P()’I’L(t), CCZ'(t + 1) = Pi,lxi,l(t), 1=2,3,...,k.

Dalsi Euleruv nerealisticky predpoklad je ten, Zze dospélé pary maji v presné daném véku
pravé jeden par potomkti. Tento predpoklad nahradime realisti¢téjsim, ze pocet potomku
paru véku i je ndhodnd veli¢ina se stfedni hodnotou F;. Prvni z rovnic modelu (5.17) nyni
miizeme nahradit rovnici

k
n(t+1) = Z Fia(t);
i=1

hodnota posloupnosti n(t) nyni jiz nevyjadiuje po¢et novorozencu v case t, ale o¢ekdvanou
hodnotu tohoto poctu. Celkem tak dostdvame model tvofeny & + 1 linedrnimi diferenénimi
rovnicemi

n(t + 1) = i Fl-xi(t),

i=1
21(t+1) = Fon(t),
it +1)=Pgwi (), i=2,3,... k.

Tento model mizeme zapsat ve vektorovém tvaru

n 0 F1 F2 e Fk_g Fk—l Fk n
I Po 0 0 e 0 0 0 X
i) 0 P1 0 PN 0 0 0 T
e+ =10 e : : | @),
Th—2 0o 0 0 ... 0 0 0 Th—2
Tk—1 0 0 0 Pk_g 0 0 Thk—1

Tk 0 0 0 . 0 Pk,1 0 T
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nebo strucné

x(t+1) = Ax(t), (5.18)
kde jsme oznacili
n 0 F1 F2 Fk—l Fk
T Po 0 0 . 0 0
x=| . |, A= . . . . . :
Th_1 0O 0 0 ... 0 0
Tk 0O 0 0 ... P.1 O

Maticovy model(5.18) poprvé zformuloval Patrick Holt Leslie ve slavném ¢lanku On the use of
matrices in certain population mathematics, ktery publikoval roku 1945 v ¢asopise Biometrika.
Matice A proto dostala nazev Leslieho matice.

5.1.3 Malthusovské modely

Predpokladejme, ze zndme okamzitou velikost populace a umime spocitat pocty jedinctt uhy-
nulych a ,nové vzniklych“ (tj. novorozencti, embryi, kli¢icich semen a podobné). Budeme déle
predpokladat, ze néjaci ,novi“ jedinci skutecné ,vznikaji“ a jejich pocet v néjakém zvoleném
obdobi je timérny velikosti populace (napf. ze kazdy jedinec za obdobi vyprodukuje uréity
pocet potomki a jedinec ,nové vznikly“ potomky jesté neprodukuje). Pocet uhynulych je-
dincti budeme povazovat za imeérny velikosti populace, coz lze interpretovat tak, Ze existuje
pro vSechny ,staré* jedince (tj. nikoliv ty ,nové vzniklé“) pravdépodobnost, Ze béhem uva-
zovaného obdobi zemfou. Nebudeme vylucovat ,nesmrtelnost* (tj. populace se muze vyvijet
v dokonale chranéném prostiedi a jeji rust sledujeme jen po takové obdobi, Ze jedinci ne-
zestarnou; takovou populaci byli napt. Fibonacciovi krélici) ani moznost, ze béhem obdobi
vymriou vS8ichni ,stafi“ jedinci a zistanou pouze ti ,,nové vznikli“.

Zvolme tedy ¢asovou jednotku a ozna¢me z(t) velikost populace v ¢ase t, y(t) mnozstvi
jedinct ,vzniklych“ v ¢asovém intervalu (¢, t+ 1], ktefi v ¢ase t+1 ziji, a z(¢) mnozZstvi jedinct
uhynulych v tomto ¢asovém intervalu. Tyto stavové proménné jsou vazany rovnosti

x(t+1) = z(t) + y(t) — 2(t) (5.19)
pro kazdé t € N. Pfitom predpokladame
(i) y(t) = ba(t) pro kazdé t € N a né&jaké b > 0,
(ii) z(t) = dz(t) pro kazdé t € N a néjaké d, 0 < d < 1,

parametr b, resp. d, se nazyva koeficient porodnosti (birth rate), resp. imrtnosti (death rate).
S vyuzitim uvedenych pfedpokladi miuzeme rovnost (5.19) prepsat ve formé

x(t+1)=x(t) + bx(t) — de(t) = (1 +b— d)x(t)

a prii oznaceni

r=1+b—d (5.20)

v jednoduchém tvaru
x(t+1) =ra(t). (5.21)
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Dostavame tak model s jedinou stavovou proménnou x a jedinym parametrem r. Parametr r
se nazyva rustovy koeficient (growth rate) a podle predpokladu (ii) spliiuje nerovnost

r=1+b-d>1+b—1=0b>0. (5.22)

Model (5.21) je vlastné linedrni homgenni diferenéni rovnice prvniho fadu, jednoduse feceno,
rekurentni formule pro geometrickou posloupnost s kvocientem r. P¥i znamé (nebo dané)
pocatecni velikosti populace z(0) = o mizeme tedy ¢asové zavislou velikost populace vyjadrit
geometrickou posloupnosti

x(t) = r'z(0). (5.23)
Ze znamych vlastnosti geometrické posloupnosti dostavame prvni zaveér:
Tvrzeni 15. Pro populaci modelovanou rovnosti (5.19) s predpoklady (i) a (ii) plati

e je-lir>1,tj. b>d, pak tlim x(t) = oo, populace neomezené roste;
— 00

e je-lir =1, tj. b=d, pak z(t) = 2(0) pro vSechna ¢ € N, velikost populace je v pribéhu
Casu konstantni;

e jellir < 1,tj. b<d, pak tlim x(t) = 0, populace vymira.
—00

Neékdy muze byt uziteéné v populaci rozliSovat novorozence a ostatni jedince. Mnozstvi
,nové vzniklych* jedincid totiz nemusi byt pozorovatelné, napt. kli¢ici semena jsou schovana
v zemi, biezost samice nemusi byt viditelna a podobné. Budeme proto uvazovat jinou veli¢inu
— mnozstvi novorozenct, tj. Zivé narozenych mladat nebo cerstvé rasicich rostlin. Ozna¢me
tedy n(t) mnozstvi novorozenct v ¢ase t. Za novorozence budeme povazovat jedince, ktefi
,vznikli“ v ¢asovém intervalu (¢ —1,¢] a v ¢ase t ziji. To znamena, ze n(t) = y(t —1). Rovnost
(5.19) tedy mizeme piepsat na tvar

z(t+1)—n(t+1)=z(t) — 2(t). (5.24)
V ¢ase t > 0 je podil novorozenct v populaci podle (5.21) a pfedpokladu (i) roven

n(t) B y(t—1) b

x(t) rx(t-1) r

Vidime, zZe tento podil nezavisi na ¢ase. Oznacime
m=—. (5.25)

Pak podle nerovnosti (5.22) a pfedpokladu (i) je m > 0. Z rovnosti (5.24) a (5.21) nyni
miizeme vyjadiit

z(t)=z(t)—z(t+1)+nt+1)=z@) —z@t+1)+mz(t+1) = (1 —r+mr)z(t).
Porovnanim s predpokladem (ii) vidime, ze

d=1—r+mr. (5.26)
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Odtud a s dalsim vyuzitim pfedpokladu (ii) dostaneme

:d—i—r—1<1+r—1:

m < 1.
r r
Pro mnozstvi n(t) novorozencu v ¢ase ¢ tedy plati
n(t) = mx(t), 0<m<1. (5.27)

Mnozstvi novorozencu n(t), mnozstvi ,nové vzniklych“ jedinct y(t) a mnozstvi uhynulych
jedinct z(t) spliuji stejnou diferenéni rovnici (5.21) jako velikost populace xz(t):

n(t+1) = mz(t + 1) = mrz(t) = rn(t), y(t+1) =bx(t+ 1) = bra(t) = ry(t),

z(t+ 1) =dz(t+1) = dra(t) = rz(t).
Z rovnosti (5.26), (5.27) a predpokladu (ii) dostaneme

z(t
1- 2
_l-d 0 w() _a() - 2()
r=s——r ) = ) (5.28)
x(t)

Znéme-li tedy velikost populace a mnozstvi novorozencti v néjakém okamziku a mnozstvi
uhynulych jedinci v pfedchozim obdobi, miZeme vypocitat rustovy koeficient r; samoziejmé
za predpokladu, Ze se populace vyviji podle uvazovaného modelu, tj. podle rovnice (5.21).
S vyuzitim rovnosti (5.26), (5.27) a pfedpokladu (ii) muzeme také vyjadrit
z(t) z(t) x(t) d 1—r+mr 1—r
- —_—

n(t) " x(t) n(t) m m m

I
|
<
I
|
<
I
|
|

takze

—_ = —. 5.29
1—r m ( )

Ze znalosti mnozstvi novorozencti, mnozstvi uhynulych jedinct a podilu novorozencii v popu-
laci mtizeme vypocitat rustovy koeficient 7.

V matrikach byvaji vedeny zdznamy o narozenich a tmrtich (ve farnich matrikach byvaly
zéznamy o kitech a pohfbech). Z téchto udaju lze uréit pocet novorozencti n(t) a pocet
zemfelych z(t) v néjakém roce. Z odhadu podilu novorozenct v populaci (naptiklad spoc¢itanim
koc¢arki a lidi na ndmésti odpoledne) lze pomoci rovnice (5.29) spoéitat prirustek obyvatelstva
r a z této hodnoty a z rovnice (5.28) odhadnout pocéet obyvatel.

Udaje o timrtich byvaji vétsinou doplnény i o vék zemielych. Budeme tedy predpokladat,
ze zndme vék uhynulych jedinci, Ozna¢me zj(t) mnozstvi jedinct, ktefi uhynuli v ¢asovém
intervalu (¢, ¢+ 1] a jejich vék byl k; pfesnéji, ktefi v ¢asovém intervalu (¢,t+ 1) véku k dosahli
a poté v tomto intervalu uhynuli, nebo kteri by v tomto intervalu véku k doséahli, pokud by
neuhynuli. Predpokladejme, ze existuje néjaky maximalni mozny vék w, tj. takovy vék, ze
neni mozné aby jakykoliv jedinec byl starsi nez w.?

3Tim samoziejmé neni fedeno, ze je mozné se véku w dozit; v piipadé lidské populace mizeme bezpecné
volit nap¥. w = 1000 let, nebot nejstarsi clovek Metuzalém zemfel ve véku 969 let.
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Ozna¢me déle x(t) mnozstvi jedinci véku k v ¢ase ¢, pFesnéji: mnozstvi jedinci, ktefi
v Casovém intervalu (¢ — 1,¢] dosdhli véku k. Proménné x(t), n(t), z(t), xr(t), zk(t), k =
1,2,...,w jsou vazany vztahy
w w
2) =) a(t), wt)=nt)+ Y @(t), z(t) =zk(t) — pga(t + 1) (5.30)
i=1 i=1
pro kazdy cas t € N.
Necht g, k =1,2,...,w oznacuje pravdépodobnost, Ze se jedinec dozije véku k, tj. prav-
dépodobnost, Ze jedinec, ktery byl v ¢ase ¢ — k novorozencem, Zije v Case t,

qk = % (5.31)

Polozme jesté gy = 1. Z rovnosti (5.30), (5.31), (5.27) a (5.23) vyjadiime
2 (t) = 2(t) — zpp1(t+ 1) = qen(t — k) — geyn(t +1— (k+ 1)) =
n(t)

1
= quma(t — k) — qpama(t — k) = (qr — qee1)mr'z(0)— = (g — Ge1)—7—-
T T

Odtud dostaneme rekurentni formuli pro vypocet pravdépodobnosti g; doziti véku k pti zna-
mych poctech tmrti ve véku k, po¢tu novorozenct n(t) a rustovém koeficientu r:

k
21 (t)
= qp — =1.

7 ni také plyne, ze
12(102%2%2"'2%42%- (532)
Tyto nerovnosti vyjadiuji samoziejmou skutecnost, ze jedinec, ktery se dozil véku k + 1, se
urcité dozil také véku k.
Z rovnosti (5.23), (5.30), (5.31), (5.27) a (5.32) dostaneme

rle(0) = x(t) = n(t) + Y wi(t) =n(t) + > gn(t —i) = ma(t) + > _ gma(t — i) =
=1 i=1 =1

=m <rtm(0) + Z qirt_ix(0)> = mr'z(0) <1 + Z %) )

7 této rovnosti plyne Fulerova rovnice

1:m<1+§jq—?>, (5.33)
/rZ
=1

kterou lze povazovat mj. za rovnici pro vypocet riustového koeficientu r ze znalosti pravdépo-
dobnosti ¢1, g2, . . ., g, a podilu novorozencu v populaci.
Do Eulerovy rovnice (5.33) dosadime parametr m vypod¢itany z rovnosti (5.29),

2(t)

w r
¢  n(t)
1+Z_Zlﬁ_ 1—7r
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a tim odvodime vztah

P
% _ 7"?)_ — (5.34)

i=1

Z Eulerovy rovnice (5.33) a rovnosti (5.27) dostaneme

2(t) = n(t) (1 + Zw: 7‘{—) . (5.35)
i=1

Relace (5.34) a (5.35) lze povaZovat za rovnice pro vypocet ristového koeficientu r pfi zna-
mych pravdépodobnostech doziti ¢1,qs, ..., q., po¢tu novorozencu n(t) a k tomu velikosti
populace z(t) nebo po¢tu tmrti z(t).

Podle rovnosti (5.31), (5.27) a (5.23) plati

qk

zi(t) = qgun(t — k) = guma(t — k) = gumrtF2(0) = mx(t)r—k,

takze podle Eulerovy rovnice (5.33) je podil jedinct véku k& v populaci roven

0) dk
x(t Gk rk
=i

jmenovatel posledniho zlomku nezavisi na véku k. To znamend, ze v populaci, jejiz velikost
se vyviji podle rovnice (5.21), je stalé zastoupeni jednotlivych vékovych tfid, populace ma
vekove stabilizovanou strukturu. Oznacime-li

zo(t) =n(t) (5.37)

vidime porovnanim s Eulerovou rovnici (5.33), ze rovnost (5.36) plati také pro k = 0.
Podle nerovnosti (5.32) pro r > 1 plati

1= 9 2 B, G

_’I“O_’I“l_T'2_T’3_ — pw
Odtud, z rovnosti (5.36) a z Tvrzeni 15 dostavame:

Tvrzeni 16. Necht se velikost populace vyviji podle modelu (5.21). Pokud populace nevymira
(r > 1), pak tfida novorozencu n(t) je v populaci zastoupena nejpocetnéji ze vsech vékovych
tfid. Pokud tfida novorozenci neni zastoupena nejpocetnéji, pak populace vymira (r < 1).

Podle tteti z rovnosti (5.30) a rovnosti (5.21), (5.36) plati

Lozt o) = (o) = zen (4 1) apa(t+1)
k(1) i (t) i (t)

Capn (D) ra) | gt e

Coa(t+l) a(t) g g




5.1. RUST POPULACE 91

Vyraz nalevo vyjadiuje klasickou pravdépodobnost, ze jedinec, ktery mél v case ¢t vék k
neuhyne béhem ¢asového intervalu (t,¢ 4 1|. Vyraz napravo vyjadiuje podminénou pravdé-
podobnost, ze se jedinec dozije véku k + 1 za podminky, ze se dozil véku k. Rovnost tedy
neni nijak prekvapiva, ukazuje vSak, ze dosud odvozené zavéry z modelu neodporuji realité.
Zminénou pravdépodobnost, tj. pravdépodobnost, ze jedinec véku k prezije casovy interval
jednotkové délky, oznac¢ime symbolem py, tedy

_ Gkt _ g 2l et 1)

Tk k(1) wp(t)

Pokud zname pravdépodobnosti preziti pi, muzeme vypocitat pravdépodobnosti g, doziti
véku k podle rekurentni formule

k=01,2,...,w—1. (5.38)

qk+1 = Pkqk, qo = 1.

Tuto formuli Ize povazovat za linedrni homogenni diferenc¢ni rovnici a tedy

k—1
k. = H Di-
i=0

Tento vysledek fika, ze preziti kazdého z intervalu (¢t +i,t +i+ 1], ¢ = 0,1,...,k jedincem,
ktery byl v Case ¢t novorozeny, jsou stochasticky nezavislé jevy.

Treti vyjadfeni pravdépodobnosti py v rovnostech (5.38) muzeme také zapsat jako dife-
ren¢ni rovnice pro mnozstvi jedinct véku k:

Tpp1(t+1) = prxr(t), k=0,1,2,...,w—1. (5.39)

K tomuto systému diferencnich rovnic priddme jesté rovnici pro mnozstvi novorozenct, tj.
pro slozku z((t) = n(t). Z predpokladu (i) dostaneme

zo(t+1) =n(t+1) =y(t) = bz(t), (5.40)

takze s vyuzitim druhé z rovnosti (5.30) je
w
mo(t+1) =b> m(t). (5.41)
1=0

Aby se velikost populace vyvijela podle rovnice (5.21), musi byt po¢ateéni podminky systému
rovnice (5.41), (5.39) podle rovnosti (5.36) ve tvaru

0
20(0) = maz(0),  x(0) = ;{—Z% k=1,2,... . (5.42)
1+Zﬁ
=1

Predpokladejme navic, ze jsme schopni rozlisit vék jedinci, ktefi ve zvoleném ¢asovém ob-
dobi ,dali vznik novym jedincim®. V matrice obyvatelstva by napiiklad mohly byt zadznamy
o véku matky. Budeme piedpokladat v analogii k pfedpokladu (i), Ze mnozZstvi ,nové vznik-
lych* jedinci, ktefi jsou potomky jsou potomky jedinct véku k, je imérné mnozstvi jedincil
tohoto véku. Navic jedinci z zadné vékové tiidy nemohou ,,vyprodukovat® méné nez zadného
jedince. Predpokladame tedy
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(iii) yk(t) = bkxk(t), by >0,k=0,1,...,w, z b; > 0.
=0

Proménné y a yi, k =0,1,...,w jsou samoziejmé vazany rovnosti
w
y(t) = > wilt) (5.43)
i=0
pro vSechna t € N. Parametry b, &k = 0,1,2,...,w nazyvame vékové specifické koeficienty

porodnosti nebo mira reprodukce ve véku k. Jedinci byvaji plodni az od jistého minimalniho
véku, feknéme o > 0 (menarche), poté plodnost az do jistého véku roste, v néjakém véku plné
dospélosti, feknéme [ > «, dosdhne svého maxima, od tohoto véku jiz neroste nebo dokonce
klesd a v néjakém véku v (menopauza), f < v < w, mize vymizet. Pro vékové specifické
plodnosti tedy mutze platit

O0=by="+=ba1<by <bay1<-bg_1<bg>bgy1>---2>by_12>0,=0;

nerovnosti mezi vékové specifickymi koeficienty porodnosti nejsou z hlediska matematického
modelu dulezité, mohou mit vyznam pouze pri jeho interpretacich.
Z predpokladu (i), (iii) a rovnosti (5.36) dostaneme
ba(t) =y(t) = > yilt) =D bizi(t)=m > bir—zx(t).
j i=0 i=0

=0

Odtud a z vyjadteni (5.25) plyne

=

— :ibﬁ
m =0 ZT”

Ristovy koeficient r je tedy fesenim rovnice
w
> bigir T =1, (5.44)
i=0

Ponévadz se velikost populace vyviji podle diferen¢ni rovnice (5.21), musi mit rovnice (5.44)
kladné reseni. To znamena, ze

existuje k € {0,1,2,...,w} Ze brqr > 0; (5.45)

v opacném pripadé by totiz leva strana rovnice (5.44) byla nulova pro kazdé r > 0. Ozna¢me
nyni f(r) levou stranu rovnice (5.44). Z podminky (5.45) plyne, ze plati

w

lim f(r)=o00, lim f(r)=0, f'(r)=- Z(z + 1)bgir 2" < 0 pro r > 0.

r—0+ r—00 i—0
1=

Funkce f je tedy na intervalu (0,00) ryze klesajici, klesd od nekoneéna k nule. To znamen4,
ze rovnice (5.44) ma FeSeni jediné. Pokud f(1) > 1, je toto feSeni vétsi nez 1, pokud f(1) < 1,
je toto feseni mensi nez 1. Z tohoto pozorovani a z tvrzeni 15 plyne
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Tvrzeni 17. Nechf se velikost populace z(t) vyviji podle modelu (5.21), tj. jsou splnény
relace (5.19),(5.24), (5.30), (5.31) a predpoklady (i), (ii). Necht navic plati pfedpoklad (iii) a
jsou splnény podminky (5.43) a (5.45). Pak

w

e je-li > b;q; > 1, pak populace neomezené roste;
i=0

w
e je-li > b;q; = 1, pak velikost populace je v pribéhu ¢asu konstantni;
i=0

w
e je-li Y bjq; < 1, pak populace vymira.
=0
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