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TEMATICKÉ OKRUHY Z DIDAKTIKY MATEMATIKY1. Èíselné oboryVylo¾te vývoj pøedstav o èíslech u ¾ákù od první tøídy pomaturitu. Popi¹te zapisování reálných èísel v desítkové soustavì(vèetnì rozdílù v zápisech racionálních a iracionálních èísel) aznázoròování èísel na èíselné ose. Uveïte základní vlastnostiaritmetických operací s èísly, uspoøádání èísel pomocí nerovností,dìlitelnosti v oboru celých èísel a kritéria dìlitelnosti vybranýmipøirozenými èísly. Objasnìte zavedení mocnin èísel s pøirozenýma celým exponentem.2. Základy matematické logikyObjasnìte význam pojmù výrok a výroková forma, kvanti�ká-torù a spojování výrokù pomocí logických spojek a pravidla projejich negace. Uveïte základní typy matematických dùkazù a vy-svìtlete pojmy opaèná a obmìnìná implikace.3. Lineární rovnice a nerovnice s jednou neznámouVylo¾te postup ekvivalentních úprav vedoucí k øe¹ení lineárníchrovnic a nerovnic. Øe¹te pøíklady takových rovnic a nerovnicse zlomky, s závorkami a s neznámou ve jmenovateli. Øe¹terovnì¾ soustavy lineárních nerovnic plynoucí z diskuse o mo¾nýchznaménkách èinitelù nerovnic v souèinovém a podílovém tvaru.Pro pøípad více èinitelù vysvìtlete metodu nulových bodù.Pøíklady :A. V oboru R øe¹te nerovnici �x� 23� : �32 � x�+ 83 � 0.B. V oboru R øe¹te nerovnici (3� 2x)(2x+ 1)x2(x2 � 1) � 0.4. Kvadratické rovnice a vztahy mezi jejími koøeny akoe�cientyØe¹te pamìtným rozkladem kvadratické rovnice s malými ce-loèíselnými koøeny. Odvoïte vzorec pro øe¹ení obecné rovnicemetodou doplnìní na ètverec. Objasnìte význam diskriminantu.Uveïte a doka¾te Viétovy vzorce.Pøíklady :A. Uka¾te, ¾e jeden koøen rovnice (1 + p3)x2 � 2(2 + p3)x ++ 3 + p3 = 0 je pøirozené èíslo, zatímco druhý koøen je druháodmocnina z pøirozeného èísla.B. Urèete celé èíslo k tak, aby rovnice 4x2+(8k�4)x+4k+13 = 0mìla v oboru reálných èísel dva rùzné koøeny a souèet jejichdruhých mocnin byl co nejmen¹í.2



C. Urèete, pro která èísla p 2 R má rovnice 2 � (x�p)2 = 14�pxv oboru reálných èísel takové dva rùzné koøeny, ¾e trojnásobekjejich souètu je men¹í ne¾ dvojnásobek jejich souèinu.D. Pro která p 2 R má rovnice x2 � 8x� 5 = p2 � 9p v oboru Rdva rùzné koøeny, které lze oznaèit x1 a x2 v takovém poøadí, ¾eplatí x2 + 2x1 = 11?5. Kvadratické nerovniceØe¹te kvadratické nerovnice s kladným diskriminantem meto-dou rozkladu na koøenové èinitele, vysvìtlete pøípad zápornéhodiskriminantu (metodou doplnìní na ètverec). Podejte geomet-rickou interpretaci øe¹ení úvahou o grafu kvadratické funkce.Pøíklady :A. V oboru R øe¹te nerovnici 10x� 2 � 21x � 4x� 3 .B. V oboru R øe¹te nerovnici jx2+2px+1j > 1 , kde p je reálnýparametr, pro který platí a) p > p2, b) p 2 (0; 1).C. V oboru R vyøe¹te nerovnici 3jxj +p7 � (12 + 4x� x2) << 2(x+ 6).6. Rovnice a nerovnice s absolutní hodnotouUveïte základní vlastnosti absolutní hodnoty vèetnì významuja � bj na èíselné ose. Na pøíkladech vylo¾te základní pøístupyk øe¹ení rovnic a nerovnic s absolutní hodnotou (diskuse o zna-ménkách výrazù v absolutní hodnotì, metoda nulových bodù,odstranìní absolutní hodnoty umocnìním).Pøíklady :A. V oboru R øe¹te nerovnici ����x+ 4x� 1 ���� � x+ 4.B. Nerovnici jjx� 1j � 4j < 3 øe¹te v oboru R.C. V oboru R øe¹te nerovnici 8� x12� jx2 � 6x� 4j � 1.7. Rovnice a nerovnice s odmocninamiPopi¹te základní metody øe¹ení rovnic a nerovnic, objasnìte pro-blematiku jejich umocòování. Na pøíkladech nerovnic s odmocni-nami zdùraznìte, proè je pøed umocnìním obou stran nezbytnádiskuse o jejich znaménkách. Podtrhnìte význam pøedbì¾néhourèování de�nièních oborù øe¹ených rovnic a nerovnic. Uveïteté¾ rovnice na u¾ití substituce a násobení sdru¾eným výrazem(skripta MU: Herman, Kuèera, ©im¹a, Metody øe¹ení matema-tických úloh I, kap. 1, x 6).Pøíklady :A. Stanovte de�nièní obor a pak vyøe¹te rovnici pxpx� x ++px = x. 3



B. V oboru R øe¹te nerovnici 2x+p3� 2x� x2 � 0.C. V oboru R øe¹te nerovnici px+px+ 2 � 2.D. V oboru R øe¹te nerovnici x+ 3 �1�p2x� 2�2�px� 1 < 0.E. Stanovte de�nièní obor nerovnice 2 � p21 + 4x� x2 + j5x�� 1j � 3x+ 17 a pak ji vyøe¹te. Pomùcka: 17x2 + 60x+ 43 == (x+ 1)(17x+ 43).F. Naleznìte de�nièní obor nerovnice p4x�p19� 3x � 3p2a pak ji vyøe¹te. Poèetní pomùcka: platí rozklad 16x2 � 141x++ 305 = (x� 5)(16x� 61).8. Soustavy lineárních rovnicSoustavy dvou a tøí lineárních rovnic øe¹te dosazovací a sluèovacímetodou, popi¹te pøíklady, kdy øe¹ení takové soustavy neexistujenebo není jediné.Pøíklady :A. Zásoba mouky ve skladu jídelny se vyèerpá o 4 dny døíve,jestli¾e se poèet strávníkù zvý¹í o 40, vystaèí v¹ak o 6 dní déle,sní¾í-li se poèet strávníkù o 40. Kolik je pùvodnì strávníkùv jídelnì?B. Najdìte v¹echna øe¹ení soustavy rovnic:x+ 1x+ y + yx� y = 32 ; 2 � x+ 1x+ y � 3 � yx� y = 12 :9. Rovnice, nerovnice a soustavy rovnic s parametryNa pøíkladech lineárních a kvadratických rovnic a nerovnic pro-vádìjte diskusi o tvaru a poètu øe¹ení v závislosti na paramet-rech.Pøíklady :A. V oboru R øe¹tea) rovnici (x + p)=(x � q) + (x + q)=(x � p) = 2 s parametryp; q 2 R,b) nerovnici (x � 3p)=(x� p� 3) < 0 s parametrem p 2 R.B. V oboru R øe¹te soustavu dvou rovnic s neznámými x, y aparametrem a 2 R n f0g: xa + ay = a, ax+ ya = 1.C. Zjistìte, pro které hodnoty parametru p 2 R má rovnicep(x2 + 1)� 3 = x � (x� 2p)v oboru R dva rùzné koøeny. Pro které z nalezených hodnot p jsouoba tyto koøeny a) kladné, b) záporné, c) opaèných znamének?4



D. V oboru R uva¾ujme rovnici 2x + p4x2 + 4x� p = ps neznámou x, kde p je parametr, p 2 R. Nejprve urèete, jak(v závislosti na p) vypadá de�nièní obor dané rovnice. Rovnicipak vyøe¹te dùsledkovými úpravami a proveïte zkou¹ku. Diskusio tvaru a poètu øe¹ení zapi¹te závìrem do tabulky.10. Úhly v kru¾nicích a mocnosti bodùOdvoïte vlastnosti støedových, obvodových, úsekových úhlù avyu¾ijte je pøi konstrukcích trojúhelníkù. Zformulujte a doka¾tetvrzení o mocnosti bodu ke kru¾nici.Pøíklady :A. V libovolném ostroúhlém trojúhelníku ABC oznaème S støedkru¾nice opsané a P patu vý¹ky z vrcholu A. Doka¾te, ¾e úhlyBAP a SAC jsou shodné.B. Kru¾nice k1(S1; r1) a k2(S2; r2) se protínají v bodech K aL. Vyberme libovolnì body X 2 k1 a Y 2 k2 tak, aby bod Kbyl vnitøním bodem úseèky XY . Zdùvodnìte, proè velikost úhluXLY nezávisí na výbìru bodù X a Y .C. V jedné z polorovin s danou hranièní pøímkou p je dánakru¾nice k a na ní dva rùzné body P aQ. Sestrojte rovnoramennýtrojúhelník ABC tak, aby jeho základna AB le¾ela na pøímce p,vrchol C na kru¾nici k, bod P na rameni AC a bod Q na rameniBC.D. V rovinì jsou dány body S, K, L nele¾ící na jedné pøímce.Sestrojte rovnostranný trojúhelník ABC tak, aby bod S bylstøedem strany AB, bod K vnitøním bodem strany AC a bod Lvnitøním bodem strany BC. Proveïte rozbor, popi¹te konstrukcia zdùvodnìte, proè má úloha nejvý¹e jedno øe¹ení.E. V rovinì je dána kru¾nice k(S; 5 cm) a bod M tak, ¾ejSM j = 7 cm. Bodem M prochází pøímka p, která na kru¾nici kvytíná tìtivu AB délky 2 cm. Vypoètìte jMAj a jMBj.11. Podobnost trojúhelníkù, Euklidovy vìtyVyslovte vìty, podle kterých rozhodujeme o podobnosti trojúhel-níkù. Pak vyu¾ijte podobné pravoúhlé trojúhelníky k dùkazùmEuklidových vìt o odvìsnì a o vý¹ce.Pøíklady :A. Je dána kru¾nice k(S; r), její prùmìr AB a teèna t v bodìA. Vypoètìte polomìr R té kru¾nice k1(O;R), která procházíbodem B, dotýká se pøímky t a má støed O na kru¾nici k. Návod:U¾ijte jednu z Euklidových vìt k trojúhelníku ABO.B. Pro libovolný pravoúhlý trojúhelník ABC odvoïte vzorce,podle kterých se vypoètou délky odvìsny b a pøepony c pomocídélky odvìsny a a vý¹ky vc.5



12. Konstrukèní úlohy øe¹ené u¾itím mno¾in bodù danévlastnostiPopi¹te situace, kdy pøímky a kru¾nice (pøípadnì jejich èásti)tvoøí mno¾iny bodù významných vlastností. Tyto mno¾iny pakvyu¾ijte pøi øe¹ení konstrukèních úloh.Pøíklady :A. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dána délka a strany BC,velikost vb vý¹ky BB0 a délka tc tì¾nice CC1. Urèete poèet øe¹enív pøípadì, kdy pro dané údaje platí nerovnosti tc > 12a > 12vb.B. Sestrojte trojúhelník ABC, znáte-li jeho vnitøní úhel �, jehový¹ku va a rozdíl d = b � a > 0 délek jeho stran a a b. Návod:Pøi rozboru úlohy prodlu¾te stranu BC za vrchol B.C. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a + b, c a va. Zapi¹terozbor, popis konstrukce a proveïte diskusi o poètu øe¹ení.D. Uvnitø pásu omezeného danými dvìma rovnobì¾kami a, b jsoudány dva rùzné body M a N . Sestrojte rovnobì¾ky m a n tak,aby M 2 m, N 2 n a aby prùseèíky pøímek a, b, m, n tvoøilyvrcholy kosoètverce. Zapi¹te rozbor, popis konstrukce a proveïtediskusi o poètu øe¹ení.E. V rovinì je dán pravý úhel XV Y , jeho vnitøní bod Q a úseèkadélky d. Sestrojte bod A na rameni V X a bod B na rameni V Ytak, aby úseèka AB mìla danou délku d a aby úhel AQB bylpravý. (Návod: Uva¾te, v jakých geometrických místech le¾í støedS úseèky AB.)13. U¾ití shodných zobrazení v konstrukèních úloháchPopi¹te obecné vlastnosti shodných zobrazení roviny a poté spe-ci�cké vlastnosti jednotlivých druhù: osové a støedové soumìr-nosti, otoèení a posunutí. Vyberte nìkolik typických úloh, pøijejich¾ øe¹ení se vyu¾ívají jednotlivé druhy shodných zobrazení.Pøíklady :A. Ve vnìj¹í oblasti kru¾nice k se støedem S je dán bod A.Sestrojte pøímku p, která prochází bodem A a protíná kru¾nici kv nìkterých bodech X a Y tak, ¾e trojúhelník SXY má nejvìt¹ímo¾ný obsah. (Øe¹te pomocí otoèení.)B. V rovinì je dána pøímka p a mimo ni bod C. Kromì tohoje dána úseèka délky d a úhel velikosti !. Popi¹te konstrukcitrojúhelníku ABC, jeho¾ vnitøní úhel u vrcholu C má velikost !a jeho¾ strana AB le¾í na pøímce p a má délku d.C. Jsou dány úseèky délek a, b, c. Umístìte je v rovinì tak, abyv¹echny tøi mìly spoleèný krajní bod a aby jejich druhé krajníbody le¾ely v jedné pøímce tak, ¾e krajní bod úseèky délky bje stejnì vzdálen od krajních bodù úseèek délek a a c. Zapi¹te6



rozbor, popis konstrukce a diskusi o poètu øe¹ení této nepolohovéúlohy.D. Sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC, znáte-li délku c jehopøepony AB a velikost ta jeho tì¾nice AA1.E. Dané dvì kru¾nice k1 a k2 se protínají ve dvou bodech.Jeden z nich je oznaèen písmenem T . Sestrojte rovnostrannýtrojúhelník ABC tak, aby bod T byl jeho tì¾i¹tìm, vrchol Ale¾el na kru¾nici k1 a vrchol B na kru¾nici k2.F. Uvnitø kru¾nice k o støedu S jsou dány dal¹í dva body K a L,pøitom úhel KSL není pravý. Sestrojte dvì shodné a navzájemkolmé tìtivy kru¾nice k tak, aby na první z nich le¾el bod K a nadruhé bod L. Proveïte rozbor, popi¹te konstrukci a zdùvodnìte,kolik má zadaná úloha øe¹ení.G. V rovinì je dán ostrý úhel XV Y a jeho dva rùzné vnitøníbody C a T . Sestrojte trojúhelník ABC s tì¾i¹tìm T tak, abyvrchol A le¾el na rameni V X a vrchol B na rameni V Y . Zapi¹terozbor úlohy a pøesný postup konstrukce.H. V rovinì je dána kru¾nice k a dva body A, B le¾ící vnì kruhuomezeného kru¾nicí k. Sestrojte její prùmìr KL tak, aby krajníbod K mìl od bodu A stejnou vzdálenost jako krajní bod L odbodu B. Zapi¹te rozbor úlohy, postup konstrukce a urèete, kolikmù¾e mít úloha øe¹ení, pøitom pro ka¾dý mo¾ný poèet øe¹enínaèrtnìte obrázek pøíslu¹né situace. (Návod: vyu¾ijte vhodnoustøedovou soumìrnost.)I. V rovinì je dána kru¾nice k(S; r), pøímka p a úseèka délkya � 2r. Sestrojte ètverec ABCD o stranì délky a, jeho¾ vrcholyA, B le¾í na kru¾nici k a vrchol C na pøímce p. Zapi¹te rozbor,pøesný postup konstrukce a naèrtnìte situaci, kdy má úlohanejvìt¹í mo¾ný poèet øe¹ení.14. Stejnolehlost a její u¾ití v konstrukèních úloháchObjasnìte de�nici stejnolehlosti jako zobrazení a uveïte jejívlastnosti. Pøíklady dolo¾te vyu¾ití stejnolehlosti pøi øe¹ení kon-strukèních úloh.Pøíklady :A. Jsou dány dvì soustøedné kru¾nice k1(S; 3 cm), k2(S; 2 cm)a bod A vzdálený 4 cm od støedu S obou kru¾nic. Popi¹tekonstrukci rovnostranného trojúhelníku ABC, jeho¾ vrchol Ble¾í na kru¾nici k1, zatímco støed K jeho strany AC le¾í nakru¾nici k2. Návod: Pøi rozboru úlohy uva¾te, kde le¾í støed Lstrany AB hledaného trojúhelníku ABC, kromì stejnolehlostivyu¾ijte i otoèení.B. Na kru¾nici k jsou dány tøi rùzné body A, B, C. Na tom7



oblouku BC kru¾nice k, na kterém nele¾í bod A, sestrojtebod X tak, aby tìtiva BC rozdìlila tìtivu AX na dvì úseèkystejné délky. Proveïte rozbor, popi¹te konstrukci a zjistìte mo¾népoèty øe¹ení (dolo¾te je náèrtky pøíslu¹ných situací). (Místostejnolehlosti lze vyu¾ít i Thaletovu kru¾nici.)C. V daném ètverci ABCD oznaème E støed strany CD.Sestrojte rovnostranný trojúhelník KLM tak, aby bod K le¾elna stranì AB, bod L na stranì BC, bod M na stranì AD a abyúseèky KM a BE byly rovnobì¾né.D. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC a vnitøní bod K jehostrany AB. Na stranì AC sestrojte bod X a na stranì BC bodY tak, aby lomená èára CXYK byla slo¾ena ze tøí shodnýchúseèek.15. Funkce s lineárními výrazy v absolutní hodnotìNa konkrétních pøíkladech vysvìtlete postup, jak sestrojit graffunkce s lineárními výrazy v absolutní hodnotì. Uka¾te, jak lzetìchto pøíkladù vyu¾ít pøi procvièování základních charakteristikfunkcí (omezenost, monotónnost, extrémy).Pøíklady :A. Sestrojte graf funkce f : y = j1�xj� 12 jx+2j a s jeho pomocíurèete poèet øe¹ení rovnice j1� xj � 12 jx+ 2j = p v závislosti nareálném parametru p.16. Kvadratické funkceVylo¾te, jak metodou doplnìní na ètverec získat údaje potøebnék sestrojení grafu kvadratické funkce a popi¹te její vlastnosti(obor hodnot, extrém, monotónnost). Uveïte pøíklad u¾ití grafukvadratické funkce pøi øe¹ení rovnic nebo nerovnic. Výkladdoplòte ukázkami grafù þkvadratickýchÿ funkcí, jejich¾ vzorceobsahují èleny v absolutní hodnotì.Pøíklady :Grafy funkcí f1 : y = x2 + 4x + q a f2 : y = ax2 + 2bx + 5 jsouparaboly soumìrnì sdru¾ené podle osy s rovnicí y = 1. Urèeteneznámá èísla a, b, q.17. Lineární lomená funkceDe�nujte funkci nepøímá úmìrnost a popi¹te její graf a vlast-nosti. Pak zaveïte vzorcem lineárnì lomenou funkci a popi¹tezpùsob urèení jejího grafu pomocí posunutí grafu nepøímé úmìr-nosti. Pøíklad doplòte ukázkami grafù funkcí urèených lomenýmivýrazy se èleny v absolutní hodnotì.8



Pøíklady :A. V rovinì z kartézskou soustavou souøadnici znázornìte mno-¾inu v¹ech bodù P [x; y], jejich¾ souøadnice vyhovují rovnici2x � 3y + xy = 2. Které body z této mno¾iny mají obì sou-øadnice celoèíselné?18. Mocniny s racionálním exponentemVysvìtlete, kdy a jak je de�nována n-tá odmocnina z danéhoreálného èísla i n-tá odmocnina jako funkce. Poté pøejdìtek mocninám, jejich¾ exponenty jsou racionální èísla s dùrazem nanezávislost výbìru zlomku, který dané èíslo reprezentuje. Uveïtepravidla o poèítání s mocninami. Popi¹te, jaké pøedstavy by mìlimít ¾áci o mocninì s iracionálním exponentem.Pøíklady :A. Pro která celá èísla k je rozdíl 1p3 � 16+kp3 racionální èíslo?B. Upravte výraz (pa � 3pa2 � 4pa3) : ( 12pa11).19. Exponenciální funkce, rovnice a nerovnicePopi¹te vlastnosti exponenciální funkce (v závislosti na jejímzákladu) a naèrtnìte její graf. Vyberte a øe¹te obvyklé druhyexponenciálních rovnic a nerovnic.Pøíklady :A. V oboru R øe¹te rovnici 43�px�3 = 4 � 2�2x.B. V oboru R øe¹te nerovnici (jx2�13j+3)jx�2j�5 > 15jx�2j�5.C. V oboru R øe¹te nerovnici j4x � 9j � j2x � 3j+ 6.20. Logaritmická funkce, rovnice a nerovnicePopi¹te vlastnosti logaritmické funkce (v závislosti na jejímzákladu) a naèrtnìte její graf. Vyberte a øe¹te obvyklé druhylogaritmických rovnic a nerovnic.Pøíklady :A. V oboru R øe¹te nerovnici log2 x � 2log2 x�1 .B. V oboru R øe¹te nerovnicilog 6�x5 (x + 18) � 1� log 56�x (4x+ 23).C. V oboru R øe¹te nerovnici log(4�p25�x2) j8� 2xj > 0.D. V oboru R øe¹te nerovnici pxlog2 px > 2.E. V oboru R øe¹te nerovnici (px)1�log0;5 x � 8.F. V oboru R øe¹te nerovnici qlogx2 �1 + 32x� < 1.G. Urèete de�nièní obor nerovnice logx+ 12 5jxj+ 11x+ 28 � 2 apak ji vyøe¹te. 9



H. De�nièní obor rovnice logx 27� 5 logx 3logxp3x2 = 1 vyjádøetejako sjednocení intervalù a pak danou rovnici vyøe¹te.I. Pro které hodnoty reálného parametru p má rovnicex+ log 13 (9x � p) = 0 právì dvì øe¹ení v oboru reálných èísel?J. Stanovte de�nièní obor a pak vyøe¹te nerovnicilog px�5x2p � 1� � �2, kde èíslo p je kladný reálný parametr.21. Goniometrické funkce a jejich základní vlastnostiVysvìtlete zpùsob zavedení funkcí sinus, kosinus a tangensv oboru reálných èísel. Uveïte ty jejich vlastnosti, které jsougeometricky názorné, a doplòte je ukázkami typických úloh(vèetnì úloh na sestrojení grafù).Pøíklady :A. Urèete poèet øe¹ení rovnice j sin 2xj = p v intervalu reálnýchèísel x 2 (�4�; 11�) v závislosti na reálném parametru p.22. Vzorce pro goniometrické funkce a jejich u¾itíZ jednoho souètového vzorce (který nemusíte dokazovat) odvoïteostatní souètové a rozdílové vzorce. Dále odvoïte vzorce prodvojnásobný a polovièní argument. Podobnì z jednoho vzorcepro souèet odvoïte ostatní vzorce pro souèet a rozdíl. Posuzovanévzorce uplatnìte pøi øe¹ení konkrétních úloh.Pøíklady :A. V trojúhelníku ABC o obvodu 10 cm platí cos� = 13 acos� = 79 . Uka¾te, ¾e délky a, b, c stran tohoto trojúhelníkujsou (v cm) vyjádøeny racionálními èísly a tato èísla urèete.B. Ze souètových vzorcù pro goniometrické funkce nebo pomocíMoivreovy vìty odvoïte vzorec sin 3t = 3 sin t�4 sin3 t. Vyu¾ijteho pak k øe¹ení rovnice sin 6x = 2 sin 2x.23. Sinová vìta a její u¾itíOdvoïte sinovou vìtu jednak pøes vý¹ku trojúhelníku, jednakpøes støedový a obvodový úhel v kru¾nici trojúhelníku opsané.Uveïte typické pøíklady na výpoèet pomocí sinové vìty.Pøíklady :A. V daném trojúhelníku ABC pøi obvyklém oznaèení stran avnitøních úhlù platí a : b = 2 : 3 a � : � = 1 : 2. Zjistìte, zdarovnì¾ pomìr a : c je pomìrem dvou celých èísel (v kladnémpøípadì tato èísla najdìte).B. U¾itím sinové vìty doka¾te tzv. tangentovou vìtu pro obecnýtrojúhelník ABC, která je pøi obvyklém oznaèení jeho prvkùvyjádøena úmìrou (a� b) : (a+ b) = tg ����2 � : tg ��+�2 �.10



C. Do kru¾nice o polomìru R = 3p6 cm je vepsán trojúhelníkABC, ve kterém platí a = 2p30 cm, vb = 2p5 cm a � > 90�.Vypoètìte délky zbylých stran b a c.24. Kosinová vìtaOdvoïte kosinovou vìtu pomocí Pythagorovy vìty pøes vý¹kutrojúhelníku. Uveïte typické pøíklady na výpoèet u¾itím kosi-nové vìty (m.j. vysvìtlete, jak se z délek stran trojúhelníku u-soudí, zda je trojúhelník tupoúhlý).Pøíklady :A. V trojúhelníku ABC o obsahu 12 cm2 platí a = 5cm atg� = 0;75 (pøi obvyklém oznaèení stran a úhlù). Uka¾te, ¾erovnì¾ délky b, c zbylých dvou stran trojúhelníku jsou (v cm)vyjádøeny racionálními èísly a tato èísla urèete.B. Kru¾nice vepsaná trojúhelníku ABC se dotýká strany ABv bodì T , pøièem¾ úseèky AT a BT mají po øadì délky 5 a9. Vypoètìte délky v¹ech stran trojúhelníku ABC, víte-li navíc,¾e jeho vnitøní úhel pøi vrcholu C má velikost 120�. (Návod:Uva¾ujte o dal¹ích dvou bodech dotyku vepsané kru¾nice.)C. V trojúhelníku ABC platí a = 3 cm, b = 2p5 cm a sin  = 23.Vypoètìte stranu c, sin� a cos� (pøesnì, tj. bez u¾ití pøibli¾nýchhodnot goniometrických a cyklometrických funkcí z kalkulaèek).25. Goniometrické rovnice a nerovniceVysvìtlete, co jsou to základní goniometrická rovnice a pomocíjednotkové kru¾nice popi¹te poèet a rozlo¾ení jejich øe¹ení v in-tervalu h0; 2�i. Na pøíkladech uveïte jednotlivé typy slo¾itìj¹íchrovnic a metody jejich øe¹ení. Øe¹te rovnì¾ jednoduché goniomet-rické nerovnice (substituèní metoda, vyu¾ití jednotkové kru¾niceèi grafù základních funkcí.)Pøíklady :A. V oboru R øe¹te rovnici sinx+ cos 2x = 1.B. V oboru R øe¹te rovnici sinx+ sin 2x+ sin 3x = 0.C. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici 2 sin 2x sinx+ cos 2x = 1.D. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici (p3�1) sinx�2 sin ��3 � x� = 0.E. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici sin 2x+ cos 2x� tg x = 1.F. V oboru R øe¹te rovnici 2 sin2�x� �4� = 2 sin2 x� tg x.G. Pro které hodnoty parametru k 2 R má rovnice 5 sin 2x �� 6 cosx = k � (5 sinx� 3) v oboru x 2 h0; �i právì dvì øe¹ení?H. V oboru h0; �i øe¹te rovnicisin��2 + 2x� � cotg 3x+ sin (� + 2x) = p2 cos 5x.11



I. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici cotgx� 1 = cos 2x1 + tgx .J. V oboru h0; �i øe¹te rovnici 2 cos2 3x+ cos(2x+ �) = 1.K. V oboru h0; �i øe¹te rovnici sin 3x = cos 5x. (Návod: Rovnicinejdøíve upravte do tvaru sinA = sinB.)L. Popi¹te obecnou metodu øe¹ení rovnice a cosx+b sinx+c = 0s parametry a; b; c 2 R. Rovnici interpetujte té¾ geometricky jakohledání prùseèíkù jednotkové kru¾nice a pøímky s danou obecnourovnicí. Nakonec stejnou metodou øe¹te rovnici sinx + cosx == p2 sin 2x.M. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici sin 2x�p2�(sinx+cosx)+1 = 0.Návod: u¾ijte substituci t = sinx+ cosx.N. V oboru h0; 2�i øe¹te rovnici2 cos�2x+ �5�� 4 cos�x+ �10� = 1.26. Polohové vlastnosti pøímek a rovin v prostoruNa pøíkladu krychle popi¹te mo¾né vzájemné polohy dvou pøí-mek, pøímky a roviny, dvou a tøí rovin. Vysvìtlete postup pøikonstrukci øezu krychle danou rovinou a jeho zobrazení ve vol-ném rovnobì¾ném promítání.Pøíklady :A. Zobrazte krychli ABCDA0B0C 0D0 o hranì délky 7 cm. Vy-znaète na ní støedM hrany A0D0, støed N hrany D0C 0 a ten bodP hrany BB0, pro který platí jBP j : jB0P j = 1 : 3. Pak sestrojteøez krychle rovinou, která prochází body M , N a je rovnobì¾nás pøímkou C 0P .27. Odchylky pøímek a rovin prostoruVysvìtlete teoretické zavedení odchylek dvou pøímek, pøímky odroviny a dvou rovin. Na pøíkladech hranolù a jehlanù urèujtekonkrétní odchylky metodou výpoètù pøes vhodné trojúhelníky.Pøíklady :A. Vypoètìte sin�, kde � je odchylka dvou stìn pravidelnéhoètyøstìnu.B. Kouli o polomìru r je opsán rotaèní ku¾el o vý¹ce v. Vypoètìtecos�, kde � je odchylka povr¹ek ku¾ele od jeho podstavy.28. Vzdálenosti v prostoruVysvìtlete, jak se de�nuje vzdálenost bodu od pøímky a od ro-viny, vzdálenost dvou pøímek, vzdálenost pøímky od roviny avzdálenost dvou rovin. Na pøíkladech hranolù a jehlanù urèujtekonkrétní vzdálenosti metodou výpoètù pøes vhodné trojúhel-níky. 12



Pøíklady :Na vodorovné rovinì � jsou polo¾eny tøi shodné koule o polomìrur tak, ¾e se navzájem dotýkají. Na tìchto tøech koulích le¾í ètvrtákoule o tém¾e polomìru r. Vypoètìte vzdálenost nejvy¹¹ího boduètvrté koule od roviny �.29. Základní kombinatorické pojmy a vzorcePopi¹te, které kon�gurace prvkù nazýváme permutace, variace akombinace (bez i s opakováním). Pak odvoïte vzorce pro jejichpoèty. Nakonec uveïte nìkolik ménì triviálních pøíkladù typurozmís»ování knih do polièek.Pøíklady :A. Ke zkou¹ce na vysoké ¹kole dostali studenti seznam 30otázek. Tøi z nich si ka¾dý student na zaèátku zkou¹ky vylosuje;zkou¹ku slo¾í, umí-li aspoò dvì z vylosovaných otázek. S jakoupravdìpodobností slo¾í zkou¹ku student, který se nauèí právì 20otázek?B. Pan Novák má v ¹atníku celkem 9 rùzných ko¹ilí (z toho 2modré) a 8 rùzných kravat (z toho 2 zelené). Na slu¾ební cestusi chce vzít 4 ko¹ile a 2 kravaty tak, aby mezi nimi nebyla modráko¹ile spoleènì se zelenou kravatou. Kolik mo¾ností výbìru ko¹ila kravat pan Novák má?C. Urèete poèet tìch pìtimístných pøirozených èísel, které vesvém zápisu nemají ani nulu, ani devítku a mají pøitom lichýpoèet lichých èíslic. Napøíklad èíslo 44 433 mezi taková èíslanepatøí, proto¾e má dvì liché èíslice.D. Urèete poèet v¹ech ¹estimístných pøirozených èísel, která lzezapsat èíslicemi 1, 2, 3 a která ve svém zápise neobsahují trojèíslí123. Napøíklad èíslo 112 322 trojèíslí 123 obsahuje, èíslo 122 333nikoliv. (V jednotlivých èíslech nemusí být vyu¾ity v¹echny tøièíslice.)E. Uva¾ujme ta osmimístná pøirozená èísla, která jsou dìlitelnádevíti a ka¾dá jejich èíslice je 1, 2 nebo 3.a) Uveïte pøíklad dvou takových èísel zapsaných rùznými skupi-nami èíslic.b) Urèete poèet v¹ech takových èísel.F. Urèete poèet v¹ech ¹estimístných pøirozených èísel dìlitelnýchètyømi, která ve svém zápisu nemají ¾ádnou èíslici rùznou od 5,6, 7 nebo 8. (V jednom èísle nemusí být v¹echny ètyøi þpovolenéÿèíslice, napøíklad èíslo 888 888 je vyhovující.)G. Urèete poèet v¹ech ¹estimístných pøirozených èísel dìlitelnýchdevíti, která ve svém zápisu nemají ¾ádnou èíslici rùznou od 1,13



2 nebo 3. (V jednom èísle nemusí být v¹echny ètyøi þpovolenéÿèíslice, napøíklad èíslo 333 333 je vyhovující.)H. Urèete poèet v¹ech ¹estimístných pøirozených èísel, kterámají ve svém zápisu více lichých ne¾ sudých èíslic. Takovéje napøíklad èíslo 120 111 se ètyømi lichými a dvìma sudýmièíslicemi. Výsledek mù¾ete ponechat ve tvaru k � 55, kde k 2 N.I. Urèete poèet v¹ech ¹estimístných pøirozených èísel, kteréneobsahují èíslici nula a ve kterých se ka¾dá zastoupená èíslicevyskytuje alespoò dvakrát. Tuto vlastnost má napøíklad èíslo131 333, ne v¹ak èíslo 132 233.30. Binomická vìtaBinomickou vìtu zformulujte a doka¾te jednak kombinatorickouúvahou, jednak indukcí vyu¾ívající vztahù mezi kombinaènímièísly umo¾òujícími snadnou konstrukci Pascalova trojúhelníku.Binomickou vìtu pak vyu¾ijte pøi øe¹ení typických úloh.Pøíklady :A. Urèete nejvìt¹í koe�cient mnohoèlenu (5x+ 3)10.B. Pro která èísla x je ètvrtý èlen rozvoje mocniny� 2qx 11+log x + 12px�6roven èíslu 200?31. Rovnice pøímky v rovinì a prostoruPopi¹te jednotlivé typy rovnic pøímky a souvislosti jejich koe�-cientù se smìrovým vektorem a v pøípadì pøímky v rovinì i sesmìrnicí a normálovým vektorem. Vysvìtlete, jak se podle rov-nic dvou pøímek pozná jejich kolmost nebo rovnobì¾nost a jak sevypoète jejich odchylka. Odvoïte vzorec pro výpoèet vzdálenostibodu od pøímky dané obecnou rovnicí (v rovinì).Pøíklady :A. V rovinì jsou dány body A[2; 7], S[1; 3] a pøímka p : 3x �� 2y + 11 = 0. Vypoètìte souøadnice zbylých dvou vrcholùtrojúhelníku ABC, jeho¾ vý¹ka vb le¾í na pøímce p a jeho¾ stranaBC má støed v bodì S.B. Vrchol C trojúhelníku ABC le¾í na pøímce p : x� 2y+8 = 0.Vypoètìte jeho souøadnice, znáte-li vrcholy A[2;�1], B[4; 8] avíte-li, ¾e obsah trojúhelníku ABC je 10.C. Dány jsou vrcholy A[�1; 6], B[�7;�6] trojúhelníku ABCa prùseèík V [1; 0] jeho vý¹ek. Vypoètìte souøadnice vrcholu Ca rozhodnìte (výpoètem, nikoliv náèrtkem), zda je trojúhelníkABC ostroúhlý, pravoúhlý, èi tupoúhlý.14



D. Na pøímce p, která prochází bodem P [4; 3;�2] a má smìrovývektor (1; 2;�1), urèete bod C stejnì vzdálený od bodù A[1; 2; 5]a B[�1; 0; 1].E. V rovinì s kartézskou soustavou souøadnic Oxy jsou dánybody S[1; 0], K[�2; 1], L[5; 2] a pøímka p : 2x � y � 4 = 0.Vypoètìte souøadnice vrcholù trojúhelníku ABC, víte-li, ¾evrchol C le¾í na pøímce p, na pøímce AK i na pøímce BL a¾e bod S je støedem strany AB, která le¾í na ose x.F. Vypoètìte kartézské souøadnice vrcholù trojúhelníku ABC,znáte-li støed B1[2; 4] strany AC, støed C1[3; 6] strany AB a prù-seèík V [21;�7] jeho vý¹ek. Úloha má dvì øe¹ení, výpoèet do-konèete pro ten trojúhelník ABC, jeho¾ vrcholy mají celoèíselnésouøadnice. (Návod: Pomocí souøadnic u; v vrcholu A[u; v] vyjá-døete souøadnice vrcholù B, C a pak pro neznámé u, v sestavtea vyøe¹te soustavu rovnic.)G. Vypoètìte souøadnice vrcholù B, C trojúhelníku ABC,znáte-li vrchol A[1; 3] a víte-li, ¾e tì¾nice z vrcholu B le¾í napøímce tb : x � 2y + 10 = 0 a tì¾nice z vrcholu C na pøímcetc : 3x� y � 5 = 0.H. Vypoètìte souøadnice vrcholù B, C trojúhelníku ABC,znáte-li vrcholA[2; 5] a víte-li, ¾e vý¹ka z vrcholuB le¾í na pøímcevb : x+y�5 = 0 a vý¹ka z vrcholu C na pøímce vc : x�3y+19 = 0.32. Rovnice roviny v prostoru, vzájemná poloha pøímek arovinVysvìtlete, jak vypadá obecná rovnice roviny a jaká je souvis-lost jejích koe�cientù s normálovým vektorem roviny. Vylo¾tevýhodné metody urèování rovnice roviny podle zpùsobu jejíhozadání. Na pøíkladech objasnìte, jak urèujeme vzájemnou po-lohu dvou rovin a vzájemnou polohu pøímky a roviny.Pøíklady :A. Napi¹te obecnou rovnici roviny procházející body A[0; 2;�1],B[1; 1; 1] a C[4; 6; 2]. Pak urèete souøadnice bodu D tak, abyètyøúhelník ABCD byl rovnobì¾ník. Pøesvìdèete se, ¾e tentorovnobì¾ník je obdélník a vypoètìte jeho obsah.33. Ku¾eloseèky a jejich rovnicePopi¹te, jak vypadá rovnice kru¾nice v rovinì a jak se z níurèí støed, polomìr a rovnice teèen. Vyslovte ohniskové de�nicejednotlivých typù ku¾eloseèek a poté odvoïte rovnici paraboly ahyperboly (nebo elipsy). Popi¹te geometrický význam koe�cientùtìchto rovnic a metodu hledání tìchto parametrù pro ku¾eloseèkyposunuté ze základní polohy.15



Pøíklady :A. Najdìte rovnici kru¾nice, která prochází bodyM [0; 6], N [8; 0]a která se dotýká pøímky p : 3x+ 4y � 49 = 0.B. Najdìte rovnici té kru¾nice, která má støed na pøímce p : 5x�� 4y � 28 = 0 a prochází body M [1; 5] a N [7;�3].C. Metodou analytické geometrie doka¾te tvrzení: Le¾í-li poèátekO kartézské soustavy souøadnic Oxy ve vnitøní oblasti kru¾nice ko polomìru r, pak tato kru¾nice protne osu x v bodech A, B a osuy v bodech C, D tak, ¾e platí jAOj2+ jBOj2 + jCOj2 + jDOj2 == 4r2. (Souøadnice støedu S kru¾nice k oznaète S[x0; y0].)D. Urèete støed, vrcholy, ohniska a asymptoty hyperboly urèenérovnicí x2 � 4y2 � 6x� 16y � 11 = 0 a pak ji naèrtnìte.34. Aritmetika komplexních èíselVysvìtlete, ¾e nový druh èísel lze exaktnì zavést pomocí dvojicreálných èísel a operací s nimi. Objasnìte základní pojmy spojenés komplexními èísly, vlastnosti aritmetických operací s dùrazemna praktickou metodiku dìlení. Zaveïte goniometrický tvarkomplexních èísel, jeho geometrický význam a odvoïte vìtuo násobení komplexních jednotek.Pøíklady :A. Uka¾te, ¾e èíslo 14 (p6 + p2) + 14 (p6 � p2)i je komplexníjednotka. Víte-li, ¾e její argument je 112�, urèete algebraický tvarkomplexní jednotky, která má argument 712�.35. Øe¹ení rovnic v komplexním oboruV oboru C øe¹te kvadratické rovnice s reálnými koe�cienty azáporným diskriminantem. Dále v C øe¹te binomické rovnice avysvìtlete rozlo¾ení jejich koøenù v Gaussovì rovinì.Pøíklady :A. Pravidelný ¹estiúhelník má støed v poèátku Gaussovy rovinya jeden jeho vrchol je obrazem komplexního èísla 2 + i. Urèetekomplexní èísla, jejich¾ obrazy jsou zbývající vrcholy ¹estiúhel-níku.36. Aritmetické posloupnosti a jejich u¾itíVymezte aritmetické posloupnosti a odvoïte vzorec pro souèetjejich prvních n èlenù. Pøíklady dolo¾te jednotlivé typy úloho aritmetických posloupnostech.Pøíklady :A. Urèete souèet v¹ech kladných èlenù aritmetické posloupnostis prvním èlenem 16 12 a druhým èlenem 15 23 .16



37. Geometrické posloupnosti a jejich u¾itíVymezte geometrické posloupnosti a odvoïte vzorec pro souèetjejich prvních n èlenù. Pøíklady dolo¾te jednotlivé typy úloho geometrických posloupnostech.Pøíklady :A. Souèet prvního a ètvrtého èlenu geometrické posloupnosti serovná 195, souèet druhého a tøetího èlenu je roven 60. Urèeteprvní èlen a kvocient této posloupnosti.B. Geometrická posloupnost kladných èísel má tu vlastnost, ¾esouèet jejích prvních dvou èlenù je roven jedné, zatímco souèetjejích prvních ètyø èlenù je roven tøem. Vypoètìte první èlen tétoposloupnosti.38. Geometrické øadyOdvoïte vzorec pro souèet èlenù (nekoneèné) geometrické øadya uveïte pøíklady jeho vyu¾ití.Pøíklady :A. Dva hráèi A, B házejí støídavì obvyklou hrací kostkou. Jakoprvní hází hráè A, vyhrává ten hráè, kterému døíve padne ¹estka(hra pak konèí). Vypoèítejte pravdìpodobnost výhry hráèe A apravdìpodobnost výhry hráèe B.
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