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Fyzikalni praktikum pro nefyzikalni obory

Uloha ¢. 2: Statistické zpracovani mereni

jarni semestr 2012

1. Poprvé v laboratori

Experimentélni zdatnost fyzika se projevuje pfedevsim pfi préci v laboratofi. Vétsina sem
vstupuje se dvémi pranimi:

1. nic nerozbit

2. néco namdrit.

Jak tedy ziskat co nejvice uzitku a spachat co nejméné gkod?

1.1. Jak v laboratori nic nerozbit.

Zapomenite na heslo: ,Kdo nic nedéla, nic nepokazi.“ Jeho logickym diisledkem je totiz
,Kdo nic nedéla, nic se nenauc¢i.“ Radéji si vemte za své ,.D¥ive neZ pouZiji ruce, pouziji
hlavu V prvni hodiné absolvujete skoleni bezpecnosti prace, které slouzi jako navod, jak
neublizit sobé ani laboratornimu zarizeni. PouZijete-li informace ziskané pii tomto Skoleni,
zdravy selsky rozum a trochu fyzikalni dvahy, nemélo by se nikomu nic stat. A pokud
si neporadite vlastnimi silami, je moZzné poté oslovit vyucujictho v laboratofi a pozadat
o radu ¢i pomoc. Bude-li otdzka rozumné, jisté neodmitne.

1.2. Jak v laboratori néco namérit.

Zde plati heslo ,,Nebat se a myslet.* Pfec¢téte si navod, promyslete si, co vim neni jasné, a
pokuste se ziskat na své otédzky odpovédi — nejprve sami, posléze s pomoci vyucujiciho.
A hlavné: nestujte a pracujte, ¢as pracuje proti vam.

1.3. Otazky, které by mély napadnout toho, kdo se pokousi néco namé-
rit.

1. Co vlastné urcuji, kdyz méfim fyzikalni veli¢inu?

2. Je to, co namé&fim, skute¢né hodnota dané fyzikilni veli¢iny?
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3. Lze mérit presné? Kdy lze méfeni povazovat za piesné?

W

. Jakym zptisobem vznikaji pfi ur¢ovini mérené hodnoty chyby?
5. Jak zohlednit chyby méfeni pfi urc¢ovani mérené veli¢iny?

6. Jak vlastné vysledky méteni zpracovat, aby jejich vypovidaci hodnota byla co nej-
vetsi?

Nyni se na chvili zastavte a sami popfemyslejte o jednotlivych bodech. Dilezité je
udélat si vlastni nazor. Hotovo? A ted porovnejte své odpovédi s nadimi:

1. Co vlastné uréuji, kdyz méfim fyzikalni veli¢inu?
Meérim-li fyzikalni veli¢inu z, urcuji jeji velikost {x} ve zvolenych jednotkach [z].
Naptiklad: Mérim-li délku kratsi hrany listu papiru forméatu A4, dostanu ! = 210 mm,
éli {z} = {l} = 210, [z] = [l]] = mm. Ztrata jednoho z udaji z této dvojice neni
ztratou poloviny udaji, ale vysledkt celého méfend.

2. Je to, co namé&iim, skuteéné hodnota dané fyzikalni veli¢iny?

Zustanme u piikladu délky kratsi hrany listu papiru formatu A4. Namérena hodnota
by méla byt [ = 210 mm, protoze tato délka je definovana mezinarodnim standardem
ISO 216 (DIN 476). Pfesto vSak mohu naméfit napiiklad I = 209 mm. Co muze byt
pricinou?

(a) Chyba je opravdu ve formatu papiru. V papirnach maji prosté patné nastave-
nou fezacku. Ale je to jisté?

(b) Chyba je chybou mé&fidla. Podlouhlé pravitko (30 cm dlouhé, plastové) mé otlu-
¢ené rohy a tim padem poskozeny zacatek stupnice.

(c) Chyba je chybou obsluhy pfistroje.

(d) Je to vibec chyba? Zméime jesté jednou: [ = 211 mm. A znovu: [ = 210 mm.

A jesté nékolikrat .... zde nebude vysvétleni patrné elementarni, musime si pfi-
zvat na pomoc matematickou statistiku.

3. Lze mé&iit presné? Kdy lze méieni povazovat za piresné?

Pfesné méfit nelze, ale lze méfit s vyhovujici pfesnosti pro dany tcel, pro ktery
meéfeni provadime. Presnost méfeni 1ze zvysit riznymi metodami, napiiklad metodou
kompenzadni.

Proberme situaci na piikladé méfeni elektromotorického napéti. P¥i méreni elektro-
motorického napéti obvykle postupujeme tak, Ze pfipojime voltmetr pfimo paralelné
ke zdroji. Dopoustime se tak ale systematické chyby. Vztah mezi svorkovym a elek-

tromotorickym napétim je
€

U= —%",
1+ 44

voltmetr je pro zdroj zatézi, tece jim proud, ktery zmensuje hodnotu napéti na zdroji.
Je-li vnitini odpor voltmetru dostatecné velky (matematicky Ry — oo, fyzikilné
Ry >> R;), je naméfené napéti piimo napétim elektromotorickym (viz leva ¢ast
obrazku . Pokud ne, dochézi ve voltmetru k proudové ztraté a nameérené napéti
je mensi nez elektromotorické. V tomto piipadé lze proudovou ztratu ve voltmetru
kompenzovat pfipojenim dalsiho zdroje (viz prava ¢ast obrazku . Napéti vytvo-
fené pomocnym zdrojem &’ na odporu R; muZe pfi vhodném nastaveni rezistoru Ra
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Obrazek 1.1: Méfeni elektromotorického napéti — pfimé a kompenzacni metoda

kompenzovat ubytek napéti na zatizeném zdroji. Galvanomérem G v tomto pfipadé
netece proud I a hodnota napéti U na odporu R; je pfimo rovna elektromotorickému
napéti zdroje €.

4. Jakym zpiisobem vznikaji pii uréovani mérené hodnoty chyby?
Zptsobu je mnoho. Chyby rozliSujeme na
(a) Hrubé: Vznikaji prehlédnutim, preklepem, nevratnou ¢i nahlou zménou labora-

tornich podminek (napf. politi aparatury vodou pii méfeni vlhkosti vzduchu).

(b) Systematické: Vétsinou chyba metody (typickym piikladem je méfeni proudu
a napéti metodou A a B v tloze 3 7toto je ¢islovani FPNO, davat sem odkaz?
nebo nize uvedené méfeni elektromotorického napéti zdroje)

(c) Nahodné: tézko popsatelné, opravdu nahodné vlivy. Mizeme doufat jen v jednu
véc, a to, ze ve velkych souborech dat jsou tyto ndhodné vlivy matematicky
popsatelné.

5. Jak zohlednit chyby méfeni pfi uréovani méiené veli¢iny?

Jak zohlednit chyby méfeni pii ur¢ovini meéfené veli¢iny? Timto se zabyva mate-
maticka statistika a teorie pravdépodobnosti. Minimum jejich zakladnich poznatki
potiebnych pro fyzika je uvedeno v kapitole [2]

6. Jak vlastné vysledky méieni zpracovat, aby jejich vypovidaci hodnota byla co nejvétsi?

Prectéte si kapitolu [2] a sméle se dejte do experimentovani. Hodné tspéchii a mélo
gkod!

2. Jak zpracovat namérené hodnoty

Jak vlastné zpracovat naméfené hodnoty s uzitim matematické statistiky? Tento
text by mél piinést stru¢ny navod s odkazy na podrobnéjsi matematické zdtivodnéni
provadénych akci, at jiz v dodatcich ¢i v literatufe.
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2.1. Meéreni ,statického stavu*

Jedna se o méfen{ veli¢in, jejichz hodnoty se s ¢asem neméni, napiiklad délek, objem,
hmotnosti, velikosti stejnosmérného proudu ¢ napéti (nebo velikosti efektivnich hod-
not veli¢in pro stiidavy proud ....). Zcela nevhodné je pouzivat nasledujici postupy
na veli¢iny, jejichz hodnoty se s ¢asem méni (napiiklad teplota pii zahiivani kalo-
rimetru) nebo na takové, kdy ma byt vysledkem méfeni graf (VA charakteristiky,
Casové ¢ teplotni zavislosti).

2.1..1 Pi#imo méfené velid¢iny

Veli¢iny méfené pfimo pomoci méficiho piistroje cejchovaného v jednotkach téchto
veli¢in, napt. délka (metr, pravitko, posuvné méfitko, mikrometricky sroub), proud
a napéti (ampérmetr, voltmetr), ¢as (stopky, méfici programy v poéitaci), hustota
kapaliny (Mohrovymi vazkami, nikoliv pyknometrickou metodou!) a dalsi.

Vztahy pouzivané pro vypocet chyb jsou odvozeny na zakladé nasledujicich pfedpo-
klad:

i. Pfi kazdém méieni ptsobi m ndhodnych vlivi, které jsou vzajemné nezévislé.
ii. Kazdy z téchto vlivii dava vznik elementarni chybé d a to bud kladné, nebo
ZAporne.

iii. Kladné i zaporné elementarni chyby jsou stejné casté, tj. pravdépodobnost
vzniku chyby +d je 1/2 a pravdépodobnost vzniku chyby -d je rovnéz 1/2.

Za téchto predpokladi lze pouZit binomické rozdéleni (pro veli¢iny s diskrétnimi
hodnotami, coz ve fyzice témér neexistuje, snad jen pocet pulst pii radioaktivnich
méfenich, a ty se Fidi Poissonovym rozdélenim) anebo normalni Gaussovo rozdéleni
(spojité spektrum hodnot, nejéastéjsi pouzivané rozdéleni pro zpracovavani fyzikal-
nich veli¢in).

Zpracovani hodnot pro piimo mérenou veli¢inu:

(a) Nejprve spocitejme aritmeticky primér & n naméfenych hodnot x;:

7= ile (2.1)

(¢) chyba n méreni se uréi jako smérodatnd odchylka jednoho méteni délend od-
mocninou z po¢tu méfeni (lze odvodit naptiklad pomoci zakona Sifeni chyb).
Nazyva se pak smérodatnd odchylka aritmetického primeru

(2.3)
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Obrazek 2.2: Vyznam intervalu spolehlivosti

Odstrafime ze souboru n méfeni hrubé chyby. Hodnoty zatiZzené témito chybami
se vyrazné odlisuji od ostatnich hodnot. Je-li interval spolehlivosti dostatec¢né
siroky, lezi témér v8echny naméfené hodnoty nezatizené hrubou chybou uvnitf
tohoto intervalu (viz text nasledujiciho odstavce a obrazek a tabulka Stu-
dentovych koeficientu ). Konkrétné pro fitovani souboru naméfenych hodnot
Gaussovym rozlozenim lezi 99,73% hodnot uvnit¥ intervalu (Z — 3.5, Z + 3.55) .
Postupujme tedy takto:

i. Ze souboru namérenych hodnot uréeme aritmeticky primér z a smérodat-
nou odchylku aritmetického praméru s,.

ii. Ze souboru vyskrtejme vSechny hodnoty lezici vné intervalu (Z — 3.5, T + 3.5;) .

iii. Postup uvedeny v bodech i. a ii. opakujme tak dlouho, dokud vSechny na-
méfené hodnoty nebudou lezet uvnit¥ intervalu (z — 3.55, % + 3.55) .

S takto upravenym souborem hodnot zbyva uréit interval spolehlivosti pro zvo-
lenou hladinu spolehlivosti (viz nésledujici bod).

Pomoci aritmetického priméru & a smérodatné odchylky aritmetického prameé-
ru s, lze vytvorit interval spolehlivosti [T — tpysy < p < T + tpyS,|, v némz
s urcitou pravdépodobnosti P lezi méfené hodnoty veli¢iny x (viz obrazek
1 je stfedni hodnota rozdéleni, kterym se pokouSime fitovat rozlozeni namére-
nych veli¢in).

Tuto pravdépodobnost P nazyvame hladinou (irovni) spolehlivosti, koeficienty
tpy jsou pro tyto trovné tabelovany (Jde o koeficienty tzv. Studentova rozdéleni,
které ma jediny volny parametr, a to pocet stupnd volnosti v = n — 1. Pro
nekonecny pocet méfeni prechazi toto rozdéleni v Gaussovo normalni rozdéleni

— viz tabulka [I]/.).
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Vysledek méreni pak zapisujeme ve tvaru

x= (T +tpys,)[X] pro P=...%. (2.4)

(f) Zvazme jesté vliv chyby méricich piistroji. Je to chyba krajni (tradi¢né se
znadi k), to znamena chyba pro hladinu spolehlivosti 99,73%. U méricich pii-
stroji se stupnici mé velikost jednoho dilku stupnice, u digitalnich mé¥icich
pristroja byva uvedena v manuélu, u ruckovych elektrickych pfistroju se pocita
pomoci t¥{dy presnosti, uvedené pifimo na stupnici, u méfeni stopkami je po-
tfeba zapoditat i reakéni dobu. Jeji velikost porovnejme s velikosti smérodatné
odchylky aritmetického pruméru prepocitanou pomoci Studentovych koeficientt
na stejnou hladinu spolehlivosti. Celkova chyba je pak sou¢tem chyby uréené smé-
rodatnou odchylkou a chyby méficiho piistroje.

v o

Pokud je chyba mériciho pristroje mnohem mensi neZ chyba uréend smérodat-
nou odchylkou, miZeme ji zanedbat. Pokud vsak je chyba urcéend smérodatnou
odchylkou nulovd (napiiklad posuvnym méFitkem mérime neustdle stejnou hod-
notu délky), neznamend to, Ze mérent je zcela bez chyby, ale Ze je zatiZeno chybou
mérictho pFistroje!!!

(g) Chyby méficich pristroji pro konkrétni méfeni

i. Pristroje s linedrni stupnici (napiiklad: pravitko, posuvné méfitko, rtutovy
teplomér, U-trubice na méteni tlaku, ....). Zde je krajni chyba rovna velikosti
jednoho dilku stupnice ptistroje, napfiklad 1mm u bézného pravitka.

ii. Ruckové meérici piistroje (voltmetr, ampérmetr, ...) Zde je tfeba umét desif-
rovat symboly uvedené pod stupnici (napsat na toto misto tabulku symboli
pro analogové méfici pfistroje nebo s ni studenty viibec neseznamovat?).
Pro urceni chyby je dilezité ¢islo uvedené nad vodorovnou ¢arkou (u stej-
nosmérnych méfaki) nebo nad vlnovkou (u st¥idavych méraki). Toto ¢islo
udéava krajni chybu relativné, tj. v procentech z daného rozsahu.

Priklad: Méfeni analogovym voltmetrem

Analogovy multimetr METRAHIT1A (http://www.metra.cz/)

méfici rozsah 0-50 V stejnosmérného napéti

krajni chyba je 2,5% z uvedného rozsahu (tfida pfesnosti)

byly namétfeny dvé hodnoty, a to Uy =8V a Uy = 42V.
Krajni chyba je tedy kU = %.50\/ = 1,25V. Naméfené hodnoty je tfeba uvést
s chybou jako

Uy = (8,00£1,25)V=(8+1)V,
Uy = (42,00£1,25)V = (42 + 1)V.

Napéti U; je zatizeno daleko vétsi chybou nez Us, stadi urcit relativni chybu dy
jako podil chyby kU a naméfené hodnoty napéti:

h:Ul 1V
o = —=—-—=12,5
U, U] SV ) %a
KJUQ 1V
) = — =—=24%.
ve 0 sy 2

Tento vypocet ukazuje, pro¢ je vhodné pfi méfeni analogovym pfistrojem volit
rozsah stupnice tak, aby se rucicka pohybovala za polovinou stupnice.


http://www.metra.cz/
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iii. DigitdIni méfici pFistroje - je potfeba mit manudl, ve kterém je uvedena
chyba pfistroje. Z néj vycteme, jak chybu méfeni urcovat. Véts§inou ma
chyba dvé slozky: procento z méfené hodnoty a digits (d, dgs) = pocet
jednotek na poslednim desetinném misté daného rozsahu.

Priklad: Méreni digitalnim voltmetrem

Pro digitalni multimetr METRAHIT WORLD je pro stejnosmérny rozsah napéti
do 60V uvedena chyba (£1% + 3d). Prvni ¢islo udava procento z méfené hodnoty,
druhé ¢islo je pocet jednotek na poslednim desetinném misté aktualniho rozsahu
(tzv. digits).

Napriklad méfime-li na rozsahu 60 V napéti U; = 8,132V, je celkova krajni chyba
rovna

kU = +1%z8,132V +£3%0,001V = (0,081 +0,003) V=0,084V.

Mé&fime-li na témze rozsahu napéti Uy = 42,12V (displej ma pro &isla 4 pozice),
je celkové krajni chyba rovna

KUy = +1%z42,12V£3%0,01V = (0,42 +0,03)V = 0,45V,

Relativni chyby pak jsou

kU, 0,084V

Sy, = Lo —1,03

Ui U, 8,132V %,
KUy 0,45V

ov, = Uy, 42,12V = 1,07%.

Méfreni velké i malé hodnoty na témze rozsahu jsou srovnatelné presna.

iv. Meéreni pomoci pocitace hodi se néco napsat?
(h) Dodatky:
i. Dopsat zdivodnéni predchozich vztaht z pozice matematické statistiky

nebo dat jen odkazy na vhodnou literaturu? Napsat néco o Gaussové a ji-
nych rozdélenich? Jak moc dukladné?

2.1..2 Neprimo mérené veli¢iny

Veli¢iny méfené pomoci méticiho piistroje cejchované v jinych jednotkach (napf. ter-
moclanek, kdy je teplota uréena pomoci namétrenych hodnot napéti, nebo kapalinovy
teplomér, kdy je teplota urcena vyskou hladiny kapaliny v kapilafe) anebo ¢ast&ji po-
¢itané pomoci piimo méfenych veli¢in (hustota kapaliny (pyknometrickou metodou,
nikoliv Mohrovymi vazkami!), objem télesa (vypo¢tem z rozméri, ne pomoci kapa-
liny a odmérného valce), vykon (pomoci proudu a napéti, ne pomoci wattmetru),
povrchové napéti (kapkova metoda, odtrhévaci metoda, ...) a dalsi...).

Vztahy pouzivané pro vypocet chyb jsou odvozeny na zakladé nasledujicich pfedpo-
klad:

i. Nepfimo mérené veli¢ina y zavisi na n piimo méfenych veli¢inach, n > 1 :

yzf(xl,xg,...,xn). (2.5)
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ii. Pro platnost zékona Sifeni chyb pfedpokladame, ze tato funkce neni silné neli-
nearni a neprochazi v misté aritmetického primeéru hodnot z; az z,, extrémem.

iii. Pokud neni funkce silné nelinearni a pokud maji veli¢iny x; aZ x, normalni
rozdéleni, mé veli¢ina y také normélni rozdéleni.

Zpracovani hodnot pro nepfimo méienou veli¢inu:

(a) Ur¢eme aritmetické praméry @i, o, ... Tp.

(b) Urceme vySe uvedenym postupem smérodatné odchylky arimetrického priméru
Sz1sSagy - - - Sz, (VEetné vyloueni hrubych chyb).

(¢) Ur¢eme hodnotu nepiimo méfené veli¢iny
y= f(Z1,T2,...,Tn). (2.6)

(d) Uréime odchylku nepfimo méfené veli¢iny

of i 2 of ’ 2 of 2 2
- Gra A .. — 9.
v \/<0$1>x1i1 S * <8ZL’2 To=7s Sz + + 8.1‘n — Stn> ( 7)

kde symbol < g g{ ) znamené provést parcialni derivaci funkce f podle pro-
Y mi =T

ménné x; a vysledek vy¢islit pro z; = Z; pro kazdé 1 < i < n (pfi parcidlnim de-
rivovani je jedinou proménnou zkoumané z;, ostatni veli¢iny 1, ..., T;—1, Tit1, - -
se pfi ném povazuji za konstanty).

(e) Dopocitejme jesté relativni chybu

(2.8)

(=2}
<
|
<L ‘qén

(f) Pokud plati bod iii., mé veli¢ina y normalni rozdéleni, a pak lze stanovit i in-
terval spolehlivosti
y = (£ kpoosy) proP = ... %.

Je ov8em potieba mit jednotlivé chyby pfimo méfenych veli¢in prevedené na
stejné hladiny spolehlivosti.

(g) Pro pfipad nékterych konkrétnich funkci f(z1,x2,...,2,) je jednodussi spo-
¢itat nejprve relativni chybu dy a z ni teprve chybu absolutni (smérodatnou
odchylku). Toto lépe ukaze cvifeni — matematické (dodatek i aplikace na
ur¢ovani tihového zrychleni z doby kyvu matematického kyvadla (dodatek .

2.2. Meéreni zavislosti a jejich zpracovani
2.2..1 Kresleni grafti

Graf mé byt predevsim prehledny a nazorny. Pii jeho kresleni se drzime téchto pra-
videl:

(a) Na vodorovnou osu vynasime nezavisle proménnou, na svislou zavisle promén-
nou.

Ty
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(b)

O]

VA charakteristika diody

Zavislost
IImAlA 1
45 45,001
40 t 39
35 35,0
| 30 - — — — — —
30 286
25 |
20 ; 20 1 ! '
] 5 l--- I[12,9,22,5]
10 1 I I
6 b — — -1 ___
5 4 3,07+ [
0 0,000 s >
0 0249 731013815 U

Obrazek 2.3: Dobfe a $patné zakresleny graf

Jednotky na osach volime tak, aby graf pokryl na $itku i vysku cca 80% plochy.
(Na kazdé ose muZe byt jiné méfitko, jde o to, aby graf nebyl natésnan v tizkém
prouzku.)

Prisecik os nemusi byt pocatek, aby v grafu nebylo zbytecné volné misto bez
bodu.

Stupnice popisujeme rovnomérné, nevynasime na né naméfené hodnoty, osu
ukonéime Sipkou, nezapomeneme na konec osy napsat mérenou veli¢inu a jeji
jednotku.

Volbu mé¥itek provadime pokud mozno tak, aby pfesnost odectu bodu z grafu
byla srovnatelné s pfesnosti méreni.

Do grafii nezakreslujeme mfizky, propojeni jednotlivych bodi k hodnotam na
oséch, a to predevsim v pripadé, Ze rysujeme na milimetrovy papir.

Body vyznacujeme kiizky, kolecky, ¢tverecky, ..., vhodné velikosti, nikdy ne
teckami, nikdy k nim nevypisujeme hodnoty.

Stupnice volime tak, aby prokladana zavislost byla co nejvice linearni (mtzeme
napiiklad pouzivat nejen linearni, ale i kvadratické ¢i logaritmické stupnice).

Prokladame-li kifivku bez pouziti pocitace nebo bez znalosti parametru pro-
kladu, ¢ili tzv. ,od oka“, prokladdme kfivku hladkou, bez zlomii, tak aby pocet
bodua pod a nad kiivkou byl stejny. Nikdy nespojujeme body lomenou ¢arou!

Je-li v grafu vice kfivek, odlisime je barevné ¢i typem ¢ary a pridame legendu.

Nékdy je vhodné do grafu vynaset i interval spolehlivosti pro jednotlivé hodnoty,
napifklad pomoci krajni chyby (P=99,73%).

Do zahlavi grafu zapiSeme nazev vystihujici obsah grafu.

Na obrazku [2.3] jsou piiklady spravné a nespravné nakresleného grafu.

2.2..2 Metoda nejmensich ¢tverci — proklad graft, obvykle primkou

Jedna se o metodu prolozeni funkce y = f(z), ktera mé co nejlépe vystihnout zavis-
lost, které je mezi n naméfenymi hodnotami [z;, y;], 7 = 1...n. Lze ukizat (napiiklad
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XIX]

Obrazek 2.4: Grafické znazornéni metody nejmensich ¢tverci

viz [6]), Ze takovato funkce méa splhovat podminku, Ze funkce S ma minimélni hod-
notu,

S= Z (f(z:) — yz‘)Z-
i=1

Funkce S je souctem kvadrati rozdilt zadanych a funkénich hodnot, coz vlastné
urc¢uje nazev metody (viz obrazek . Zderivovanim tohoto sou¢tu kvadrati odchy-
lek S podle parametrit A; funkce f(z) a nalezenim jejich minima ziskdme hodnoty
parametri funkce f(z), pro niz se tato funkce nejvice blizi naméfenym hodnotam ;.

Platnost metody nejmensich étverci:

Mezi veli¢inami x a y opravdu existuje zavislost.

K urceni hledanych parametri funkce f je potfeba namérit alespon tolik riznych
dvojic [z;,y;], kolik je hledanych parametri (napf. na proklad pfimkou y =
A + B.z alespon dvé dvojice).

Predpokladame, Zze hodnoty = nejsou zatiZzeny zadnou chybou (pokud tento
predpoklad neplati, pouzivime tento postup védomé se systematickou chybou.
Presnéjsi je v takovémto piipadé pouZzit ortogonalni regresi [4]).

Hodnoty y; jsou ndhodné, nejsou v8ak zatiZeny hrubymi nebo systematickymi
chybami.

Vztahy pro parametry nejéastéji pouzivanych zavislosti f(z):

Linearni zavislost y = A + B.x (mame n naméfenych dvojic [z;,y], i = 1...n,
n > 2, sCitame pies viechna n):

B — MATWim) T Y g Ty wi > Ty
ny - (2 @) ny i -( i)

Pro odhad chyby plati (viz [7])

SOZZ(BZE¢+A—yi)2 S:\/%

e [
SB = S- n. > (L xi)? A= S n. a2 z;)?

B:B:i:SBtpm_g A:A:tsAtpm_g,
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kde tp,,—2 jsou koeficienty Studentova rozdéleni (viz tabulka )

e Kvadraticka zavislost y = A + B.z + C.z? (mame n naméfenych dvojic [x;, v,

i=1...n,n > 3, s¢itame pfes viechna n): Provedeme pfimé derivovani vztahu
S = (yZ — (A+ B.x; + C’.x%))Q podle parametri A, B, C' a najdeme pak jejich
hodnotu (tento vypocet je uveden v [1] véetné vysledkit).
Druhou moznosti je vynéset na osu x druhé mocniny namérenych hodnot X; =
m? a pro dvojice [X;, y;| spocitat parametry linearni zévislosti y = Ay + B1 X =
Ay + Bi2?. V grafu je jiz pouhym pohledem vidét linearitu, p¥ipadné nelinearitu
hodnot, také takovyto graf lépe nez kvadratickd zavislost odhali hrubé chyby
méfeni — hodnoty jimi zatizené ,odskakuji* od linedrniho trendu do plochy.

e Proklad polynomem vyssiho stupné y = Ag + Aj.x + Az.2? + ... + A,,.2™ (mame n
naméfenych dvojic [x;,y;], i = 1...n, n > m, sCitame pies v8echna n): Obecné
rovnice pro vypocet (prevzato z [I]) jsou tvaru

TLAo—i-AlZ{L'i—i-...—i-Ame;n = Zyi (2.9)
: (2.11)
AOZJUQ”—FAle;”H—i—...—FAmZx%m = Zxryl (2.12)

Tuto soustavu rovnic Ize fesit, napiiklad maticovou metodou, ale tento vypocet
je rozumnéjsi prenechat pocitaci.
e Proklad zavislosti pro funkci exponencialni

Tento kol lze snadno prevést na tkol predchozi, totiz proklad grafu p¥imkou.
Tento proklad ndm umozni navic i zjistit, zda je predpoklad exponencialni za-
vislosti u danych naméfenych hodnot na misté (viz komentar k obdobnému
postupu u kvadratické zavislosti. Uvazujme o situaci, kdy zavisle proménnéa y
zévisi na nezavisle proménné x exponencialné, ¢ili

Yy = A1.€B'x,

kde Aj, B jsou konstanty (realné ¢isla) a e = 2,71828. .. je zéklad pfirozenych

logaritmt. Pfipomenme si néktera pravidla pro pocitani s logaritmy:

(a) Logaritmus soucinu je soucet logaritmit: log,(z1.22) = log, 1 + log, z2, a
je zaklad logaritmu.

(b) Logaritmus podilu je rozdil logaritmu: log, % = log, x1 — log, x2.

(¢) Mocninu logaritmujeme, pokud logaritmus zakladu mocniny x vynasobime
exponentem mocniny n: log, ™ = n.log, x. Protoze odmocninu lze zapsat
jako x = x%, lze takto logaritmovat i odmocniny: log, /x = % log,, x.

(d) Pfimo z definice zakladu logaritmu plyne, Ze log, a = 1.

Zlogaritmujme nyni vySe uvedenou rovnici (In = log,) a pomoci téchto pravidel

Ji upravme:
Iny = In (Al.eB'x)
Iny = InA;+1In (eB'x)
Iny = InA;+(B.x).lne
—~~ —~—
ozn.Y ozn.A =1

Y = A+ B.x.
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Y=Iny4

Y=A
Iny=1InA,

7

Obrazek 2.5: Pfevod exponencialni na linearni zavislost — vyznam koeficient

Tato zavislost je tedy zfejmé linearni. Staci tedy do grafu vynéaset misto dvo-
jic hodnot [z,y] dvojice hodnot [z,Iny] = [z,Y], a pak témito body prolozit
pifmku. Pro jeji parametry plati: A =1In A; = A; = e?, B je smérnice piimky
(viz obrézek [2.5), obvykle je fyzikalné dilezitéjsi prave B.

Jako priklad uvadime vypocet koeficientu linearni absorpce ve skle (viz pfi-

Klady [B).

2.2..3 Dodatky:

o Odvozeni metody nejmensich étverci
Nejprve zopakujme podminky platnosti této metody:
Platnost metody nejmensich étverci:

— Mezi veli¢inami x a y opravdu existuje zavislost.

— K urceni hledanych parametra funkce f je potfeba namérit alespon to-
lik raznych dvojic [z;,y;], kolik je hledanych parametri (napf. na proklad
pfimkou y = A + B.x alespon dvé dvojice).

— Predpokladame, ze hodnoty z nejsou zatizeny zadnou chybou (pokud tento
predpoklad neplati, pouzivame tento postup védomé se systematickou chy-
bou. Pfesnéjsi je v takovémto pfipadé pouzit ortogonalni regresi [4]).

— Hodnoty y; jsou ndhodné, nejsou vSak zatizeny hrubymi nebo systematic-
kymi chybami.

Snazime se, aby funkce

3

S =" (flwi, A1, Ap) — yi)?

i=1

méla minimalni hodnotu. Proto musime provést derivaci této funkce podle jejich
parametri Ay, Ao, ... Ay :

as

0A; N
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Omezme se na tvar funkce

f(x) = Aifi(z) + Asfo(z) 4+ ... + Ap (),

¢ili na linearnf regresni funkci (vzhledem k jejim parametrim Aj;). Vyraz pro S
je tvaru

S= (Avfi(wi) + Aafo(@i) + .. + A fm (i) — 1)
=1

Zavedeme-li oznaceni

Qnj = iy fu(@a) fi(zi) aqn =320 fu(@)yi h=1,2,...,m,
je podminka minima tvaru:

oS

— =0 = thAl—i—qthQ—f—...—l—q;mAn:ah, h=1,2,...,m.
0Ay

Jedn4 se tedy o soustavu n rovnic o n nezndmych, kterd je za predpokladu
regularnosti matice (det A # 0) FeSitelna Cramerovym pravidlem:

qu  q12 .- qiu-1) 91 9i(h+1) -+ 9Im
@1 922 .- 42(h-1) 492 Q2(h+1) --- P2m
Ah:ddetih: Gm1 qm2 -+ Gmh-1) 9m  G2(h+1) --- Gmm h=12,
et qi1r q12 -+ im
g1 422 --- 42m
dm1 dm2 ... mm

Vypocet vice ozfejmi konkrétni matematicky piiklad (viz dodatek EE[)

e Proklad v pocitacovém programu — vyznam tdaju — napsat???

e Jak udélat metodu nejmensich ¢tverct, je-li osa x zatiZena chybou = ortogonalni
regrese podle [4] — napsat???

2.2..4 Interpolace a extrapolace

Interpolovat a extrapolovat miZeme v podstaté libovolnou funkci, ale nejbéznéji po-
uzivanou funkci je rovnice piimky — pak hovorime o linearni interpolaci a extrapolaci.

Linearni interpolace (extrapolace)

Lineéarni interpolace a extrapolace jsou metody nalezeni odhadu hodnoty naméie-
né veli¢iny uvnit¥ a vné intervalu naméfenych dvojic velicin [z;,y], ¢ = 1,...,n,
n > 2, které jsou spojeny linearni zavislosti (nebo zavislosti, kterou lze v daném
intervalu hodnot povaZovat za linearni). Jsou to metody uZitecné, oviem musime
vzdy zvazit vhodnost jejich pouziti pro danou zéavislost, zvlasté v piipadé extrapolace,
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A -
yl[Y] .

Yexter 7

>

Xexter x[X]

Obrézek 2.6: Linearni interpolace (extrapolace — ¢arkovana ¢ast piimky)

kde se pohybujeme uz v oblasti mimo interval namérenych veli¢in, ve které nemusi
predpoklad linearity platit.

Predpokladédme, ze funkéni zavislost mezi dvéma naméfenymi hodnotami je linearni
(v grafu je to usec¢ka). Hleddme hodnotu y pro zvolené x na této usecce. V obrazku
1ze najit podobné trojuhelniky (véta uu), pro které plyne:

Yy—mu _ Y2 — W%
x—x1 To—T1

Pro hledanou hodnotu y prislusnou danému x dostaneme dpravou:

r — I

y=y1+ (y2—y1)——.
Tro — T1

Priiklad interpolace a extrapolace

Hmotnost ro¢niho chlapce je 13 kg, vaha téhoz ditéte jako dvouletého je 15kg. Urcete jeho
vahu porodni (v&k 0 let) a hmotnost po dosazeni plnoletosti.

Provedeme-li vypocet porodni vahy a hmotnosti v plnoletosti extrapolaci, dostaneme:

5 1) [kg] = (134 (15— 13).(—-1)) kg = 11kg.

18 -1
2-1

mgy = (ml + (mg —my)

Mo

<m1 + (mg — myq) ) [kg] = (134 (15 — 13).17) kg = 47kg.

Zkusme vyjit z bézné porodni vahy my = 3, 5kg a vahy v jednom roce m; = 13kg. Pro vihu
ve dvou letech a v plnoletosti pak dostaneme:

my = (mo + (my — mo)l : 0) ke] = (3,5 + (13 — 3,5).2) kg = 22, 5kg.
18 -0
s = (ml + (mz = m1) T ) [ke] = (13 + (13 — 3,5).18) kg = 184 kg.

Je jasné, ze obé extrapolace vedou k nesmyslnym vysledktim. Vahovy prirtstek ditéte mezi
jednim a dvéma roky je celkem rovnomérny, ale tento pfedpoklad neni splnén v obdobi
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0-1 rok, kdy velmi rychle piibyva (od okamziku, kdy pTestane t&sné po narozeni hubnout,
coz je také normalni, ale vétsina statistik o nejvySe prvnim tydnu Zivota neuvazuje), pak
se tento prirtstek zpomaluje a k dalsimu, tentokrat pomalejsimu, prirustku vihy dochéazi
v obdobi puberty a postpuberty. Linearni extrapolace pro tyto situace neni tedy vhodna.
Nahlédnéte napiiklad na stranky, na nichZ jsou uvedeny vahové a vysSkové grafy véetné
percentili pro populaci: http://www. ... Rust, vyska a hmotnost ditéte, percentilové grafy,
rustove tabulky.html.

Chybi jesté néco podstatného?

A Priklady k procviceni — matematika

Primo mérené veli¢iny — statistické zpracovani méreni
1. Zpracovani piimo méfenych veli¢in — Néco sepsat?

N

2. Chyby méficich pfistroji — Néco napsat?

Nepiimo méfené velic¢iny — Zakon Sifeni chyb

Zadani:
. Urcete vztah pro zakon prenosu chyb pro linearni zavislost y = +Axy + Bxs.

. Uréete vztah pro zakon pfenosu chyb pro polynom y = +Ax7,n # 0, —1.

A..’El

Z2

1

2

3. Urcéete vztah pro zakon Sifeni chyb v sou¢inu y = A.xq.x5.
4. Urcete vztah pro zékon Sifeni chyb v podilu y =

5

. Urcete vztah pro zakon §ifeni chyb pfi vypoctu hustoty jistého kovu, z néjz je vyrobena
krychle o hmotnosti m a o hrané a.

6. Vymyslet jich vic pro konkrétni fyzikalni situace, v nichz plati sou¢inové vztahy?
Reseni:

1. Urcete vztah pro zékon prenosu chyb pro linearni zavislost y = + Az; + Bas.

Urc¢eme nejprve jednotlivé parcialni derivace

of _ of _

Dosazenim do zakona §ifeni chyb dostaneme

2 2
- \/(iA) s2. + (£B)%s2, = \/m

2. Urcete vztah pro zakon pfenosu chyb pro polynom y = +Ax7,n # 0, —1.

Nejprve provedme derivaci

— = Ana?!
8%1 1

Dosazenim do zakona §ifeni chyb dostaneme

_ —n—1\2 2 —-n—1
sy =1/ (Anzi™") " 2 = Anal " .s,,.


http://www.zbynekmlcoch.cz/info/ostatni_obory/rust_vyska_a_hmotnost_ditete_percentilove_grafy_rustove_tabulky.html
http://www.zbynekmlcoch.cz/info/ostatni_obory/rust_vyska_a_hmotnost_ditete_percentilove_grafy_rustove_tabulky.html
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Spocitejme relativni chybu

~=n—1

5 oS _ AnTy" 8y, Spy 5

V== g g, = e
7] ZY Z

Relativni chyba je tedy n-nasobkem relativni chyby veli¢iny x;, pfiemz n je mocninou
v daném polynomu.

3. Urcéete vztah pro zakon sifeni chyb v sou¢inu y = A.xq.x5.

Uréeme nejprve jednotlivé parcialni derivace

of _ of _
dxy A.’I;Q Bxy A.xl

Dosadime do zakona S§ifeni chyb

Uréeme relativni chybu

— \2 — \2
5 Sy _ \/ (AZ2)" 3, +(AZ1)" s, [(AZ2)®s2, + (A71)%s2,  [s2, 82
Yo g ATy A27232 2z

Vyslednéa relativni chyba sou¢inu méa jednoduché vyjadreni

0y = \/ 5:%1 + 5%2

o . PN . _ A
4. Urcete vztah pro zakon §ifeni chyb v podilu y = ?“
Urcéeme nejprve jednotlivé parcialni derivace
af _ A df _  Axy
or1 =~ T2 Oxy xg :

Dosadime do zakona S$ifeni{ chyb:

Vyjadieni pro vyslednou relativni chybu podilu je stejné jako pro relativni chybu soucinu:

0y = /02, + 62,

5. UrcCete vztah pro zakon $ifeni chyb pii vypoétu hustoty jistého kovu, z néjz je vyrobena
krychle o hmotnosti m a o hrané a.

Jednotlivymi pfimo méfenymi veli¢inami jsou x; = m, x2 = a, nepfimo méfenou veli¢inou
je hustota (y = p). Zavislost veli¢in je ddna vztahem

m (: m.aiS) .

P:$

Podle vysledki predchozich pfikladii mizeme rovnou napsat

85, =1/02, 4 (—3.0,)" = /32, + 9.52.

Je tedy jasné, ze vyslednou chybu vice ovliviiuje nepfesnost méreni délky, ktera se vyskytuje
ve vzorci pro hustotu ve tfeti mocning, nez nepresnost méreni hmotnosti, které je ve vztahu
v mocniné prvni.
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Metoda nejmensich étverci:

1. Matematické procvi¢eni Cramerova pravidla:

Reste soustavu rovnic Cramerovym pravidlem:

3A; +2A2 + A3 =
2A5 4+ 343 =
A —2A5 —3A3 =

Reseni: Nejprve ovérme nenulovost determinantu soustavy A:

3 2 1

detA=|0 2 3 |=32(=3)+231+1.0.(-2)—1.21-2.0.(=3)—33.(=2) =440

1 -2 -3 —18+4-64+0—240+18

Nyni uréeme jednotlivé proménné:

1 2 1
A L det A L 2 2 3
= ——.de = -
. det A 17y
3 -2 -3
1 20
Ay = 1 1.2.(-3)+233+1.2(-2)—1.23-2.2.(-3) - 1.3.(-2) = Vil 5
—6+18—4—6+12+6
31 1
Ay = b det Ay = 1 0 2 3
27 detd 27y
1 3 -3
1 —44
Ay = 1 32(-3)+1314+1.03-121-333-(-3).1.0= - = —11
—1843-0—2-27—0
) ) 3 1
A3 = mdet A3 = Z 0 2
1 -2 3
1 32
Az = 1 3.23+22141.0.(-2)—-1.21—-2.(-2).3—-3.2.0) = T 8.

18+4+0—-24+12—-0

Provedme 1 zkousku.

35+2.(-11)+18=15-2248 =
2.(—11)+38=-22+24 =
5-2(—11)—38=5+22—24

2. Odvozeni rovnice linearni regrese pro pfimku
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Rovnice pfimky ma m = 2 parametry, A; = A a A; = B, funkce S je tvaru

n

(f(z:) —wi)? = Z(A + Bx; —y;)? =

=1

S =

I

s
Il
—

(A% 4+ B*2? + y? + 2ABx; — 2Ay; — 2Bxy;),

I

s
Il
-

n je po¢et naméfenych dvojic hodnot [x;,y;]. P¥imym zderivovanim podle parametri A, B
dostaneme:

g—i = n.2A+2Bixi—2iyi:O

a8 n , n n
9B QB;.Ii—I—ZA;xi—Z;Z‘iyi:O

Dale upravime:

n.A—i—an:mZ— = En:yz
i=1

n 2:1 n
AZzi+Bfo = szyl
i=1 i=1 i=1

a TeSime s¢itaci metodou:

n n n n n n n
2 2
Alnd af = wiy wi)| = D ow Y wi =) i)
=1 =1 i=1 =1 i=1 i=1 i=1
n n n n n n
2
B E IZE wz—fn.g x; = E yzg xifn.g ZiYi,
=1 =1 =1 =1 =1 =1

odkud Ize spocitat hodnoty parametri A a B.
3. Urcete rovnici linearni regrese — piimku prochéazejici body [1, 3], [2, 5].

Dosadime do ptedchozich vysledki:

2.0 iy — Sy S 2.(1.34+25) — (3+5).(1+2)

B = -
2.3 2~ L @i Yy T 2.(12 4+ 22) — (1 +2)2
_ S i Yoy T S Tl Yoy T _ (3+45).(12+2%) — (1.3425).(1+2) _ .
2. Z?:l a7 — Z?:l Ly Z?:l i 2.(12+22) — (1+2)2

Rovnice je tedy tvaru y = 1+ 2.2, coz se da ovérit klasickym vypoctem parametrické rovnice
primky prochézejici zadanymi body. Uréime-li jesté zbytkovou jesté zbytkovou sumu ¢tverct,
zjistime, Ze je nulova, protoZe oba body lezi na pfimce. Abychom mohli ur¢it i parametr s,
pridejme jesté jeden bod lezici na téze p¥imce, napiiklad [0, 1]. Dostaneme:

So=S"(Bri+A—y)?=(21+1-32+(22+1-52+(20+1—1)?) =0.
0 0
_ n _ 3 o
5B = $. W - O-\/3.(12+22+02)—(1+2+0)2 =0

_ 1242240 _
SA =8\ sz—(Zac Ty ey = O \/3 @422 +00) (172707 — 0
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Ptimka tedy prochazi témito body presné.
Uvazujme o situaci, kdy mame t¥i body, které geometricky nelezi v jedné piimce, naptiklad
[1,3],]2,5],[0,1.5]. Provedme vypocet znovu:

3 3 3
3D i1 Tili — D Yir dim1 Ti

3.3 a? = Y @i Yy @
3.(1.3425+40.1,5) —(3+5+1,5).(1+2+0)
= =1,75
3.(124+22+0%)—(14+2+40)?

3 3 3 3
A — Dic1 Vi Dim x? — Doim1 Tilie )iy T _

3. Z?:l a7 — Z?:l Li- Z?:1 Ti
. (3+45+1,5).(12+22+0%) — (1.34+25+0.1,5).(1 +2+0) L 1o
N 3.(12 422 4+ 02) — (1 42+ 0)2 -

Urcéeme jesté zbytkovou sumu ¢étverci a chyby:

So=S"(Bx;+A—y)® = ((1,75.1+ 1,42 — 3)2 4+ (1,75.2 + 1,42 — 5)% +
0,0289 0,0064
+(1,75.0 + 1,42 — 1,5)%) = 0,0417.

0,0064

s = /2 = /34T =0,2042
— n _ 3 _
s =5\ osmrisay = O 2042.\/3.(12+22+02)_(1+2+0)2 — 0,1444

— . > — 12492402 —
SpA = S. W = O, 2042.\/34(12+22+00)_(1+2+0)2 = 0, 1864

Zvolime-li hladinu spolehlivosti 0,6827 (smérodatna odchylka), je Studentiv koeficient 1,321,
a pak dostaneme hodnoty

B=B+sptp,_o=175+0,1444.1,321 = 1,75+ 0, 19,
A=A+ satp,_o=1,4240,1864.1,321 = 1,42 £ 0, 25.

B Priklady k procviceni — fyzika

Zakon §ifeni chyb — Konkrétni pripady — matematické kyvadlo

Jakym zpusobem lze uréit tihové zrychleni? Jedna z moZnosti je pomoci periody matema-
tického kyvadla (viz Obrazek . Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod zavéSeny na
nehmotném zavésu (p¥i praktické realizaci tedy musime dbat, aby hmotnost zavazi byla mnohem
v&tsi nez hmotnost niti, na niz zavazi visi).

Pohybovou rovnici kyvadla 1ze odvodit dvojim zptsobem:

1. Pomoci druhé impulzové véty (analogie druhé Newtonovy rovnice pro rotujici systém):

JE=7xF.
Moment setrva¢nosti hmotného bodu ve vzdalenosti [ od osy otageni je roven J = m.l2.
: . c o dF e o . . P .. P
Uhlové zrychleni € = 7% ma smér z papiru k ndm, ramenem sily 7 je spojnice osy otécent

a okamzité polohy hmotného bodu. Orientace je k hmotnému bodu, délka je I. Z vlastnosti
vektorového soucinu vyplyva, Ze jedinou silou s pohybovym tuc¢inkem je slozka sily tithové do
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l.cosg

Obréazek 2.7: Matematické kyvadlo

sméru te¢ného k trajektorii F' = m.g.sin ¢ (slozky do sméru ramene sily maji nulovy silovy
moment). Sestavme tedy pohybovou rovnici

Je = Fl
d2
mlz.% = —mgsiny.l
g
Tl + jsmga = 0

2. Pomoci zakona zachovani energie lze k posledni uvedené rovnici dojit také: Potencialni ener-
gie kyvadla ve vysce hy,q, pii maximalni vychylce matematického kyvadla (nulovou hladinu
potencialni energie volime v rovnovazné poloze) je rovna souctu potencialni energie kyvadla
ve vysce h a kinetické energie kyvadla v této vysce. Protoze rychlost kyvadla v = 1.4 “ a pro
vysku h plati h =1 —lcosp = I(1 — cos ¢), dostaneme

Ep(‘Pmaw) = Ep(‘P)‘i'Ek(SO)

1 d
mgl(1 — cos Pmaz) = mgl(l —cosp)+ M- (l df)

gl(L — cos pmaz) = gl(1 —cosep)+ l2<cf;:>

Rovnici zderivujme podle ¢asu:
dy do\ d?
0 = glblng&——l—le < go) Ld

dt dt ) dt?
dep
2 _
(glsmcp+l dt2>dt = 0,

pfiéemz Vyraz v zévorce je Vyée uvedena pohybové rovnice.

pro malé thly sin ¢ = ¢ a rovnice -

Po g
ﬁ—kjsm(p:() (2.13)
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piejde v rovnici 2.14]
Co 9, 4 (2.14)
az T 7T '

ktera je exaktné feSitelné, a pro periodu kyvadla plati

!
T = 277\/;. (2.15)

Vyjadiime-li z tohoto vztahu tihové zrychleni, dostaneme

2

g= A‘TLZ . (2.16)
Je potieba si uvédomit, ze jsme pouzili aproximaci pro malé thly. Musi pro né platit sin ¢ =
©, coz plati pro ¢ < 5° (hodnoty sinu a thlu v radidnech se lisi aZ na ¢tvrtém desetinném
misté). Napfiklad pro kyvadlo délky 1 m lze vychylit kyvadlo jen o 87mm. Pokud vychylime
kyvadlo vice, je méfeni zatiZeno systematickou chybou, skuteéna perioda je vétsi nez perioda
uréend pomoci vztahu

1\? 1.3\*
Tocapros = T <1 + (2> sin? “0"2““” + (24) sin’ % ¥ > , (2.17)

kde @mar je maximalni vychylka matematického kyvadla (coz je konstanta). (Odvozeni
je delsi, napiSeme ho do dodatku [C|). Pokud bychom tedy poéitali tthové zrychleni podle
vztahu[2.16)a neuvazovali korigovanou periodu[2.17} ziskali bychom tihové zrychleni systema-
ticky mensi. Ale pokud dodrzime podminku ¢ < 5°, je tato systematicka chyba zanedbatelné
mala.

Chybu urceni tihového zrychleni vyjadiime jako chybu relativni, protoze toto vyjadfeni je
jednodussi nez pfimy vypocet ze zakona Sifeni chyb (viz pfedchozi ¢ast, zakon Sifeni chyb —

procvic¢eni matematiky) . Obdrzime
8y = /07 + 46%. (2.18)

Je tedy jasné vidét, Ze pro minimalizaci chyby uréeni tihového zrychleni je tfeba zméfit co
nejpresnéji periodu matematického kyvadla.

Logaritmicka regrese, linearni proklad — koeficient linearni absorpce ve skle
Dopadéa-li na sklo tloustky dx zafeni intenzity I, pak intenzita zafeni pohlcené ve skle dI je
pfimo tmérné obéma uvedeny veli¢inam:

dl = —p.I.dx,

kde zaporné znaménko znazoriiuje ubytek intenzity, p je koeficient linearni absorpce, ktery je
ve vztahu konstantou tumeérnosti. Tuto linearni diferencialni rovnici prvniho fadu (pro chemiky:
kinetika prvniho Fadu) fesime separaci proménnych a integraci pfes celou tloustku sklenéné desky:

dl

T = —pdx

dl

T = ~H / dz
InI = —px+ konst.

Konstantu zvolme tak, aby platilo, Ze p¥i tloustce skla x = 0 je I = Iy, coz je hodnota intenzity
pro dopadajici zafeni. Dostaneme konst = In I a dale upravime:

Inl —Inly = —pzx
) 1
nI—O = —ux
1
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V dalsim textu znacme tloustku skla z viceméné ze zvykovych divodu d. Pro absorpci zéfeni
ve skle tedy plati vztah
I = Ipe M,
kde I je intenzita pro§lého zareni, I je intenzita dopadajiciho zafeni, d je tloustka skla, koeficient

linearni absoprce p je zavisly na vinové délce dopadajiciho zareni. Méfime-li tedy tak, Ze za sebe
postupné fadime desticky tlousték dy, ds, . .. d,, dostavame postupné:

Il = Ioei'u’dl

I, = Ipe nlditdz)
—u(di+do+...4+dn

I, = Iye p(di+da+...+ ),

coz da celkem n dvojic hodnot [dy +...4+d;, I;],i = 1...n. Z nich spocitat u jako smérnici pfimky
prolozené grafem zévislosti
Inl =Inly— pud

(pro kontrolu mizeme zjistit i druhy parametr, Iy, ktery je méfitelny p¥imo). Porovname-li tuto
hodnotu s tabulkovou, zjistime, Ze je vidy mensi nez tabulkovi. P¥i méfeni se totiz dopoustime
systematické chyby - chyby metody. Pokud totiz dopada svétlo na sklo, ¢astené prochazi (to je
hodnota I) a Castecnd se odrazi, coz ¢ini rozdil mezi hodnotou Iy, kterou by naméfil luxmetr
pri pfimém dopadu zéfeni, a hodnotou skutec¢nou, ktera je mensi o hodnotu intenzity odrazené-
ho zafeni. Pokud mizeme uvazovat o kolmém dopadu, plati pro odrazivost rozhrani vzduch-sklo

2 2
R = (M) = (1’571 = 4%. Tato ztrata nastava na kazdém rozhrani vzduch-sklo.

NskloTNvzduch 1,541
Mame dvé moznosti, jak systematickou chybu odstranit — prvni moznosti je kipnout mezi jednotlivé

desticky imerzni olej (kapalinu o stejném nebo alespon velice blizkém indexu lomu jako ma sklo,
miZze to tedy byt i voda). K odrazu pak dochazi jen na prvni desticce, coz nevadi (hodnotu I lze
odedist z grafu). Koeficient absorpce je pak ovSem ovlivnén i absorci ve vrstvé imerzni kapaliny
neznamé tloustky. Druhou moZnosti je zapocitat odraz na kazdém sklenéném rozhrani do rovnic:

I = (1—-R)pe "
I, = (1-R)*[erditd)
In _ (17R)n1067‘u(d1+d2+“'+d"),

Rozdily obou pii{stupti naznacuje konkrétni vypocet pomoci pocitacového programu, napiiklad
Excelu, ktery si jisté zvladne sepsat ¢tenar sam.

C Matematické kyvadlo — reSeni pro velké vychylky

Provedme odvozeni vztahu pro periodu matematického kyvadla, pokud se neomezujeme na malé
thly.

Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod zavéSeny na nehmotném zavésu (pii praktické
realizaci tedy musime dbat, aby hmotnost zavaz{ byla mnohem vét$i nez hmotnost niti, na niz
zévazi visf). NapiSme zdkon zachovani energie pro toto kyvadlo: potencidlni energie v maximalni
vychylce @,q2 je rovna sou¢tu potencidlni a kinetické energie v libovolné vychylce ¢ :

1
m.g.hmae = m.g.h+ i.m.v2
1 dp\?
m.g.l.(1 — cos Pmaz) = m.gl.(l—cosp)+ =.m. fad
2 dt
(cos p — cos ) = 1 dp)*
g- 14 Pmaz) = 5\

l dy
dt = -
g2 (cos ¢ — oS Ymaz)
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l.cosg

Obréazek 3.8: Matematické kyvadlo

Nyni musime zvolit integra¢ni meze a vhodnou substituci. Pouzijme substituci

.sin ®

. (P_ . Pmazx
Sln2 = Sin B

a integrujme v mezich t =0...® =0, ¢ %. .® = 7. Tato volba zajistuje, ze v case t = 0 je
e

kyvadlo v rovnovazné poloze a v Case t = % kyvadlo v amplitudé ¢,,qz-
Postupujme takto:
sin % = sin % sin
1
5 cos gdgo = sin @ cos dP
cosp = cos2. (%) = cos? g sin? % =1-2.sn’Z d
de B sin £ex cos dP

V€08 § = COS Pmaa ccos§.\/(1— 2.5 §) — (1 - 2.5in® 500

sin £z cos dP

\/1 —sin? ¢ \/2 sin? Lo — sin? <I))
V2dd ﬁd@

=

\/1—sin2% \/l—sin2“”"%.sin2‘1>

Takovyto integral by viak nebyl exaktneé fesitelny, je to tzv. elipticky integral EllipticK( ), tabelovan
je naptiklad v Maple. Vyraz ve jmenovateli lze rozvinout v fadu:

L3 , 135 4 1357,

_1 1
1 = (1de)?=1F-.
el < (L+e) T2 51° T946° T2168°
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Nyn{ se muzeme vénovat konecné vyslednému integrovani:

% l 5 d
/ at = f/ o
0 gJo \/i (COS @ — CO8S @maw)
r ! H 1 mazr 1.3 mazr . 1.3.5 . max .
1 \/;/0 {1 + §.Sin2 @T.Sirf o + o4 sin? 2 5 .sin @ + 246 sin® %.smﬁ o+
1.3.5.7 e
5468 : 5 -sin® @t } o
l 1 max % . ].. . mazx % .
T = 44/- u + =.sin® L/ sin? ®dd + —3 sin? 14 / sin* ddP+
9|2 2 2 0 2.4 2 o
1.3.5 maz % 1357 . s Omaz [7 .
+m sin® %A sin® ®dd + 5468 sin® 1.4 2” '/0 sin® ®dd + . ..

Nyni je potfeba zintegrovat sudou mocninu funkce sinus v danych mezich. Plati:

™

2 on 1.35.....2n=1) «
> — T >1
/0 St 246....2n ‘2 POn=b
/2 sn?0dd = L -7
0 2 2 4

Posledni vyraz pak prejde do tvaru

1' N max z . ]-' oJ. . maxr z .
+£Sin6L./QSm6¢d@+ 35781118@ ./281n8<bd<1>+...
0 . 0

1.3.5.7 m
2.4.6.8'2

Nakonec dostaneme hledany vztah pro periodu kyvu matematického kyvadla s libovolné velkou

pro malé thly @4, < 5°):

l
Tneapror = 2. \/>
g

amplitudou ( vztah pro periodu T' = 2’/T.\/§ bez nasledujici zavorky pouzivime pouze v priblizeni
2 2 2
1 max 13 . maxr 1‘3'5 . max
1+ (2) .sin? 802 + (24> sin* 7('02 + (2.4.6) sin® 7@2 +
——
T

1.35.7\° ma
+( 357) singSDTwL...

2.4.6.8

D Tabulky koeficienti pro Gaussovo a Studentovo rozdéleni

Povsimnéte si, ze hodnoty pro Gaussovo rozdéleni jsou obsazeny v tabulce pro Studentovo rozdéleni
na poslednim fadku. Gaussovo rozdéleni je totiz limitnim piipadem Studentova pro nekoneény
pocet méreni.
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Studentovy koeficienty

v hladina spolehlivosti
0,5000| 0,6827| 0,9000 0,9545| 0,9973
1| 1,000 | 1,837 | 6,314 | 13,96 | 235,8
2 | 0,817 | 1,321 | 2,920 | 4,526 | 19,21
3 | 0,765 | 1,197 | 2,353 | 3,307 | 9,219
4 | 0,741 | 1,141 | 2,132 | 2,869 | 6,620
5 | 0,727 | 1,110 | 2,015 | 2,649 | 5,507
6 | 0,718 | 1,091 | 1,943 | 2,516 | 4,904
70,711 | 1,077 | 1,895 | 2,429 | 4,530
8 | 0,706 | 1,067 | 1.860 | 2,366 | 4,277
9 | 0,703 | 1,059 | 1,833 | 2,320 | 4,094
10 | 0,700 | 1,053 | 1,812 | 2,284 | 3,957
11| 0,697 | 1,048 | 1,796 | 2,255 | 3,850
12 | 0,695 | 1,043 | 1,782 | 2,231 | 3,764
13| 0,693 | 1,040 | 1,771 | 2,212 | 3,694
14 | 0,692 | 1,037 | 1,761 | 2,195 | 3,636
15| 0,691 | 1,034 | 1,753 | 2,182 | 3,586
16 | 0,690 | 1,032 | 1,746 | 2,169 | 3,544
17| 0,689 | 1,030 | 1,740 | 2,158 | 3,508
18 | 0,688 | 1,028 | 1,734 | 2,149 | 3,475
19 | 0,688 | 1,027 | 1,729 | 2,141 | 3,447
20 | 0,687 | 1,026 | 1,725 | 2,133 | 3,422
25| 0,684 | 1,021 | 1,708 | 2,105 | 3,329
30| 0,683 | 1,017 | 1,697 | 2,087 | 3,270
40 | 0,681 | 1,013 | 1,684 | 2,064 | 3,199
50 | 0,679 | 1,010 | 1,676 | 2,051 | 3,157
70 | 0,678 | 1,007 | 1,667 | 2,036 | 3,111
100| 0,677 | 1,005 | 1,660 | 2,025 | 3,077
200 0,676 | 1,003 | 1,653 | 2,013 | 3,040
oo | 0,675 | 1,000 | 1,645 | 2,000 | 3,000

Tabulka 1: Tabulka Studentovych koeficientu (pfevzato z [5]):
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Koeficienty Gaussova rozdéleni

P kp
0,500 0,674
0.683 1,000
0.950| 1,960 = 2 (konvencné)
0,990 2,576

Tabulka 2: Tabulka koeficientti pro Gaussovo rozdéleni (pfevzato z [1]):
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