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VIBRACE V MOLEKULACH:
MOLEKULA AB JAKO PROBLEM DVOU
TELES

1. PROBLEM DVOU TELES
Ucelem Te3eni problému dvou téles, je pro systém skladajici se ze dvou vzajemné interagujicich ¢astic
zjednodusit rovnice. Nejlepsi pristup je prepsat rovnice do tvaru pro centrum hmotnosti systému a dvou
castit, jejichZ pohyb se k tomuto centru hmotnosti vztahuje.
Pro lepsi predstavu si uved'me Lagrangian systému dvou vzajemné interagujicich ¢astic
L:%m1’71 2"'%mz’?z 2_U(|F1_F2|)
kde m; a m, jsou hmotnosti telesa 1 a 2 s prisluSnymi polohovymi vektory a U znaci potencalni
energii ¢astic. Nyni zaved'me relativni polohovy vektor r
r=r,—r, .
PricemZ pocatek soustavy soufadnic umistime do centra hmotnosti a plati nasledujici rovnice
m,r,+m,r,=0
pak plati
ri=m,7/(m+m,)

r,=—m,7/(m,+m,)
Dale zavedeme veliCinu zvanou redukovana hmotnost

M=m,m,/(m,+m,)
S vyuzitim téchto rovnic nyni miZeme prepsat Lagrangian soustavy dvou téles do vtaru

L:%M?z—U(r)

pri¢emZ jsme dostali rovnici, kterd popisuje pohyb ¢astice s hmotnosti M v potencidlu U(r). Dospéli
jsme tedy ke zjednoduSeni, které jiZ jsme schopni feSit a dostat pohybové rovnice systému.



2. VIBRACE MOLEKULY AB
Molekula AB ma pouze jeden stupen volnosti prisluSejici vibracim, pfi¢emZ kmity jsou podélné
(odvozeni viz. prednaska Prof. Velického). V naSem priipadé také nebudeme uvaZovat translac¢ni a
rotacni pohyby molekuly a budeme se zabyvat pouze vibracemi.
Dale povazujeme molekulu AB za systém dvou hmotnych bodi spojenych vazbou.
a) Klasicky pripad
* Pomoci Lagrangianu

atom A atom B

Na obrazku mame molekulu AB s hmotnostmi ¢astic M, a My jejichZ vzdjemnd vzdalenost je r.
Vychylku molekuly A oznacime X, amolekuly B X . PFitom aby centrum hmotnosti bylo v klidu
musi platit podminka
m,x,+mgx,=0
Lagrangian systému vypada nasledovné
1 .2, 1 o2 1 2

LZEmAxA 5 Mg X _Ek(XA_XB>
posledni clen rovnice (tedy potencidlni energie systému) je jiZz prepsana do tvaru pro vibrace
(predstavime si vazbu mezi molekulami jako pruzinku s tuhosti k). Nyni zavedem novou relativni
velicinu

X=X,—Xp
a prepiSeme Lagrangian do tvaru
L=iMx—Lkx?
2 2

kde M je nam jiZ znama redukovand hmotnost M=m,m/(m,+m)

Mame tedy Lagrangian popisujici harmonicky oscilator Castice s hmotnosti M. NapiSeme pro
tento systém pohybovou rovnici, pfiCemZ zde shrneme postup, jak se k ni dostat. Plati Lagrangeova
rovnice

doL_0L
dt 0x 0x
doL_d . . 0
—————=—(Mx)=Mx=—kx=—
dioxaf MY=ME ox
dostali jsme pohybovou rovnici
M x=—kx

Jedna se o obecnou diferencialni rovnici druhého fadu, kterou feSime nasledujicim zptisobem. Rovnici
prepiSeme



o2 2_ k

X+w'x=0,; w=—

M
predpokladame feseni ve tvaru x=e”* dosazenim do rovnice vySe dostavame

2 2
y +w=0

y=xiw

ReSeni tedy je
_ +iwt —iwt
X=c,e " +c,e
S v e o C e . k

coZ je feSeni pro harmonicky oscilétor s frekvenci w= i

* Pomoci sekularni rovnice a pocitani s maticemi
Méme pohybovou rovnici v maticovém zdapise, kterou ziskdme z rovnosti ma=-—gradU a
pouZijeme harmonickou aproximaci, tzn. rozvedeni potencialu U podle Taylorova rozvoje do druhého
fadu pro kazdy atom. PficemZ matice tuhosti je tvofena pravé druhymi derivacemi tohoto potencialu
podle vychylek.

Mi=—Kx
Matice hmotnosti M a matice tuhosti K maji pak nasledujici tvar
0 my
Sk —k
K=

Sekularni rovnice a jeji feSeni vypada nasledovné
det(w’M—K)=0
2
—k +k
det (" ™ =0
+k w mg—k
(wm,—k)(w’mz—k)—k’=0
W4mAmB_kW2<mA+mB):0
tato rovnice ma dveé reSeni
2 ,_k(m,+m,)  k
w=0 , w=——7"—"""=+—
m,mg M
Coz je presne ten vysledek, ktery jsme obdrZeli v pripadé pouZiti Lagrangeovych rovnic. Navic nam,

zde vyslo feSeni w’=0 , coZ je tzv. Longitudinalni (podéIna) translace.
b) MiiZeme viibec pouZzivat klasického piibliZzeni?

Nyni se podivejme na vibraci molekul z hlediska kvantové teorie. Stejné jako v klasickém pripadé
budeme vyuZzivat harmonickou aproximaci. Adiabaticky' Hamiltonian zapsany ve vychylkdch ma tvar

2 2
Pa Ps T
H=—2+% _U(R,+X,,R,+X
zmA 2mB ( A A B B)
kde R,,; predstavuje polohovy vektor rovnovazné polohy atomu A/B. Pricemz hybnost p i polohové
vektory spliiuji kvantovaci podminky. Hamiltonovy rovnice maji tvar

._,0H .._,—O0H
<X>_<E s <P>—<a—x>

1 Adiabaticka aproximace = jadra atoml pokladame za homotné body, elektronovy plyn slouZi ke stabilizaci molekuly a
jeho vliv je zahrnut v potencialu U.



v kvantovém pripadé po dosazeni tedy dostavame
M p5{Xa18) =D asp)

(P =—(2)

OXarp

v harmonické aproximaci dostavame pohybovou rovnici pro stfedni vychylky, které spliiuji Newtonovy
rovnice, jsme tedy opravnéni pouZivat klasické aproximace pro feSeni vibrace v molekulach. Rovnice v
maticovém zapisu vypada nasledovné

M{%)=—K(x)

c¢) Kvantovy vypocet
V kvantovém pripadé musime feSit Schrodingerovovu rovnici
2 42
T LU )0 (9=Ew (0
kde opét M je redukovand hmotnost a @ (x)=y(x,)—y(x;) . Dale predpokladdme, Ze vinovou
funkci lze zapsat jako
w(x)=R(r)Y,,(0,0)
PfiemZ nas zajima pouze radialni ¢ast, nebot’ neuvazujeme rotacni pohyb molekuly. Schrodingerovu
rovnici prepiSeme nyni do rodidlniho tvaru®
2 2
—h d—z(rR)+U(r)rR:ErR
2M dr
nyni zaved me proménnou X = X(r) = rR a dostavame rovnici
- d’X
2M dr’
Ted' jiZ potfebujeme pouze vyjadrit potencial do nehoZz v tomto pripadé zahrneme harmonicky
pohyb.

+U(r)X=EX .

U(r):le2r2
2

Ziskavame tak Schrodingerovu rovnici pro harmonicky oscilator, ze které dostavame vibracni energie
ve tvaru

EV:(er%)hw

kde v znad¢i nové kvantové &islo, tzv. vibracni ¢islo. ReSeni pro X je vyjadfeno pomoci tzv.
Hermiteovych polynomt
-g 2
k

X,(£)=C,e* H/(5) , g=—

_h
Mw
kde C, jekonstantaa H,(E) je onen Hermiteiv polynom.

Pouzita literatura
(1) Landau a Lifshitz, Mechanics
(2) Ivanov, Theoretical and Quantum mechanics
(3) Velicky, prednasky provadéné v kurzu Fyzika atomarnich soustav F4110, MU, jaro 2012

10
2 —F (fr) ..... radidlni ¢ast Laplaceova operatoru ve sférickych souradnicich
ror



