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Brownuv pohyb

Je to nahodny pohyb mikroskopickych castic v kapalném nebo plynném médiu.
1827 — biolog a botanik Robert Brown

Pod mikroskopem pozoroval pylova zrnka ve vodnim roztoku, ktera
vykonavala neustavajici nahodny pohyb. Aby vyloucil moznost, ze pohyb je
projevem pripadného Zivota, opakoval experiment s casticemi prachu.

Moderni éra v teorii Brownova pohybu pfisla s poznatky Alberta Einsteina, ktery
formuloval vztah mezi makroskopickou difuzni konstantou D a atomovymi

vlastnostmi hmoty.



Brownuv pohyb

Einstein(iv vztah:

RT kgT

D —_ —_
N,6ma 6mna

kde R je plynova konstanta, Avogadrovo Cislo je N, = 6,06.1023 1/mol, T je
teplota, 1 je viskozita kapaliny a g je polomér Brownovy {astice. Samoziejmé
ks = R/N, je Boltzmannova konstanta.

Casovy vyvoj zmény polohy Brownovy &astice je nejlépe popsan pomacf tzv.
Langevinovy rovnice.



Langevinova rovnice

UvaZujme makroskopickou &astici v rovnovaze s tepelnym rezervoarem za

teploty T.

Teorémy:

1) Ekvipartiéniteorém
Pokud ma systém stuperi volnosti ur¢eny zobecnénou soufadnici x, a
energie tohoto systému E « x2, pak stfedni energie je {E) = %kBT
a{x)=0.

2) Fluktuatné-disipativni (Langeviniiv) teorém
Pasobeni disipativni sily (,,tfeni”) mezi ¢astici a rezervoarem vede k
ustanoveni rovnovahy. At uz je mechanismus disipace jakykoliv, je to
stejny déj, ktery vytvail nahodnou, fluktuujici silu plsobici na ¢astici.
Mimo to jsou oba procesy jednoznacné urceny statistickou povahou

mikroskopickych sil {statistickou povahou zde myslime napf.
rozdéleni pravdépodobnosti).




Langevinova rovnice

Obvyklym projevem ziraty tepla disipaci v mechanickém systému jsou trecf sily,
jejichz tvar mizeme obecné napsat jako F = - ax, kde a je ur¢eno geometrii
Castice a viskozitou tekutiny obklopuijici Castici.

Nyni se budeme zabyvat 1D Brownovou ¢astici a jeji pohybovou rovnici.

Relativné velka €astice vnorend v ,mofi“
pohybujicich se molekul:

mi =F(t) + F(t)




Langevinova rovnice

F(t) - soulet vSech (pomalu se ménicich) makroskopickych sil
F(t) - soulet vSech mikroskopickych sil {rychlych, ndhodnych)

Statisticka reprezentace:

N
F(t) = %Z F* (t,)
=1

Fluktuace v F(t) jsou charakterizovany korelaénim casem t,
Typicky tc~10_14s, coi je stiedni (relaxacni) doba mezi sraZkami.



Langevinova rovnice
WMWWWMM P¥iklad t¥ moZnych trajektorii ¢astice v
' pomysiném ,,mofi“ molekul.

RozepiSeme rychlost ¢astice:
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v=v+v

v’ - rychle ménici se €ast, ktera ma nulovou stfedni hodnotu
T - pramérna hodnota, dava informaci o dlouhodobém chovani ¢astice



Langevinova rovnice

rd

Integrujeme pohybovou rovnici &astice mv = F(t) + F(t) podle &asu. Plati,
Ze Casovy interval T > ..

i+t

m(v(t+ 1) —v(®)) =F@®r+ | F@)dt

Predpokladali jsme, Ze vnéjsi sily se méni s casem velmi pomalu.

Nicméné vidime, ze F(t) méni v pribéhu casového intervalu T velmi €asto
znameénko. Zkusme ¢len F(t) zanedbat.



Langevinova rovnice
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mdt_F

- vyraz podava informaci pouze o vnéjsich silach
- Zadné znaky chovani typu fluktuace/,,ndhodnda chize” jak bychom ofekévali
- vztah nam nefika nic o vnitini reakci disipativniho typu, kterou ofekavame

Dale vidime, Ze pokud jsou vnéjsi sily F = 0, pak o¢ekdvame, Ze se ¥ nakonec

pfibliZi O, pfestoZe bylo pldvodné& na nenulové hodnoté. Toto otekavané chovani
— vraceni systému do stavu rovnovahy — zde nenastava.

Zanedbdni ¢lenu F(t) - NE!



Langevinova rovnice

Clen F(t) rozepiSeme na dvé &4sti:

e rychlou ¢ast” F’ obsahujici statistické fluktuace
« _pomalou &ist“ F, ktera se pokousf vratit ¢astici do rovnovéZného stavu

F=F+F

Analogicky jako v nasich pfedchozich zadv&rech bude (F") = 0 a dile miizeme
odhadnout, Ze dal3f slozka (disipativni sloZka) musi byt ve tvaru F = —a¥.

Nynf je jiZ jasné, %e slofka F bude pravé tou silou, kterd po uplynuti urtitého
c¢asu t zpasobi ndmi o¢ekavany pokles 7 na nulu.



Langevinova rovnice

NapiSeme plvodni pohybovou rovnici jen s ,,pomalu ménicimi se” slozkami:

dv = _
m?t_F+F_F_W

a nyni zahrneme i ,,rychlé” slozky {polozime av =~ av ). Dostavame rovnici:

dv ,
mE—F+F(t)—av

ktera je oznaCovana jako Langevinova rovnice.

Pokud si predstavime situaci jako pusobeni fluktuujici sily ze strany molekul
termostatu na mesoskopickou éastici, pak pravé ndhodna Langevinova sila F'(t)
spolu s tfenim —av odrazeji icinek termostatu na systém.



Langevinova rovnice

Nynf budeme Fesit Langevinovu rovnici pro pfipad absence vnéjsich sil a v
pfipade tepelné rovnovahy.

- vynasobime obé strany rovnice vyrazem x

- vnejsSisilyF=0
- provedeme stfedovani viech {lentll rovnice:

mx— = :m[d (xx) — xz] = —axx + xF’(t)

- aplikujeme Ekviparticnf teorém na druhy vyraz v zavorce
- uZileme{F())=0



Langevinova rovnice

mx——m[ (xx@ —axx+@

- kBT/m

Vysledny vztah po vSech zminénych Gpravach:

m (— (xX)) =m i(x:uc) kgT — al{xx)

Mame LODR 1. fadu (nendhodnou). Re$ime pro {xx).



Langevinova rovnice

Obecné feseni LODR 1. radu

kgT
(xx) = Ce™" + %

s s ¥ s p Y -1 x v w z
kde C je integracni konstanta a vyraz y = —. Vyraz ¥~ se chova jako €asova
konstanta systému. Pocatedni podminka: E%ed pokladejme, Ze viechny ¢dstice
maji startovni pozici s x=0 v Case =0, pak vyraz vySe mliZeme prepsat do tvaru
0=C+ %, takZe dostavame:

{xx) = k%T (1—e™)

Poslednim krokem je nahrazeni vyrazu {xx) ekvivalentnim vyrazem %i(xz) a
nasledna integrace.



Langevinova rovnice

Vysledek:

dosadime a = my, T = ¥~ (relaxa¢ni doba):

2kpT

— (t —7(1- e“/"))

(x?) =

Pro tuto rovnici mame dva limitni pFipady.



Langevinova rovnice

1. t—o o0
Pokud t 3> y~1 pakie™" - 0.V tomto piipadé dostavime:
2kgT
() =—"—¢

Vyraz pro tzv. ,ndhodnou chiizi” — rozdéleni roste linedrné s asem.

Vyraz Zk:Tje zde difdzni limitou % = D, coZ ndm po dosazeni tfeci sily, ktera

je dana Stokesovym zakonem

a = 6mna

dava EINSTEINUV VZTAH, uvedeny na podatku.



Langevinova rovnice

2 t=0
Pokud t < ¥~ pak miZeme uZit aproximace:

1
Y=1—yt +Ey2t2
po dosazeni

1
(x?) = Zm—ylt “l-14ye—oyes )| = (Gey?)

neboli

(xz)z kBT

coi je tzv. balisticky rozlet volné castice.

Efektivni rychlost je ’— —tj. typicka znama tepelna rychlost.
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Dékuji za pozornost!



