Ustav fyzikalni elektroniky PrF MU

Neco malo o matematickém kyvadle

1 Matematické kyvadlo — silovy rozbor

1. Matematické kyvadlo o hmotnosti m = 0,10kg a délce I = 1,0m je volné vypusténo
z polohy o thlové vychylce ¢ = 30°. Tihové zrychleni je ¢ = 9,8m.s 2, hmotnost
zéveésu je zanedbatelna. Urcete tahovou sflu zavésu pri priuchodu kyvadla rovnoviznou
polohou. Odporové sily zanedbejte.

Regent :

Regit miZeme v inercialni i neinercialni soustavé. ReSeni v inercidlni soustave (po-
zorovatel napf. v ose otaceni nebo tplné mimo): Pusobici sily jsou tihova (svisle
doli) a tahova (do sméru zavésu). Jejich vyslednici je sila, kterd méa dostiedivy

: 2 P . 2
charakter (viz obrazek . V rovnovazné poloze je Fy = mg, F, = Fy = ™
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T = Fy+ Fq = mg + */~. Rychlost dostaneme ze zdkona zachovani energie: %mvz =

mgh = mgl(1 — cos ). Pro velikost tahové sily tedy plati
T =mg + 2mg(1 — cosp) = 3mg — mgcosp = 3.0,1.9,8 — 0,1.9,8. cos 30° = 2N.

Resfme-li vie v neinercialni soustavé (pozorovatel na kuli¢ce): Pusobici sily jsou sila
tihova (svisle doli), tahova (do sméru zavésu) a sila odstiediva (smér zavésu, orientace
od bodu zavésu), jejichz vyslednice ve sméru zavésu je nulova (viz obrazek . \Y
rovnovazné poloze je F, = mg, F, = mTUQ al =Fy+F, =mg+ ml”Q. Opét plati
zékon zachovani energie a zbytek vypoctu je stejny.




Obrazek 2:

2  Zakon siteni chyb — Konkrétni pripady — matematické ky-
vadlo

Jakym zptisobem lze urcit tihové zrychleni? Jedna z moznosti je pomoci periody matema-
tického kyvadla (viz Obrézek. Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod zavéseny
na nehmotném zavésu (pii praktické realizaci tedy musime dbat, aby hmotnost zévazi byla
mnohem vétsi neZ hmotnost niti, na niz zévazi visi).

Pohybovou rovnici kyvadla lze odvodit dvojim zptsobem:

1. Pomoci druhé impulzové véty (analogie druhé Newtonovy rovnice pro rotujici sys-
tém):
JE=7XF.

Moment setrvacnosti hmotného bodu ve vzdélenosti I od osy otaceni je roven J =
m.l2. Uhlové zrychleni & = %‘f mé smér z papiru k nam, ramenem sily 7 je spojnice
osy otaceni a okamzité polohy hmotného bodu. Orientace je k hmotnému bodu, délka
je l. Z vlastnosti vektorového soucinu vyplyva, Ze jedinou silou s pohybovym t¢inkem
je slozka sily tihové do sméru te¢ného k trajektorii F' = m.g.sin g (slozky do sméru

ramene sily maji nulovy silovy moment). Sestavme tedy pohybovou rovnici

Je = Fl
d2
ml?% = —mgsinp.l
ce g
el + Tsine = 0

2. Pomoci zdkona zachovani energie 1ze k posledni uvedené rovnici dojit také: Potenci-
alni energie kyvadla ve vysce hpmq, pfi maximalni vychylce matematického kyvadla



(nulovou hladinu potencialni energie volime v rovnovazné poloze) je rovna souctu po-

tencialni energie kyvadla ve vysce h a kinetické energie kyvadla v této vysce. Protoze

rychlost kyvadla v = l'%f a pro vysku h plati h = [ —1cos p = I(1—cos p), dostaneme
Ep(@max) = Ep(‘p) + Ex(¢)

1 2
mgl(l — cos Pmaz) = mgl(l—cosgo)—i- —m. (lcf;)

d 2
gl(1 — cos Pmaz) = gl(1 —cosp) + =12 <<p>
Rovnici zderivujme podle casu:
d 1 do\ d?
0 = glsing L4 + §.l2.2. <SO> d

dt dt ) dt?
d¢\ dy
2 _
<gls1ng0+l dt2> prl 0,

priCemz vyraz v zévorce je vySe uvedend pohybova rovnice.

Nyni zbyvé tuto rovnici jesté roziesit. Vétsinou se postupuje tak, ze provedeme apro-
ximaci pro malé thly sin ¢ = ¢ a rovnice

d2
ﬁ + 7 sinp =0 (1)
prejde v rovnici
¢ g
— + = 0 2
2 t7e=0 (2)

ktera je exaktné feSitelné, a pro periodu kyvadla plati

l
T= 27r\/;. (3)

Vyjadiime-li z tohoto vztahu tihové zrychleni, dostaneme

g= i — (4)

T2
Je potieba si uvédomit, ze jsme pouzili aproximaci pro malé thly. Musi pro né platit
sin ¢ = ¢, coZ plati pro ¢ < 5° (hodnoty sinu a thlu v radidnech se lig{ az na ¢tvrtém
desetinném misté). Napiiklad pro kyvadlo délky 1 m lze vychylit kyvadlo jen o 87mm.
Pokud vychylime kyvadlo vice, je méfeni zatiZeno systematickou chybou, skuteéna
perioda je v&tsi nez perioda urcena pomoci vztahu [3]

1 2 . 2 Pmazx 1.3 4 .4 Pmaz
Tneaproa::T 1+ 5 sin 9 + ﬂ sin 9 +... ], (5)

kde @mas je maximalni vychylka matematického kyvadla (coz je konstanta). (Odvo-
zeni je delsi, napiSeme ho do dodatku. Pokud bychom tedy pocitali tithové zrychleni
podle vztahu [4 a neuvazovali korigovanou periodu 5] ziskali bychom tihové zrychleni
systematicky mensi. Ale pokud dodrzime podminku ¢ < 5° je tato systematicka
chyba zanedbatelné mala.




Chybu urceni tithového zrychleni vyjadiime jako chybu relativni, protoze toto vyjad-
feni je jednodussi nez pfimy vypocet ze zakona Sifeni chyb (viz predchozi ¢ast, zékon
§ifeni chyb — procvi¢eni matematiky) . Obdrzime

g = \/0F + 40%.. (6)

Je tedy jasné vidét, Ze pro minimalizaci chyby urceni tfhového zrychleni je tieba
zmérit co nejpresnéji periodu matematického kyvadla.

3 Matematické kyvadlo — feSeni pro velké vychylky

Provedme odvozeni vztahu pro periodu matematického kyvadla, pokud se neomezujeme

na malé thly.

Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod zavéSeny na nehmotném zavésu (pii
praktické realizaci tedy musime dbat, aby hmotnost zavazi byla mnohem vétsi nez hmot-
nost niti, na niz zavazi visi). NapiSme zakon zachovani energie pro toto kyvadlo: potencialni
energie v maximéalni vychylce ¢4, je rovna souctu potencidlni a kinetické energie v libo-

volné vychylce ¢ :

1
m.g.hmar = m.g.h+ g.m.v2
1 2
m.g.l.(1 — cos Pmaz) = m.g.l.(1 —cosyp)+ 5 m < f;:)
1 dp\*
. - S Pmax = —.I|—
g. (cos ¢ — oS Pmax) 5 (dt>

l dy
dt = -
g2 (cos ¢ — cos Pmaz)

Nyni musime zvolit integrac¢ni meze a vhodnou substituci. Pouzijme substituci

a integrujme v mezich t = 0...® =0, t = % =
t = 0 je kyvadlo v rovnovazné poloze a v ¢ase t = = j

Postupujme takto:

sinf
2
1 ®
~ cos —d
2cos2 ©
CoS
dp

\/COS (0 — COS Pz

Somaac

. @ . .
smg = sin .sin ®

Tato volba zajistuje, ze v Case

5
% je kyvadlo v amplitudé ¢n,qz.

sin M. sin ®
2
sin % cos dP

cos 2. (E) = cos> ?_ sin® LA 1 — 2.sin? b
2 2 2 2
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Obrazek 3: Matematické kyvadlo

Takovyto integral by vSak nebyl exaktné fesitelny, je to tzv. elipticky integral EllipticK( ),
tabelovan je napfiklad v Maple. Vyraz ve jmenovateli lze rozvinout v fadu:

ol 13, 185, 1357,
T T4 T246° T 2468

(S

e <1 = (1+e)”

~3 1.3
(1 — sin® % sin® <I>) =1 + — Sln2 SDT;M sin? @ + 24 sin? SDT;M sin* @ +
1. 3 5 1.3.5.7
+m sin® 90m2am sin® @ + 5168 sin® %;M sin®® + ...
Nyni se miizeme vénovat konecné vyslednému integrovani:
[Fo = i e
dt = —
0 \[ COS @ — COS QOmaac)
T 1.3 1.3.5
1 = \/>/ 1—|—fsm2('orgam 2<I>—|—ﬁ814907;m 4(1)_‘_7246 n6('0n;m sin® &+
1 3.5.7
2468 1n8¢772lax sin® @ + . ]dq)
T = 4. £ 7T—|—1.81112(pm(w/wsm Pdd + — L3 4(pmax./gsin4<1>d®+
gl2 2 2 0 2. 4 2 0

1.35 . ¢ Pmaz /’5 6 1.3.5.7 . & ©mas /2 s
+——sin . sin® ®d® + sin . sin® ®d® + . ..
2.4.6 2 0 2.4.6.8 2 0

Nyni je potieba zintegrovat sudou mocninu funkce sinus v danych mezich. Plati:

™

2 1.35.....(2n -1
/2 sin?" ®dd = 35 (2n ).E pron > 1,
0 246....2n 2

jus

2,
sin®“ ®d® =
0
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Posledni vyraz pak prejde do tvaru

I 1 bl 1.3 bl
To= [ 72T+2.sin2‘p’;“/02s,m2q>d¢>+msm4 *”;“?/jsm‘*@d@r
—_— —_—
1w 13 =
2°2 2.4°2

1.3. 3 1.3.5.7 3
—l—ﬁ sin® SDWM;./2 sin® ®dP + 35 sin® ('077“1”7"./2 sin® ®dP + . ..

24.6 2 0 2.4.6.8 2 0
—_——
1.35 = 1.3.5.7
2462 24682

Nakonec dostaneme hledany vztah pro periodu kyvu matematického kyvadla s libovolné
velkou amplitudou ( vztah pro periodu T = 271'.\/% bez nasledujici zavorky pouzivame

pouze v piiblizeni pro malé thly ¢pe.: < 5°):
T _ 27T £ 1 + 1 2 sin2 Pmax + E 251114 Pmazx + 135 QSiHG (Pmaz_'_
neapror g 2) 2 2.4 2 2.4.6 2
N——
T

1.3.5.7\2 o
—i—( 357> sin8<p2 + ...

2.4.6.8
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