
Dodatek k lineárńım formám

I) Př́ıklady k procvičeńı

1. Pro bázi

((
1 1
0 0

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
0 1

))
prostoru Mat2,2(R) určete duálńı bázi.

2. Pro bázi
(
x2 + x+ 1, x+ 1, 1

)
prostoru R2[x] určete duálńı bázi.

3. Bud’ dány tři lineárńı formy f1, f2, f3 vektorového prostoru R2[x] následuj́ıćımi předpisy:

f1(p) = p(1), f2(p) = p′(1), f3(p) = p′′(1) .

Určete bázi prostoru R2[x] ke které je duálńı báze rovna (f1, f2, f3).

4. Bud’ dány čtyři lineárńı formy g1, g2, g3, g4 vektorového prostoru Mat2,2(R) následuj́ıćımi předpisy:

g1(A) = (1, 0)A(1, 0)T , g2(A) = (1, 0)A(1, 1)T , g3(A) = (1, 1)A(1, 0)T , g4(A) = (1, 1)A(1, 1)T .

Určete bázi prostoru Mat2,2(R) ke které je duálńı báze rovna (g1, g2, g3, g4).

II) Duálńı zobrzeńı

5. Popǐste duálńı zobrazeńı k lineárńımu zobrazeńı ϕ : R2[x]→ R1[x] danému vztahem ϕ(p) = p′.
Řešeńı: Označme U = R2[x], V = R1[x] a uvažujme v nich obvyklé báze α = (x2, x, 1) resp. β = (x, 1).
Protože ϕ(p) = p′ máme ϕ(ax2 + bx + c) = 2ax + b. Tedy matice lineárńıho zobrazeńı ϕ v uvažovaných

baźıch je

(ϕ)β,α =

(
2 0 0
0 1 0

)
.

Skutečně, pro p = ax2 + bx+ c máme

(ϕ)β,α · (p)α = (ϕ)β,α ·

ab
c

 =

(
2 0 0
0 1 0

)
·

ab
c

 =

(
2a
b

)
= (ϕ(p))β .

Pokud spoč́ıtáme duálńı bázi k α vid́ıme, že α∗ = (f1, f2, f3), kde lineárńı formy f1, f2, f3 vektorového
prostoru U = R2[x], (tzn.f1, f2, f3 ∈ U∗ ) jsou dány následuj́ıćımi předpisy:

f1(ax2 + bx+ c) = a, f2(ax2 + bx+ c) = b, f3(ax2 + bx+ c) = c .

Podobně duálńı báze k β je β∗ = (g1, g2), kde lineárńı formy g1, g2 vektorového prostoru V = R1[x] jsou dány
následuj́ıćımi předpisy:

g1(ax+ b) = a, g2(ax+ b) = b .

Duálńı zobrazeńı ϕ∗ : V ∗ → U∗ (zde pozor na pořad́ı) je dáno definičńım vztahem ϕ∗(g) = g ◦ ϕ, kde ◦
je skládáńı (lineárńıch) zobrazeńı. Chceme-li zjistit matici tohoto zobrazeńı v př́ıslušných baźıch, tj. β∗ a α∗

muśıme spoč́ıtat nejdř́ıve obrazy bazických vektor̊u, tzn. ϕ∗(g1) a ϕ∗(g2). Uvědomme si, že ϕ∗(g1), ϕ∗(g2) ∈ U∗
jsou lineárńı formy vektorového prostoru U a potřebujeme tedy vidět jak se aplikuj́ı na vektory z U = R2[x].
Tud́ıž

ϕ∗(g1)(ax2 + bx+ c) = (g1 ◦ ϕ)(ax2 + bx+ c) = g1(ϕ(ax2 + bx+ c)) = g1(2ax+ b) = 2a .



Tzn. ϕ∗(g1) = f je linárńı forma daná předpisem f(ax2 + bx + c) = 2a a potřebujeme ji vyjádřit jako lineárńı
kombinaci bazických lineárńıch forem f1, f2, f3. Snadno se vid́ı, že f = 2f1 = 2f1 + 0f2 + 0f3 a tedy (f)α∗ =
(2, 0, 0)T . Určili jsme tedy souřadnice obrazu prvńıho bazického vektoru g1 (z báze β∗ prostoru V ∗) v zobrazeńı
ϕ∗ v př́ıslušné bázi (tj. bázi α∗ prostoru U∗).

Podobně urč́ıme (ϕ∗(g2))α∗ takto:

ϕ∗(g2)(ax2 + bx+ c) = (g2 ◦ ϕ)(ax2 + bx+ c) = g2(ϕ(ax2 + bx+ c)) = g2(2ax+ b) = b .

Tud́ıž ϕ∗(g2) = f2 a máme (ϕ∗(g2))α∗ = (0, 1, 0)T . Pokud tedy źıskané sou5adnice dáme do sloupc̊u, dostaneme
matici duálńıho zobrazeńı ϕ∗ v př́ıslušných báźıch:

(ϕ∗)α∗,β∗ =

2 0
0 1
0 0

 .

Na závěr si všimněme, že
(ϕ∗)α∗,β∗ = (ϕ)Tβ,α .

To samozřejmě plat́ı obecně a ćılem tohoto př́ıkladu bylo pouze demonstrovat tento vztah.


