3. domaéci uloha ze seminare z matematiky II, kvéten 2012

1. Necht ¢ : U — U je linedrni operator. Necht 11, us, . .., u jsou vlastni vektory k riznym vlastnim
¢islam. Dokazte, Ze jsou linedrné nezévislé. (Navod: Postupujte indukel podle k. Viz prednédska z
linedrn{ algebry 11.)

2. Necht ¢ : U — U je linedrn{ operator s vlastnost{
p(p(u) = p(u)
pro vsechna u € U. Dokazte, ze potom
U =kerp @ im .

(Navod: Prvné musite dokédzat, ze kazdy vektor u € U je souétem vektoru z im¢ a vektoru z ker .
Déle musite dokdzat, ze kazdy prvek z pruniku im ¢ Nker ¢ je nulovy.)

3. Necht U,V jsou podprostory vektorového prostoru W koneéné dimenze se skaldrnim soucinem.
Necht U+ znaéi ortogondlni doplnék.

(a) Dokazte, ze U+ je vektorovy podprostor.

(b) Dokazte, ze U C V implikuje V+ C U+.

(c) Dokazte, ze U C (U+)*.

(d) Vyjadiete dim U+ pomoci dim W a dim U.

(e) Pomoci (c) a (d) dokazte, ze U = (U+)+

(f) Dokazte, ze U+ + V- C (UNV)*.

(g*) Pomoci (d), (a), (e) dokazte, ze (UNV)+ C U+ + VL.

4. Necht W je vektorovy prostor koneéné dimenze a W* jeho dudlni prostor. Pro vektorové podpro-
story U CW a FF C W* definujme

Ul ={feW* f(u) =0 for all u € U},
FO={uecV;f(u)=0foral fecF}.

Udélejte tikoly (a) — (g) z piedchoziho pifkladu, kde symboly + nahradite symboly ©°.

5. Dokazte z definice spojitosti: Jsou-li funkce f, g : R — R spojité v bodé a € R, pak jsou v tomto
bodé spojité i funkce f+g, f—ga f-g.

6. Dokazte z definice limity, ze funkce definovand piedpisem f(z) = 23 pro x # 5 a f(5) = 100 nem4
v bodé a = 5 limitu rovnu 6.

7. Napiste definici derivace funkce ¢ : (a,b0) = R v bodé z( € (a,b).

Necht f : [a,b] — R je spojitd funkce takova, ze f(a) = f(b) < f(c) pro né&jaké c € (a,b). Jestlize md
f derivaci v kazdém vnitinim bodé intervalu (a, b), pak existuje bod zq € (a,b) takovy, ze f'(x¢) = 0.
Dokazte. (Ndvod: Vezmeéte za xg bod, kde f nabyvé svého maxima. Jiz vime, ze takovy bod existuje.
Dokazte, ze v tomto bodé nemuze byt derivace kladna ani zdporn4.)

8. Z definice limity dokazte, ze
r—1

im ——
rx—1 |£E — ]_|
neexistuje.



