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Jméno:

P 2. pisemka pro pokrocilé ze seminaie z matematiky II, kvéten 2012
Mazx. pocet bodi 24

1. Necht ¢ : U — U je linedrni operator s vlastnosti
p(p(u)) = ¢(u)
pro v8echna u € U. Dokazte, ze potom
U =kerp @ime.
(4 body)

2. Napiste, jak vypadaji vSechna linedrni zobrazeni z R” do R! a své tvrzeni dokaite. (2 body)

3. Necht U,V jsou podprostory vektorového prostoru W koneéné dimenze se skaldrnim soucinem.
Necht U+ znaéf ortogondlni doplnék.

(a) Dokazte, ze U C V implikuje V+ C U+,

(b) Dokazte, ze U C (U+)*.

(c) Vyjadiete dim U+ pomoci dim W a dim U.

(d) Pomoci (b) a (c) dokazte, ze U = (U+)+

(e) Dokaizte, ze UL + V+ C (U nv)+.

(f*) Pomoci (c) a (d) dokazte, ze (UNV)t C UL + VL. (6 bod)

4. Napiste definici derivace funkce f : (a,b) — R v bodé z¢ € (a,b).

Necht f : [a,b] — R je spojitd funkce takovd, Ze f(a) = f(b) < f(c) pro n&jaké ¢ € (a,b). Jestlize ma
f derivaci v kazdém vnitinim bodé intervalu (a, b), pak existuje bod zg € (a,b) takovy, ze f'(zg) = 0.
Dokazte. (4 body)

5. Funkce f : [a,b] — R se nazyvd funkce s konec¢nou variaci, jestlize existuje K € R tak, ze pro
vsechna délenf D = {a = xo < 1 < -+ < Tp—1 < T, = b} plati

stDfle z)] < K.

V tomto piipadé nazveme variaci funkce f na intervalu [a, b] ¢islo
V fla,b] = sup{sp; D je déleni intervalu [a, b]}.
(a) Dokazte, ze nerostouci funkce je funkce s kone¢nou variaci, a tuto variaci na intervalu [a, b]
spoctéte.
(b) Naspiste piiklad funkce na [0, 1], kterd nemé konecnou variaci.
(c) Dokazte, ze pro kazdou funkci f s koneénou variaci je funkce

F(x) =V fla,x]
dobfe definovand a neklesajici na intervalu [a, b].
(4 body)




