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P 2. ṕısemka pro pokročilé ze semináře z matematiky II, květen 2012

Max. počet bod̊u 24

1. Necht’ ϕ : U → U je lineárńı operátor s vlastnost́ı

ϕ(ϕ(u)) = ϕ(u)

pro všechna u ∈ U . Dokažte, že potom

U = kerϕ⊕ imϕ.

(4 body)

2. Napǐste, jak vypadaj́ı všechna lineárńı zobrazeńı z R
n do R

1 a své tvrzeńı dokažte. (2 body)

3. Necht’ U, V jsou podprostory vektorového prostoru W konečné dimenze se skalárńım součinem.
Necht’ U⊥ znač́ı ortogonálńı doplněk.
(a) Dokažte, že U ⊆ V implikuje V ⊥ ⊆ U⊥.
(b) Dokažte, že U ⊆ (U⊥)⊥.
(c) Vyjádřete dimU⊥ pomoćı dimW a dimU .
(d) Pomoćı (b) a (c) dokažte, že U = (U⊥)⊥.
(e) Dokažte, že U⊥ + V ⊥ ⊆ (U ∩ V )⊥.
(f∗) Pomoćı (c) a (d) dokažte, že (U ∩ V )⊥ ⊆ U⊥ + V ⊥. (6 bod̊u)

4. Napǐste definici derivace funkce f : (a, b) → R v bodě x0 ∈ (a, b).
Necht’ f : [a, b] → R je spojitá funkce taková, že f(a) = f(b) < f(c) pro nějaké c ∈ (a, b). Jestliže má
f derivaci v každém vnitřńım bodě intervalu (a, b), pak existuje bod x0 ∈ (a, b) takový, že f ′(x0) = 0.
Dokažte. (4 body)

5. Funkce f : [a, b] → R se nazývá funkce s konečnou variaćı, jestliže existuje K ∈ R tak, že pro
všechna děleńı D = {a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b} plat́ı

sD =

n−1∑

i=0

|f(xi+1)− f(xi)| < K.

V tomto př́ıpadě nazveme variaćı funkce f na intervalu [a, b] č́ıslo

V f [a, b] = sup{sD;D je děleńı intervalu [a, b]}.

(a) Dokažte, že nerostoućı funkce je funkce s konečnou variaćı, a tuto variaci na intervalu [a, b]
spočtěte.
(b) Naspǐste př́ıklad funkce na [0, 1], která nemá konečnou variaci.
(c) Dokažte, že pro každou funkci f s konečnou variaćı je funkce

F (x) = V f [a, x]

dobře definovaná a neklesaj́ıćı na intervalu [a, b].
(4 body)
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