Okruhy

Definice. Mnozina R spolu se dvéma operacemi + a - se nazyva
okruh, jestlize plati:

» (R,+) je komutativni grupa,

» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,

» plati distributivni zdkony, tj. pro libovolné prvky a, b,c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a
(uzivdme obvyklou konvenci o tom, Ze ndsobeni ma prednost
pred scitanim).

Priklady. (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), (C,+, ) jsou okruhy.

Pro libovolné m € N je (Zp,, +, -) okruh.

Mnozina vSech étvercovych matic M, ,(R), kde R znaéi Z, Q, R
nebo C a n € N, tvofi okruh (M, »(R),+, ).

Mnozina vSech polynomi R[x], kde R zna¢i Z, Q, R nebo C, tvofi
okruh (R[x],+,).

Priklad. (N, +,-) okruhem neni.



Okruhy

Definice. (R, +, ) je okruh, jestlize:
» (R,+) je komutativni grupa,
» (R,-) je pologrupa s neutrdlnim prvkem,
» plati distributivni zakony, tj. pro libovolné prvky a, b, c € R je
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Oznaceni. Neutralni prvek grupy (R, +) znadime 0 a nazyvame
nula okruhu R, zatimco neutralni prvek pologrupy (R, -) znacime
1 a nazyvame jednicka okruhu R.

Inverzni prvek k prvku a € R v grupé (R, +) se nazyva

opacny prvek, znacime —a.

Symbolem a — b rozumime a + (—b).

Mocninu prvku a € R v grupé (R, +) nazyvdme nasobek prvku a
znacime na pro libovolné n € Z.

Souéet a; + - - - + ap prvkid okruhu R Ize struéné zapsat > ; a;.




Z3akladni vlastnosti okruhi
Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva trivialni, ma-li R jediny prvek.

Véta. Necht R je okruh. Pak plati
» VacR: a-0=0-a=0,
» Vaabe R: (—a)-b=a-(—b)=—(a-b),

» Va,b,ce R :
a-(b—c)=a-b—a-¢c, (b-—c)-a=b-a—c-a,
» Vnome NVay,...,an, b1,....,bm € R:
(31+"‘+3n)'(b1+"’+bm)227:1 jmzlai‘bj,
> VYn,me ZVa,be R: (na)-(mb)=(n-m)(a-b). yeais s 55
Véta. Okruh R je trividlni, pravé kdyz v ném plati 1 = 0. [vewa 1.7, str. 59]
Definice. Okruh R se nazyva komutativni, je-li pologrupa (R, )
komutativni.

Definice. Prvky a, b okruhu R se nazyvaji délitelé nuly, jestlize
a#0,b#0, avsak a- b=0.



Obory integrity

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva obor integrity,
pokud nem3 délitele nuly.

Oznaceni. Mnozinu vSech nenulovych prvkl okruhu R zna¢ime R*.

Netrividlni komutativni okruh R je tedy obor integrity, pravé kdyz

(R*,) je pologrupa.

Véta. Netrividlni komutativni okruh R je obor integrity, pravé kdyz

v ném plati zakon o kraceni, tj. pro kazdé a, b, c € R plati
a#0,a-b=a-c = b=c. [Véta 1.10, str. 59]

Definice. Necht R je okruh. Invertibilni prvek pologrupy (R, -) se
nazyva jednotka okruhu R. Mnozinu vsech jednotek okruhu R
znadime R*.

Pozndmka. Nezaménujte pojmy jednicka a jednotka okruhu. Okruh
ma jedinou jednicku, kdezto jednotek mize mit vice. Vzdy je
jednicka jednotkou. Okruhy s jedinou jednotkou jsou vyjimecné
(napfiklad okruh Zs). Nezaménujte R* a R*. Uvédomte si, ze
nové oznadeni je v souladu s uzivanym Z,.



Télesa

R* = R —{0} ... mnoZzina nenulovych prvki okruhu R,
R*={a€R;3beR:a-b=b-a=1} ... mnozina
invertibilnich prvkd okruhu R.

Véta. Necht R je okruh. Pak (R*,-) je grupa. vew 47, str. 25] je wiita pro

pologrupu (R, -).]

Definice. Netrividlni komutativni okruh R se nazyva téleso, pokud
je kazdy jeho nenulovy prvek jednotkou.

VEta. Netrivialni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz
R* = R*, tedy pravé kdyz (R*,-) je grupa. (vew 114, s 60)

Dasledek. KaZdé téleso je oborem integrity. (veta 113, str. 60]

Priklad. Okruh celych Cisel Z je oborem integrity, ktery neni
télesem.

Véta. KaZdy konecny obor integrity je télesem. |vew 1.17, st 61]

VEta. Okruh zbytkovych tfid Z.,, je oborem integrity, pravé kdyz je
télesem, coZ nastane pravé kdyz m je prvocislo. (veu 1.6, st 61]



Charakteristika okruhu

Poznamka. Pripomenme, ze v okruhu R pro libovolné a € R,
neNjena=a+ a+---+ a. Protoze jednicku a nulu okruhu R
—_———

zna¢ime 1 a 0, v nésIeZiujici definici je rovnosti n1 = 0 nutno
rozumét, ze v okruhu R platil+1+4..--4+1=0.

n
Definice. Necht R je okruh. Nejmensi prirozené Cislo n takové, ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro vSechna k € N plati k1 # 0), fekneme, ze
charakteristika okruhu R je nula.

Oznaceni. Charakteristiku okruhu R znadime char R.
Priklady. char Z = char QQ = char R = charC = 0, charZ,, = m.

Véta. Necht R je okruh, m = char R. Pak pro kazdé a € R plati
ma = 0. [Véta 2.4, str. 62]

Vé&ta. Necht R je obor integrity, pak char R je bud 0, nebo
prVO(.!I/S/O. [Véta 2.5, str. 62]



Charakteristika okruhu

Definice. Necht R je okruh. Nejmensi prirozené Cislo n takové, ze
nl = 0, se nazyva charakteristika okruhu R. Pokud takové n
neexistuje (tedy pro vSechna k € N plati k1 # 0), fekneme, ze
charakteristika okruhu R je nula. Charakteristiku okruhu R
znacime char R.

Véta. Necht R je obor integrity. Pak pro libovolny a € R* plati:

» pokud char R = 0, pak pro kazdé k € N je ka # 0;

» pokud char R = p > 0, pak rad prvku a v grupé (R, +) je p.
[Véta 2.6, str. 62]
Dasledek. Je-li R obor integrity, pak vsechny nenulové prvky grupy
(R,+) maji stejny Fad.

Dasledek. Je-li R konecné téleso, p = char R, pak grupa (R, +) je
izomorfni' s grupou (Zp,+) X -+ X (Zp,+), pocet prvkii
konecného télesa R je tedy mocninou jeho prvociselné
charakteristiky p. [Pomamka 2.8, str. 62]



Homomorfismus okruhti

Definice. Necht (R,+,-) a (S,+,") jsou okruhy, f: R — S
zobrazeni. Rekneme, Ze f je homomorfismus okruhu R do
okruhu S, jestlize

> pro kazdé a, b € R plati f(a+ b) = f(a) + f(b),

> pro kazdé a, b € R plati f(a- b) = f(a) -

» f(1)=1.
Injektivni homomorfismus se nazyva vnoreni, bijektivni
izomorfismus. O okruzich R, S fekneme, ze jsou izomorfni,
piSeme R = S, existuje-li alespon jeden izomorfismus R — S.
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Priklad. Pro libovolné m € N je zobrazeni 7 : Z — Z,, urCené
predpisem 7(a) = [a]m pro libovolné a € Z, homomorfismus
okruhu (Z, +, -) celych isel do okruhu (Z,, +, ) zbytkovych t¥id
modulo m.

VEta. Jsou-lif: R— S ag: S — T homomorfismy okruht, pak
také gof : R — T je homomorfismem okruhd. |vew a4 st 73



Homomorfismus okruh, jeho jadro

Véta. Necht f : R — S je izomorfismus okruhii. Pak i inverzni
zobrazeni f~1: S — R je izomorfismus okruhii. (v a5, s 73

Disledek. Pro libovolné okruhy R, S, T plati: R=2R; zR=S
plyne S= R; akonecnézR=SaSX=T plyneR=T.

Poznamka. Zapomeneme-li v okruhu R, jak se nasobi, ziistane nam
aditivni grupa (R, +). Kazdy homomorfismus okruht f : R — S
je také homomorfismem aditivnich grup, je tedy 7(0) = 0, pro
kazdé a € R plati f(—a) = —f(a), a mame jeho jidro:

Definice. Necht f : R — S je homomorfismus okruhti. Mnozina
ker f = {a € R; f(a) = 0} se nazyvad jadro homomorfismu f.

Véta. Homomorfismus okruhii f : R — S je injektivni, pravé kdyz
ker f — {0} [Véta 4.9, str. 74]

Priklad. Zobrazeni f : C — Maa(R), kde f(a + bi) = ( 2 ’;’ )
pro libovolné a, b € R, je vnoreni télesa C komplexnich ¢isel do
okruhu M >(RR) matic typu 2 x 2.



Binomicka véta

Véta (binomickd). Necht R je komutativni okruh, pak pro kazdé
a,b € R a kazdé n € N plati

(a+b)" = Z <7> a" b,
i=0

kde (1) = (n—nill)'ll znadi obvykly binomicky koeficient.

Ddkaz. indukci vaci n: 1. krok: pfipad n =1 je zfejmy.

Il. krok: predpokladejme, ze pro né€jaké n € N uz bylo dokdzano,
dokazeme tvrzeni pro n + 1. Vime tedy

(a+b)"=a"+(])a" ' b+ (5)a" 2-b2+---+(,")a-b" 1+ b".
Vyndsobenim (uzivame komutativitu okruhu)
(a+b)"-a=a""t+()a" b+ (5)a" b2+ -+ (D) a-b",
(a+b)"-b= (g)a™ b+ (7)a" t-b2+---+(,")a B b,
Seétenim a uZitim (I.J'r’l) + (1) = ('I’Ill) dostaneme

(a + b)n+1 _

an+1 + (nJ{l) b+ (nJrl) . b2 NS (n«:l)a b bn+17
coz se mélo dokazat.



Umocnéni na charakteristiku v oboru integrity

Véta. Pro libovolné prvocislo p a libovolné i € {1,2,...,p — 1}
platip | (7).
Ditkaz. Platip|p!= (?)-il-(p—1i)!. Soutasn& ptil-(p— i)l

Veéta. Necht R je obor integrity charakteristiky char R = p > 0.
Pak pro kazdé a, b € R plati

(a+ b)P = aP + bP.

[Véta 2.9, str. 62]

Dasledek. Necht R je obor integrity charakteristiky
char R = p > 0. Pak zobrazeni f : R — R, kde f(r) = rP, je
injektivni homomorfismus okruhil.



Podokruh okruhu

Definice. Necht (R, +, ) je okruh, H podmnoZina mnoziny R.
Rekneme, e H je podokruh okruhu R, jestlize

» 0,1 € H,

» pro kazdé a € H plati —a € H,

» pro kazdé a,b € H platia+ b, a- b€ H.

Pozndmka. Nejvétsim podokruhem okruhu R (vzhledem k C) je

cely okruh R, nejmensim podokruhem je {nl; n € Z}.

Véta. Necht H je podokruh okruhu (R,+,-). Pak + a - uréuji

operace na mnoziné H, pricemz H je okruh vzhledem k témto
operacem. Je-li okruh R komutativni, pak je i okruh H

komutativni. Je-li R obor integrity, pak je i H obor integrity. |veta 32, s 66]

Dasledek. Kazdy podokruh télesa je oborem integrity.

Priklad. Podokruh télesa nemusi byt téleso: vzdyt Z je
podokruhem Q.

VEéta. Jestlize H je podokruh okruhu R a K je podokruh okruhu H,
pak Je K také pOdOkruh Okruhu R [ZFejmé, vzdyt operace + a - se v okruhu H po¢itaji jako v R.]




Podokruh okruhu generovany podmnozinou okruhu

Véta. Necht R je okruh, | neprazdna mnozina takova, Ze pro kazdé
i € | je ddn podokruh H; okruhu R. Pak priinik (;c, H; vsech
téchto podokruhii je opét podokruhem okruhu R.

Definice. Necht M je podmnozina okruhu R. Symbolem (M)
oznacime prinik vsech podokruht okruhu R, jejichz podmnoZzinou
je mnozina M. Podle predchozi véty je (M) podokruhem okruhu
R obsahujici mnoZinu M; evidentné je nejmensi s touto vlastnosti.
Podokruh (M) nazyvame podokruh generovany mnozinou M,
mnozinu M nazyvdme mnozina generatori podokruhu (M).

Pozndmka. Ziejmé (R) = R, (0) = {nl; n € Z}.

Oznaceni. Je-li M = H U {a}, kde H je podokruh okruhu R a
a € R, piseme téz H[a] misto (M).

Véta. Necht H je podokruh komutativniho okruhu R a a € R. Pak
Hla] = {ho + hia+ hpa® +---+ hy,a"; n €N, hg, h1,..., h, € H}.

[Véta 3.12, str. 71]



Soudéin okruhti

Véta. Necht (R, +,-) a (S,+,-) jsou okruhy. Definujme na
kartézském soucinu R x S nové operace + a - po slozkdch, tj.
(r1,s1) + (r2,82) = (n + r2, 51 + 52),
(f1,51) : (f2,$2) = (F1 cr, st 52)
pro libovolné ri,r, € R a s;,sp € S. Pak (R x S,+,-) je okruh
s nulou (0,0) a jedni¢kou (1,1). Navic plati (R x §)* = R* x §*.
[Ovéteni je zdlouhavé, ale snadné: véechny axiomy okruhu jsou v R x S splnény, protoze se operace pocitaji po

slozkich a v obou slozkach tyto axiomy plati, protoZe jsou R a S okruhy.]

Definice. VySe popsany okruh (R x S,+, ") se nazyva

soucin okruhu (R, +, ) a (S,+,:). Zobrazenip;: RxS — R a
p2: R xS — S uréend predpisy p1((r,s)) = r, p2((r,s)) = s pro
libovolné (r,s) € R x S se nazyvaji projekce (ze soucinu).

Véta. Necht (R x S,+,) je soucin okruhd (R,+,-) a (S,+,-).
Pak obé projekce p1 a po jsou surjektivni homomorfismy okruhd.

[ZFejmé, protoze se operace poéitaji po slozkach.]



Cinska zbytkova véta

Véta (Cinskd zbytkovd). Necht m,n € N a zobrazeni

f: Zmn— ZLm X Zp je uréeno predpisem f([a]mn) = ([a]m, [a]n)
pro libovolné a € Z. Pak f je homomorfismus okruhd.

Je-li navic (m, n) =1, je f izomorfismus, a tedy Zimn = Zm X L.

Diikaz. Protoze m | mn a n | mn, je f definovano korektné. Zrejmé
zachovéva operace +, - i 1. Je-li (m,n) = 1, pak je
ker f = {[a]mn; @ € Z, m| a, n| a} = {[0]mn}, a tedy f je injekce.
Protoze obé mnoziny maji mn prvkd, je f i surjekce.

Disledek. Je-li (m,n) =1, pak Z}5, = Z), X L), a tedy
p(m-n) = g(m)-¢(n).

Disledek. Je-li (m,n) = 1, pak pro kaZdé a, b € 7 existuje c € Z
tak, Ze

a
11l

a (mod n),
b (mod m).

ﬁ
Il



Konstrukce podilového télesa Q(R) oboru integrity R

Motivace. Vime, ze kazdy podokruh télesa je oborem integrity.
Ukazme, Ze i naopak kazdy obor integrity je podokruhem vhodného
télesa. Necht dale R je libovolny, ale pevné zvoleny obor integrity.

VEta. Na mnoziné R x R* definujeme relaci = predpisem
(a,b)=(c,d) & a-d=b-c

pro libovolné a,c € R, b,d € R*. Pak = je relace ekvivalence.
[Lemma 4.13, str. 75]

Oznaceni. Oznaéme Q(R) rozklad prislusny ekvivalenci =, tedy
Q(R) = (R x R*)/ =. Pro libovolné (a, b) € R x R* ozna¢me
2 € Q(R) tfidu obsahujici (a, b), pro kazdé a,c € R, b,d € R*
tedy plati

$=g9 ®© a-d=b-c

Véta. Na Q(R) Ize definovat operace + a - takto: pro kazdé

a,ceR, b,deR" definujeme
7_|_ __ ad+cb a ¢
<=

b-d b'd bd

Pak (Q(R), +, )Je téleso a zobrazeni k : R — Q(R), uréené
predpisem k(a) = 7, je vnoreni (tj. injektivni homomorfismus okruhil).
[Véta 4.15, str. 75], [Véta 4.17, str. 76]



Konstrukce podilového télesa Q(R) oboru integrity R
Mame vnofeni k : R — Q(R), k(a) = { pro kazdé a € R.

Priklad. Q(Z) = Q.

Véta. Necht f : R — T je vnoreni oboru integrity R do télesa T.
Pak predpis f(2) = f(a) - f(b)~! pro libovolné a,b € R, b # 0

ddvd homomorfismus f : Q(R) — T takovy, 7e f o k = f.

R f T Navic plati, Ze f je Jediny takovy
7 homomorfismus a Ze f je také vnoreni,
X e a tedy Q(R) je izomorfni se svym
Q(R) obrazem v homomorfismu f, tj.

Q(R) = {f(a)-f(b)"';a,be R, b#0}.
[Véta 4.19, str. 77]
Priklad. Z[i] = {x+i-y;x,y € Z} je obor integrity, inkluze dava
jeho vnoreni do C, tj. mame injektivni homomorfismus
f: Z[i] — C, kde f(a) = a pro a € Z[i]. Proto Q(Z[i]) =
{a-BHa,BeZli], B#0}={x+i yixyeQ}=Qll
Priklad. Podobné Q(Z[./p]) = Q[,/p] pro libovolné prvocislo p.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Rekneme, e
prvek b déli prvek a, neboli ze prvek a je délitelny prvkem b,
piSeme b | a, jestlize existuje prvek g € R takovy, ze a=q - b.
V opacném pripadé fikdme, Ze prvek b nedéli prvek a, neboli ze
prvek a neni délitelny prvkem b, piseme b1 a.
Véta. Necht R je komutativni okruh, pak plati

»VacR: 1]a, ala;

» Ya,b,ce R: a|b,b|lc = a|c

» Va,b,ce R: a|b,alc = alb+c;

» VaeR: ae R* & al|l;

» Vabe R: ac R*,b|a = beR*;

» Va,be R: ac R* = alb.
[Véta 2.11, str. 63]
Ddsledek. Necht R je komutativni okruh, ai,...,a,, b € R,

ui,...,Un € R libovolné. Jestlize b | a; pro kazdé i = 1,...,n, pak
b|> iy uiai.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a,b € R. Rekneme, e
prvky a, b jsou asociované, piSeme a ~ b, jestlize a | b a soucasné
b| a.

Véta. Necht R je komutativni okruh. Relace asociovanosti ~ je
relaci ekvivalence na mnoziné R. [vea 213, str. 63]

Véta. Necht R je obor integrity, a,b € R. Pak plati a ~ b, pravé
kdyZ existuje jednotka ¢ € R* tak, Ze a = c - b. |veta215 str 64)

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R spliiujici ¢ | a, ¢ | b, se nazyva spolecny délitel prvki a, b.
Libovolny prvek d € R se nazyva nejvétsi spolecny délitel prvki
a, b, jestlize

» dl|a, d|b,

»VceR: cla,c|b = c|d.

Tedy nejvétsi spolecny délitel prvkl a, b je takovy jejich spolecny
délitel, ktery je délitelny kazdym jejich spolecnym délitelem.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Definice. Necht R je komutativni okruh, a, b € R. Libovolny prvek
¢ € R splfiujici a | ¢, b | ¢, se nazyva spole€ny nasobek prvki a,
b. Libovolny prvek d € R se nazyvad nejmensi spolec¢ny nasobek
prvki a, b, jestlize

» a|d bld,

»VceR: alc,b|lc = d]c.

Tedy nejmensi spolecny nasobek prvkl a, b je takovy jejich
spoleény nasobek, ktery déli kazdy jejich spoleény nasobek.

Pozndmka. Predchozi definice mirné pozménuji dfive definované
pojmy ,nejvétsi spoleCny délitel” a ,nejmensi spolecny nasobek"
v Z. Definovali jsme je totiz pomoci usporadani podle velikosti,
které v obecném okruhu nemame k dispozici. Dale budeme tyto
pojmy pouzivat podle nové definice, avSak zavedené oznaceni
(m, n) a [m, n] ponechame. Tedy (m, n) znadi nezdporny nejvétsi
spole¢ny délitel &isel m, n € Z. Podobné [m, n] znadi jejich
nezaporny nejmensi spolecny nasobek.



Délitelnost v komutativnich okruzich

Véta. Necht R je komutativni okruh, a,b € R. Nejvétsi spolecny
délitel prvki a, b, pokud existuje, je urcen jednoznacné az na
asociovanost. Také nejmensi spoleCny ndasobek prvki a, b, pokud
existuje, je uréen jednoznacné aZ na asociovanost. |vew 217, st 64]

Definice. Necht R je obor integrity, a € R. Rekneme, Ze a je
ireducibilni prvek okruhu R, jestlize a # 0, a ¢ R* a pro kazdé
b,c € R takové, ze a=b-c, plati b€ R* a c ~ a anebo c € R*
ab~a.

Priklad. Ireducibilnimi prvky okruhu Z jsou pravé prvocisla a Cisla
k nim opacna.

Priklad. Je-li T téleso, pak v T neexistuji zddné ireducibilni prvky.

Veta. Necht R je obor integrity, a,b € R. Je-li a ireducibilni prvek
okruhu R a b ~ a, pak je také b ireducibilni.

Dikaz. Vime, Ze existuje jednotka e € R*, ze a = e - b. Zfejmé
b#0,b¢ R*. Prokazdé x,y € R, b=x-y,jea=(e-x)-y.



Okruhy s jednoznacnym rozkladem

Definice. Rekneme, 7e R je okruh s jednoznaénym rozkladem,
jestlize
» R je obor integrity,
> kazdé a€ R, a#0, a ¢ R*, Ize rozlozit na soucin nékolika
ireducibilnich prvki, pficemz tento soucin je jednoznacny az
na poradi a asociovanost.

Priklad. Vime, ze Z je okruh s jednoznaénym rozkladem (napfiklad
rozklady 6 =2-3=3-2=(-2)-(—3) = (—3) - (—2) se li&i jen
poradim a asociovanosti).

Priklad. Kazdé téleso je okruh s jednoznacnym rozkladem, nebot
neobsahuje zadny prvek, ktery by byl nenulovy a nebyl jednotka.

Priklad. V okruhu Z[i] je mozné dokazat vétu o déleni se zbytkem
(aby se dalo fict, Ze zbytek je ,mensi* nez Cislo, kterym se délilo,
je tfeba néjak méfrit velikost zbytku; v tomto pripadé to lze udélat
pomoci absolutni hodnoty). vew 34, st 67) Stejnou Gvahou jako v Z,
tedy pomoci Euklidova algoritmu a Bezoutovy rovnosti lze pak
ukazat, ze ZJ[i] je okruh s jednoznaénym rozkladem.




Priklad
Necht R = Z[i\/g] ={a+ biv/5; a, b € Z}. Pak R je obor integrity,
protoze je podokruhem C. Definujme zobrazeni N : R — Z takto:
pro libovolné a = a + bi+/5 klademe N(a) = |a|? = a® + 5b°.

Jestlize B | a v R, existuje v € R tak, Ze a = 3 -7, a tedy

N(a) = |8~ =18 [y[> = N(B) - N(v), tudiz N(B) | N(a) v Z.
Je-li o = a+ biv/5 € RX, pak a| 1 v R, a proto N(a) | N(1) = 1.
Odtud a? +5b% =1, proto b =0, a = +1. Je tedy R* = {1, -1}.

Plati 6 = 2-3 = (1 + iv/5)(1 — i/5), pfitom tito vdichni Ctyfi
Cinitelé jsou ireducibilnimi prvky okruhu R. Je totiz N(2) = 4,
N(3) =9, N(1+iv5) = N(1 — iv/5) = 6. Kdyby napriklad

1+ iv5=+-0 pro n&jaké 7,6 € R — R*, platilo by N(v) > 1,
N(0) > 1, N(vy) - N(6) = 6. Proto N(v) € {2,3}, coz je spor,
protoZe rovnice x> + 5y% = 2 a x? + 5y? = 3 nemaji fedeni v Z.
Jsou tedy 2 -3 = (1 + iv/5)(1 — iv/5) souciny ireducibilnich prvk
liSici se vice nez poradim a asociovanosti, proto R neni okruh

s jednoznac¢nym rozkladem.



Pokracovani prikladu

Oznaéme a = (1 + iv/5)? = 2(—2 +iV5), B =2(L +iV/5) a

ukazme sporem, ze «, 3 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.

Ptedpokladejme tedy, 7e v = x + yi\/5 je nejvétsi spoleény délitel
Cisel o, 5. Pak plati v | «, v | B v R, a tedy N(v) | N(a) = 36,
N(~) | N(B) =24 v Z, tedy N(v) | 12.

Na druhou stranu 2 a 1 + i/5 jsou spole¢ni délitelé &isel o, 3, a
tedy 2| val+iV5|yv R, atedy4=N(2)|N(v)a
6= N(1+iv5)| N(v) v Z, tedy 12 | N(7).

Dohromady 12 = N(y) = x2 + 5y2. Takova x, y € 7Z viak
neexistuji. Proto «, 8 nemaji nejvétsi spolecny délitel v R.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Pozndmka. Abychom nemuseli definovat, co je to vyraz a kdy jsou
si dva vyrazy rovny, nezavedeme polynom jako vyraz urcitého
tvaru, ale pomoci posloupnosti koeficienti. To Ize udélat nad
libovolnym okruhem R.

Definice. Necht R je okruh. Polynomem nad okruhem R

rozumime nekoneénou posloupnost f = (fy, f1,f,...), kde f; € R

pro kazdé i =0,1,2,... a plati, ze mnozina {i € NU{0}; f; # 0}

je konecna. Prvky fy, fi, f>,... nazyvame koeficienty polynomu f.
Mnozinu vSech polynomi nad okruhem R oznaujeme symbolem R[x].

Dohoda. Koeficienty polynomu f budeme automaticky oznacovat
symboly fy, A1, f, . ...

Véta. Necht R je okruh. Na mnoziné R|[x] definujeme operace +, -

vztahy .
(f+g)i="fi+ai (f-8)i =D keo ki«

pro kazdé f,g € R[x|, i € Z, i > 0. Pak (R[x],+, ) je okruh.

Je-li R komutativni, pak R[x] je také komutativni. (ve s>, s 78]



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Okruh R[x] se nazyvd okruh polynomi nad okruhem R.

Véta. Necht R je okruh. Zobrazeni k : R — R[x] urcené predpisem
k(a) = (a, O7 0, ce ) je vnoreni. [veea 5.4, str. 79)

Ztotoznéni. Polynomy tvaru (a,0,0,...) se nazyvaji konstatntni.
Predchozi véta ndm umoziuje ztotoznit a € R s konstantnim
polynomem (a,0,0,...). Tim se okruh R stdva podokruhem
okruhu R[x]. Polynom 0 = (0,0,0,...) se nazyva nulovy, ostatni
polynomy se nazyvaji nenulové.

Definice. Necht f je nenulovy polynom nad okruhem R. Nejvétsi
n > 0 takové, Ze f, # 0, se nazyva stupei polynomu f, znacime
st(f). (Takové n existuje, vzdyt mnozina {i € NU {0}; f; # 0} je
kone¢nd.) Koeficient f, se pak nazyvé vedouci koeficient
polynomu f. Stupen nulového polynomu klademe roven —oco, jeho
vedouci koeficient nedefinujeme.

Priklad. Polynomy stupné 0 jsou pravé nenulové konstantni
polynomy.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Definice. Polynomy stupné 1 se nazyvaji linearni, polynomy
stupné 2 kvadratické, polynomy stupné 3 kubické. Linedrni
polynom (0,1,0,0,...) budeme oznaovat symbolem x.

Priklad. Z¥ejmé x> = (0,0,1,0,0,...), x3 =(0,0,0,1,0,...) atd.

Véta. Necht R je okruh a f € R[x] nenulovy polynom stupné n.
Pak plati f = f, - x" + .-+ f1 - x + fy, kde koeficienty f; polynomu
f chapeme jako konstantni polynomy a operace + a - jsou operace
v okruhu R[x]. (vt ss, st 50

Pozndmka. Prestoze jsme polynomy nedefinovali jako vyrazy,
predchozi véta ndm umozZiuje s nimi tak pracovat.

Dohoda. V niasledujici vété budeme potrebovat tyto vztahy pro
pocitani s nekoneCnem: —o0 < n,

(—0) + (—00) = (—0) + 1 = n+ (—00) = —o0

pro libovolné n € Z, n > 0.



Polynomy nad libovolnym okruhem R

Véta. Necht R je okruh a f,g € R[x|. Pak plati
> st(f + g) < max{st(f),st(g)},
> st(f - g) <st(f) +st(g),
> jestlize f #0, g # 0 a alespori jeden z vedoucich koeficient(i
polynomi f a g neni délitel nuly, pak
st(f - g) = st(f) + st(g).

[Véta 5.10, str. 81]
Véta. Je-li R obor integrity, pak také R[x] je obor integrity. (e 512, s s1)

Véta. Necht R je obor integrity. Pak (R[x])* = R*, tedy polynom
f je jednotkou okruhu R[x], pravé kdyz je konstantni a soucasné je
jednotkou okruhu R. |vewasis, s 1)

Disledek. Pro Zadny okruh R neni R[x] téleso.

Priklad. Jestlize R neni obor integrity, mohou existovat i
nekonstatni jednotky okruhu R[x], napfiklad v Zg[x] plati

(18lo - x + [1]o) - ([6]o - x + [1]o) = [1]o-




Véta o déleni polynomi se zbytkem

Véta. Necht R je okruh, f,g € R[x|, pficemz vedouci koeficient
polynomu g # 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jedind dvojice
polynomii q,r € R[x] takovd, Ze st(r) < st(g) a platif =g-q+r.

Dikaz existence q,r. Pro f =0 zfejmé (g = r = 0), déle f # 0.
Necht g = apx™ + - -+ a1x + ag, an € R*, tj. st(g) = n,
f=bmx™+ -+ bix + by, bm # 0, tj. st(f) = m.

Postupujme indukci vici m.

I. krok: Je-li m < n, pak oznacme q =0, r = f.

Il. krok: Predpokladejme, Ze m > n a ze pro polynomy stupné
mensiho nez m jiz bylo dokazano. Polynom g - a; ! - by, - x™" ma
stejny stupen i vedouci koeficient jako f, proto pro polynom
h=f—g-a;l by -xm" plati st(h) < m. Z indukéniho
predpokladu existuji p, r € R[x] tak, ze st(r) < st(g) a plati

h =g - p+ r. Pak dosazenim a (pravou dostaneme

f=g-a,t by -x""+h=g-(a;l bym-x"""+p)+r.
Staci oznadit ¢ = a1 - by - x™ "+ p.




Véta o déleni polynomi se zbytkem

Véta. Necht R je okruh, f,g € R|[x], pficemZ vedouci koeficient
polynomu g # 0 je jednotka okruhu R. Pak existuje jedina dvojice
polynomi q,r € R[x] takovd, Ze st(r) < st(g) a platif =g-q+r.

Dikaz jednoznacnosti q,r. Predpokladejme, ze q,r, g, € R[x],
pricemz st(r) < st(g) a st(7) < st(g), splnuji
f=g-g+r=g-q+r.Pakg-(g—q) =r — . Vedouci
koeficient polynomu g neni délitel nuly, tedy

st(g) +st(q — q) =st(g - (g — q)) = st(r — F) <st(g).

Pak tedy st(g — q) <0, tj. § = q, odkud 7 = r.




Eukliddv algoritmus v okruhu polynomi nad télesem

Pozndmka. Je-li R je téleso, je v R[x]| vedouci koeficient kazdého
nenulového polynomu jednotkou. Proto pro libovolné nenulové
polynomy f, g € R[x] |ze postupovat podle Euklidova algoritmu

f=g-qo+r,
g rn-q1+n,
rn=r-qz2+n,

n=rnr-qst+rnm,

fn—2 = rp—1-Qqn+ In,

rn—1 = rp-qny1 +0.

Pfitom st(g) > st(ro) > st(r1) > st(r) > ..., proto skutecné po
nékolika délenich nastane r,1; = 0.



Nejvétsi spolecny délitel v okruhu polynom(i nad télesem

Véta. Necht R je téleso. Pak libovolné dva nenulové polynomy
f,g € R[x] maji v R[x] nejvétsi spole¢ny délitel d € R[x], ktery je
mozné spocitat pomoci Euklidova algoritmu (jako posledni
nenulovy zbytek v provddénych délenich) a vyjddrit jej Bezoutovou
rovnosti, tj. existuji a,b € R[x] tak, Zed =a-f+b-g.

[Véta 5.18, str. 83], [Véta 5.20, str. 84]

Definice. Nenulovy polynom se nazyva normovany, je-li jeho
vedouci koeficient roven 1.

Pozndmka. Je-li R téleso, je R[x] obor integrity a plati

(R[x])* = R* = R*. Je tedy kazdy nenulovy polynom z R[x]
asociovany s pravé jednim normovanym polynomem.

Definice. Necht R je téleso, f, g € R[x] nenulové polynomy.
Oznacme (f, g) normovany nejvétsi spoleény délitel polynomil f a g.
O polynomech f a g fekneme, Ze jsou nesoudélné, je-li (f,g) = 1.
Véta. Necht R je téleso, f, g, h € R[x]| nenulové polynomy. Jestlize
flg-h asoucasné (f,g) =1, pak f | h. |vewso2s s es)



Ireducibilni polynomy

Véta. Necht R je téleso, f € R[x]. Polynom f je ireducibilni prvek
okruhu R[x], pravé kdyZ f neni konstantni a nelze jej rozloZit na
soucin dvou nekonstantnich polynomi z okruhu R[x]. (vew 524, sur. 85

Definice. Necht R je okruh, f € R[x] se nazyva ireducibilni
polynom nad R, jestlize f neni konstantni a nelze jej rozlozit na
soucin dvou nekonstantnich polynomu z okruhu R[x].

Varovani. Pozor, rozliSujte pojmy ,ireducibilni polynom nad
okruhem R* a ,ireducibilni prvek okruhu R[x]."

Priklad. Je-li R téleso, jsou ireducibilni polynomy nad R pravé
ireducibilnimi prvky okruhu R[x].

Priklad. Konstantni polynom 2 je ireducibilnim prvkem okruhu Z[x],
ale neni ireducibilnim polynomem nad Z. Polynom 2x je ireducibilni
polynom nad Z, ale neni ireducibilnim prvkem okruhu Z[x].

Véta. Necht R je téleso, f,g,h € R[x] polynomy, pficemz f je
ireducibilni nad R. Jestlize f | g - h, pak f | g nebo f | h.



Okruh polynomi nad libovolnym télesem je okruhem
s jednoznacnym rozkladem

Véta. Necht R je téleso, f € R[x| nenulovy polynom. Pak existuje
ke€Z, k>0, ae R* a normované ireducibilni polynomy
pi,---, Pk € R[x] tak, ze

f=a-p1- ... - pk.
Tento rozklad je navic jednoznacny aZ na poradi Ciniteld.

[Véta 5.27, str. 86]

Disledek. Jestlize R je téleso, je R[x] okruh s jednoznacénym
rozkladem.

Pozndmka. Predchozi disledek lze znacné zesilit, plati totiz
nasledujici véta:

Véta. Necht R je okruh. Pak okruh polynomi R[x] je okruhem
s jednoznacnym rozkladem, pravé kdyz okruh R je okruhem
s jednoznacnym rozkladem. (vew uwadime bez dikazu ]

Ddsledek. Okruh Z[x] je okruhem s jednoznaénym rozkladem.



Koren polynomu

Definice. Necht R je okruh, f = a,x" + -+ 4+ aix + ag € R[x],
c € R. Pak prvek a, - c"+---+a1-c+ ap € R zna¢ime f(c) a
nazyvame hodnota polynomu f v prvku c.
Véta. Necht R je komutativni okruh, f, g € R[x], ¢ € R. Pak plati
> (f+8)(c) = f(c) + &(c),
> (f : g)(c) = f(C) : g(C). [Véta 6.2, str. 87]
Poznamka. Predpoklad o komutativité byl podstatny pro nasobeni:
jestlize pro a,c € Rplatia-c# c-a, pak pro f = x, g = a je
(f-8)(c) =(x-a)(c) =(ax)(c) =a-c#c-a=f(c)- g(c)
Ddsledek. Necht R je komutativni okruh, ¢ € R. Pak zobrazeni
a: R[x] — R urcené predpisem o(f) = f(c) pro kazdé f € R[x]
je homomorfismus okruhd.

Definice. Necht R je okruh, f € R[x], ¢ € R. Rekneme, Ze c je
kofenem polynomu f, jestlize f(c) = 0.



Nasobnost korene polynomu

Véta. Necht R je komutativni okruh, f € R[x|, ¢ € R. Pak plati: ¢
Je kofenem polynomu f, pravé kdyz (x — c¢) | f v okruhu R[x].

[Véta 6.5, str. 87]

Definice. Necht R je komutativni okruh, f € R[x], f #0, c € R,
f(c) = 0. Pfirozené &islo k se nazyva nasobnost korene ¢
polynomu f, jestlize (x — c)¥ | f a (x — ¢)**1 { f v okruhu R[x].
Kofeny nasobnosti 1 se nazyvaji jednoduché.

Pozndmka. Podminka (x — c)¥ | f znamena, Ze existuje g € R[x]
tak, Ze (x — c)k - g = f. Protoze (x — c)* je normovany polynom
stupné k, plati k + st(g) = st(f). Pfitom g # 0, tedy st(g) > 0,
odkud plyne k < st(f). Proto nenulovy polynom nemiize byt
délitelny kazdou mocninou polynomu x — ¢ a predchozi definice
jednoznacéné urcuje nasobnost kazdého korene libovolného
nenulového polynomu nad komutativnim okruhem.

Priklad. Kvadraticky polynom x? — [1]g € Zg[x] ma Ctyfi
jednoduché koreny [1]s, [—1]s, [3]s, [3]s-




Pocet korentl polynomu nad oborem integrity

Véta. Necht R je obor integrity, f € R[x], f # 0. Polynom f ma
nejvyse st(f) kofend v R, pocitano i s ndsobnosti. Presnéji: soucet
ndsobnosti vsech korenti polynomu f v R je mensi nebo roven st(f).

Ddkaz. Necht cy, ..., cs jsou riizné kofeny polynomu f v R, necht
ki je nasobnost kofene c¢;. Pak (x — ¢;)% | f v R[x]. Ozna¢me K
podilové téleso oboru integrity R, tedy R je podokruhem télesa K.
Pak (x — ¢;)% | f v K[x]. Pfitom x — ¢y, ..., x — Cs jsou rlizné
normované ireducibilni polynomy v K[x|. RozloZime-li f na soudin
vedouciho koeficientu f a normovanych ireducibilnich polynoma

v K[x], z jednoznaénosti rozkladu plyne, ze se mezi nimi polynom
x — ¢;j objevi alespon kj-krat pro kazdé i =1,...,s. Proto
[Ti_i(x — ci)ki | f. Protoze K je téleso, plati > 7_; ki < st(f).



Konecnd podgrupa multiplikativni grupy télesa
Zname nasledujici pojem a vétu z teorie grup:

Definice. Necht G je konecna grupa. Nejmensi e € N takové, ze
pro kazdé a € G plati a® = 1, se nazyva exponent grupy G.

VEta. Necht G je konecnd komutativni grupa. Pak exponent grupy
G je roven nejvétsimu z radi vsech prvki grupy G.

VEta. Necht K je téleso, G je konec¢nd podgrupa multiplikativni
grupy (K*,-). Pak G je cyklicka grupa.

Diikaz. Oznalme e exponent grupy G a n = |G| jeji Fad.

Podle pfipomenuté véty existuje g € G, jehoz Fad je e.

Pak z Lagrangeovy véty e | n. Kazdy prvek grupy G je kofenem
polynomu x€ — 1, a tedy n < st(x® — 1) = e, proto n = e. Tedy
(g) € G maji obé n prvki, tj. G = (g) je cyklicka.

Dasledek. Necht R je konecné téleso, pak je jeho multiplikativni
grupa (R*,-) cyklicka.

Diisledek. Pro libovolné prvocislo p je grupa (7, ) cyklicka.



Derivace polynomu

Definice. Necht R je okruh, f = apx™ + -+ - + ax? + ai1x + ag
polynom z R[x]. Derivaci polynomu f rozumime polynom
fl'=napx" 14+ 2ax + a1.

Poznamka. V télese redlnych Cisel madme pojem limity, ktery

v obecném okruhu neni k dispozici. Proto jsme pojem derivace
polynomu nemohli definovat limitou, ale jen uvedenym vzorcem,
v némz napfiklad na, znamena n-nasobek prvku a, (tedy soudet
n kopii prvku a, v grupé (R, +)).

Véta. Necht R je okruh, f,g € R[x], c € R, n € N. Pak plati
- (F+g) =F+&,
> (f-g)=f-g+f-g,
> ((X — C)n)/ = n(x — C)nfl. [Véta 6.15, str. 89]
Oznaceni. Druhou derivaci polynomu f znaéime f” = (f')/, t¥eti

" = (f") atd. Obecné pro k € N pak k-tou derivaci polynomu f
zna&ime (k) = (f(k_l))’. Jetedy f) = £/, f) = £ atd.



Souvislost derivace polynomu s nasobnosti korent

Véta. Necht R je komutativni okruh, f € R[x|, c € R, k € N.
Jestlize ¢ je k-ndasobnym korfenem polynomu f, pak je c kofenem
po/ynomﬁ f/, f", ., f(k_l). [Véta 6.16, str. 90]

Poznamka. Predchozi véta se pouziva pfi hledani vicendsobnych
kofenti daného polynomu f € R[x], kde R je téleso. Takovy kofen

je také kofenem derivace f', a tedy i nejvétsiho spole¢ného délitele
(f, ).

Véta. Necht' R je téleso, f € R[x|, c € R, k € N. Predpokladejme,
Ze char R = 0 nebo char R > k. Pak c je k-nasobnym kofenem
polynomu f, pravé kdyz je ¢ kofenem polynomd f!, ", ..., f(k=1)
a neni korenem polynomu f (k). [Véta 6.17, str. 90]

Priklad. Predpoklad o charakteristice je nezbytny. Napriklad pro
R = Z, polynom f = x? € Z[x] ma koten [0]> nasobnosti 2.
P¥itom f’ = 2[1]ox = 0, a tedy f()([0]2) = 0 pro kazdé k € N.
Poznamka. Jev pozorovany v predchozim prikladé plati obecnéji:
je-li char R = p > 0, pak pro kazdé f € R[x] plati f(P) = 0.



Polynomy nad C

Véta (Zakladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom
f € C[x] md v C koren. (v 72, s 03]

Definice. Téleso R se nazyva algebraicky uzaviené, jestlize kazdy
nekonstantni polynom f € R[x] ma v R koren.

Priklad. Télesa R a Q nejsou algebraicky uzavrend, zadné konecné
téleso neni algebraicky uzaviené (je-li R = {r,..., m}, pak
(x—rn)- ... -(x—rs)+1nemd v R koren).

Poznamka. Zakladni vétu algebry Ize tedy formulovat takto:
C je algebraicky uzaviené téleso.

Dasledek. Pro libovolny polynom f € C[x]| plati: f je ireducibilni
nad C, pravé kdyz je f linedrni.

Dusledek. Necht f € C[x] je normovany polynom, st(f) = n > 1.
Pak existuji c1,...,cy € C tak, Ze

f=(x-ca) ... (x—cn).
Tento rozklad je navic jednoznacny aZ na poradi Cinitell.



Polynomy nad C - Vietovy vztahy

Diisledek (Viete). Necht f = x"+ap_1x" "1+ -+ a;x + ag € C[x]
Je normovany polynom, n > 1, c1,...,c, € C jeho kofeny (kazdy
uveden tolikrat, kolik je jeho ndsobnost). Pak plati

—ap-1 = €+ -+ Cp,
an—2 = &+ + -+ cacypt+ e+ -+ Ch—1Cp,

(_1)/‘3"7,( = Z Ciy Ciy - - - Ciys

1<i<--<ix<n

—1)"ag = c16a ... Cp. [Veta 76, str. 04]
0

Poznamka. Vyraz na pravé strané k-tého radku Ize popsat takto:
vezmeme vSechny k-prvkové podmnoziny mnoZiny indexi
{1,2,..., n}, pro kazdou z nich vynasobime odpovidajici kofeny a
ziskané souciny seCteme.



Polynomy nad R

Véta. Je-li komplexni &islo ¢ kofenem polynomu f € R[x]|, pak i
Cislo © komplexné sdruzené s Cislem ¢ je kofenem polynomu f.

[Véta 8.1, str. 97]

Véta. Pro libovolny polynom f € R|[x]| plati: f je ireducibilni nad R,
pravé kdy? je f linedrni anebo je f = ax® + bx + ¢ kvadraticky se
zdpornym diskriminantem b?> — 4ac < 0.

[Véta 8.2, str. 97]

Disledek. Kazdy nekonstantni normovany polynom f € R[x]| Ize
psat jako soucin normovanych polynomii, které jsou linedrni anebo
kvadratické se zapornym diskriminantem. Tento zapis je
jednoznacny az na poradi Cinitell.



Polynomy nad Z

Véta. Necht f = a,x" + ap_1x" 1 + -~ + a;x + ag € Z[x] je
nekonstantni polynom stupnén, r € Z, s € N, (r,s) = 1, takovd,
Ze % je kofen polynomu. Pak plati

> r| ao,

> s |an,

> pro kazdé m € Z plati (sm — r) | f(m).

Dikaz. 0=s"-f(%)=anr" + ap_1r" s+ -+ a;rs"1 + aps”.
Proto r | aps”, coz diky (r,s) =1 dava r | ao.

Podobné s | a,r”, coz diky (r,s) =1 dava s | a,.

Oznaéme d = sm — r, pak r = sm — d, dosazenim
an(sm—d)"+an_1(sm—d)" s+ +a;(sm—d)s" 1 +ags" = 0.
Uzitim binomické véty a vynechdnim vSech scitanch délitelnych d
dostaneme

d | an(sm)"+an_1(sm)" s -4 ay(sm)s" ! + ags” = f(m)-s".
Kazdé prvocislo délici soucasné d i s musi délit také r. Ovsem
takové prvocislo neexistuje, tedy (d,s) = 1. Proto d | f(m).



Polynomy nad Z - hledani raciondlnich koren(

Pozndmka. Predchozi vétu pouzivame pro nalezeni vSech
racionalnich kofent daného polynomu s celoliselnymi koeficienty a
nenulovym absolutnim ¢lenem: prvni dvé podminky totiz davaji jen
kone¢né mnoho moznych hodnot pro r, s. Pro kazdou z moznych
dvojic r, s Ize zjistit dosazenim, zda ¢ je kofenem f. V pfipadé
velkého poctu dvojic je mozné nékteré dvojice eliminovat treti
podminkou, napriklad testovat, zda plati (s +r) | f(—1) a

(s =r) [ (1),



Polynomy nad Z

Definice. Necht f = apx" 4+ ap_1x" 14+ -+ a;x+ a € Z[x] je
nenulovy. Rekneme, e f je primitivni, jestlize jeho koeficienty jsou
nesoudélné, tj. (ao, a1,...,an) = 1.

Véta (Gaussovo lemma). Soucin libovolnych dvou primitivnich
polynom( je primitivni polynom.

Diikaz sporem. Prepokladejme, Ze f, g € Z[x] jsou primitivni
polynomy takové, Ze jejich soucin f - g primitivni neni. Pak existuje
prvocislo p, které déli vSechny koeficienty polynomu f - g.
Zobrazeni o : Z[x] — Zp[x] urCené predpisem

alanx™ + ap 1 X"l Fax + ag) =

= [an]px" + [an-1]px" " + - + [a1]px + [a0]»

pro libovolné ag, a1, ..., a, € Z (tedy kazdy koeficient je nahrazen
odpovidajici zbytkovou tfidou) je homomorfismus okruhi. Pak
a(f)#0, a(g) #0, a(f) - a(g) = a(f - g) =0, coz je spor s tim,
ze Zp je téleso, a tedy Zp[x] je obor integrity.



Polynomy nad Z - ireducibilita

Véta (Gauss). Libovolny polynom f € Z[x] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.

Ddkaz. Tvrzeni je zfejmé pro konstantni polynom f, ktery neni
ireducibilni ani nad Z ani nad Q. Necht je tedy f nekonstantni.
Jestlize f neni ireducibilni nad Z, je mozné jej psat jako soucin
dvou nekonstantnichch polynomi v Z[x]. Tyto polynomy jsou i

z Q[x], a tedy f neni ireducibilni nad Q.

Predpokladejme tedy naopak, ze f neni ireducibilni nad Q. Pak
tedy f = g - h pro vhodné nekonstantni polynomy f, g € Q[x].
Existuji nenulova racionalni Cisla b, ¢ tak, Zze b- g a ¢ - h jsou
primitivni. Podle Gaussova lemmatu je i (b-g)(c-h) = (bc)-f
primitivni. Existuji nesoudélnd u, v € N tak, ze bc = £ . Kdyby

u # 1, bylo by u délitelné néjakym prvocislem p, které by pak
délilo v8echny koeficienty polynomu uf a z p { v bychom dostali, ze
(bc) - f neni primitivni. Proto u=1a f =(xv-(b-g))-(c-h) je
rozklad f na soucin dvou nekonstantnich polynomu v Z[x], a tedy
f neni ireducibilni nad Z.



Polynomy nad Z - ireducibilita

Véta (Eisensteinovo kriterium). Necht
f=apx"+a, 1x" 1+ -+ a;x + ag € Z[x] je nekonstantni
polynom stupné n. JestliZe existuje prvocislo p takové, Ze
> plan1, pPlana ...,pla, plao,
> p{an,
> p* f a0,
pak je f ireducibilni nad Q.

Poznamka. Pokud prvodislo danych vlastnosti neexistuje, nefika
Eisensteinovo kriterium o ireducibilité f zhola nic.



Polynomy nad Z - dlkaz Eisensteinova kriteria

Dikaz sporem. Predpokladejme, Ze naopak f neni ireducibilni nad
Q, podle Gaussovy véty neni ireducibilni ani nad Z. Z predpokladi
st(f) = n> 0 a f je nekonstantni. Existuji tedy nekonstantni
polynomy g, h € Z[x] tak, ze f = g - h. Opét uzijme
homomorfismus okruhti o : Z[x] — Zp[x] uréeny pfedpisem

a(bpx" 4 by 1x" L 4o byix + bg) =

= [balpx" + [bp-1]px" "1 + -+ + [bi]px + o]

pro libovolné by, by, ..., b, € Z. Pak z prvniho predpokladu plyne,
Ze

a(g) - a(h) = a(g - h) = a(f) = [an]px"
je asociované s polynomem x”, nebot p { a,. Pfitom Z,[x] je okruh
s jednozna¢nym rozkladem, proto a(g) i a(h) jsou asociované
s mocninami polynomu x. A protoze jsou nekonstantni, musi byt
absolutni ¢leny obou polynomi g i h délitelné p. Jejich soucin ag je
tedy délitelny p?, coZ je spor.



