Jednoducha korela¢ni analyza

Motivace
Uvazme nahodné veli¢iny X, Y, které€ jsou aspoil ordinalniho typu. Tyto ndhodné veli€iny mohou mit rlizny vztah:

- : jedna ndhodna veliina je spjata s druhou nahodnou veli¢inou funkéni zavislosti vy-
jadienou predpisem Y = g(X), napt. X — polomér nahodné vybrané sériové vyrabéné kulicky do kulickovych lozisek, Y =

3 - objem této kulicky. Kazdé¢ realizaci ndhodné veliciny X (vysvétlujici proménnad) je piifazena prave jedna realiza-

ce ndhodné veli¢iny Y (vysvétlovand proménna).
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: jedna ndhodna veli¢ina ovliviiuje v rizné mife druhou ndhodnou veli¢inu, napt. X — vék pracov-
nika v letech, Y — pocet dnil absence za rok. Kazdé realizaci ndhodné veli¢iny X mize byt ptfifazeno vice realizaci na-
hodné veli¢iny Y. Zavislost miize byt jednostranna i1 oboustranna.
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: ndhodné veli€iny se navzajem neovliviiuji, napt. hazime-li nardz dvéma kostkami a oznac¢ime X
— pocet ok padlych na jedné kostce, Y — pocet ok padlych na druhé kostce, pak ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky
nezavislé.
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X a'Y jsou stochasticky nezavislé, kdyz plati: v 7 C“- ‘D — ) D

X a'Y jsou nekorelované, kdyZ plati C(X, Y) =0 (tj. mezi X a 'Y neni Zédny linearni vztah).
Ze stochastické nezavislosti vyplyva nekorelovanost, avSak z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezéavislost.



Osnova:

- Spearmantiv koeficient potfadové korelace

- testovani poradové nezavislosti

- Pearsonuv koeficient korelace a vybérovy koeficient korelace
- testovani nezavislosti

- porovnani koeficientu korelace s danou konstantou

- porovnani dvou koeficientli korelace

- interval spolehlivosti pro koeficient korelace



Korela¢ni analyza:

e zkouma, zda existuje zavislost mezi dvéma ndhodnymi veli¢inami X, Y, které jsou bud’ ordinalniho nebo intervalového
¢1 pomérového typu. — nelze se spokojit s formalnim matematickym popisem zavislosti, zavislost musi byt
logicky zdlvodnitelna!

e pomoci Pearsonova ¢i Spearmanova koeficientu korelace méii té€snost této zavislosti

e pro nahodné veli€iny intervalového a pomérového typu je zaloZena na ptedpokladu, ze dvourozmérny ndhodny vektor

[ \ se fidi dvourozmérnym normalnim rozlozenim N, (( Lﬂ CSl pCISZZ , kde
Y 8 o&2 & |

W = E(X)a W2 = E(Y)7 012 = D(X)a 022 = D(Y)a p= R(XaY)
e pfi vyraznéjSim poruseni predpokladu dvourozmérné normality doporucuje pouziti metod, které jsou urceny pro ndhodné

veli¢iny ordinalniho typu



Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky psycholog a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Necht’ X,Y jsou ndhodné veli¢iny ordinalniho typu (tj. obsahové interpretace je mozna jenom u relace rovnosti a relace
usporadani).

Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (X, Yy), ..., (X4, Yu) Z rozloieni jimz se tidi ndhodny vektor (X, Y). Oznacime R;
potadi nahodné veli¢iny X; a Q; pofadi ndhodné Vehcmy Yl, =

) Y‘R Q\z

Tento koeficient nabyvéa hodnot mezi —1 a 1. Cim je > blizsi 1, tim je s11nej $1 pfima potadova zavislost mezi veli¢inami X a Y,
¢im je blizsi —1, tim je siln€j$i nepfimé potadova zavislost mezi veliCinami X a Y. Teoretickd hodnota Spearmanova
koeficientu se znaci ps.



Vlastnosti Spearmanova koeficientu poradové korelace
Pro Spearmanuv koeficient potadove korelace plati _ - . Cim je blizsi 1, tim je siln¢jsi pfima pofadova zavislost mezi

veliCinami X a Y, ¢im je blizsi —1, tim je silnéjsi neptima poradova zavislost mezi velicinami X a Y.

Je-li I5_ resp. I5_ , pakrealizace X,Yi31_ .,01dan¢ho nahodného vyberu lezi na n€jakeé rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty rg se nezméni, kdyZ provedeme vzestupnou transformaci ptivodnich dat.
Hodnoty rg se vynasobi -1, kdyz provedeme sestupnou transformaci ptivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentni vii¢i odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna poradova zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba potadova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni pofadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna potadova zavislost.

Spearmantv koeficient pofadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordindlni charakter

- nelze predpokladat, ze vztah mezi veli¢inami X, Y je linearni

- nahodny vybér nepochazi z dvourozmérného normalniho rozlozeni



Testovani nezavislosti ordinalnich veli¢in

Na hladiné vyznamnosti a testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou potadové nezavislé nahodné veli¢iny proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potfadové zavislé ndhodné veliiny

- levostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje nepiima poradova zavislost

- pravostranné alternativé H;: mezi X a Y existuje pfima potadova zavislost).

Jako testova statistika slouzi Spearmantiv koeficient pofadové korelace rs.

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti o ve prospéch

- oboustranné alternativy, kdyz | Is | > 15,1-02(0)

- levostranné alternativy, kdyZ rg <-rg;4(n)

- pravostranné alternativy, kdyZ rs > rg ;_(n),

kde rs1.4(n) je kritickd hodnota, kterou pro a = 0,05 nebo 0,01 a n <30 najdeme v tabulkach.



Asymptotické varianty testu

T

Pro n > 20 lze pouZzit testovou statistiku ’]8 — , ktera se v ptipadé€ platnosti nulove hypotézy asymptoticky tidi

=

'

rozloZenim t(n-2).
Kriticky obor pro oboustrannou alternativu: “[: o tl_ o) p_2 L )tl_ o) p_2, 0

Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

n

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

Wt n2

L S0

Hypotézu o potadové nezavislosti nahodnych veli¢in X, Y zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyzt, - W.
Systém STATISTICA pouziva tuto variantu testu poradové nezavislosti bez ohledu na rozsah ndhodného

vybéru.

Pro n > 30 Ize pouzit testovou statistiku I;\/ﬁ_ . Plati-li Ho, pak ];\/ﬁ_ ~N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitdme na

asymptotické hladin¢ vyznamnosti a ve prospéch

oboustranné alternativy, kdyz Kvn_1 _ 5 U /20 UL 25y

levostranné alternativy, kdyz I's\/I_l_l N Ve

pravostranné alternativy, kdyz I'S\/fl_l U,



Pf’iklad na testovz’mi pof'adové nezzivislosti (jsou znéma pof'adi)
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Cislo pacienta
Hodnoceni 1. 1ékare
Hodnoceni 2. 1ékare |4 [2|5(6|1|3|7
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Vypoctéte Spearmaniiv koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hodnoceni obou lékait jsou poradove
nezavisla.
Reseni:
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: X, Y jsou pofadoveé nezavislé nahodné veli€iny proti oboustranné alternativé H;:
X, Y jsou potadové zavislé nahodné veliCiny. V tomto ptiklad€ ptimo zname potradi R; (tj. hodnoceni 1. 1€kate) a potadi Q;
(1. hodnocem 2. lekare) Vypocteme

I N N O

85— . 72_14— —+—+—'+—+—'+—':
Kriticka hodnota: 1 975(7) = O 745. ProtoZe 0 857 > O 745, nulovou hypotezu zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X (hodnoceni 1. 1€kate), Y (hodnoceni 2. I¢kate) a sedmi ptipadech. Do
proménnych X a Y zapiSeme zjiSténa hodnoceni.

1 2
X Y

~ ey Neo Ny
~ Nr.'rrrv v N

~ . _ ANt N

Statistiky — Neparametrickeé statistiky — Korelace — OK — vybereme Vytvofit detailni report - Proménné X, Y — OK —
Spearmantiv koef. R. Dostaneme tabulku

ynechany parove,
znac korelace |sou vyznamr
Poc[Spearn| {(N-z/Urovel
Dvouce pror|plat " R

& Y (1 0,69/713,/21 0,015

é earmano Korelace (dva le

Spearmantiv koeficient pofadové korelace nabyva hodnoty 0,857, testova statistika se realizuje hodnotou 3,721, odpovidajici
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o potadové nezavislosti hodnoceni
dvou Iékait ve prospéch oboustranné alternativy.



Priklad na testovani poradové nezavislosti (poradi musime stanovit):

Jsou dany realizace nahodného vybéru z dvourozmérného rozlozeni, kterym se fidi ndhodny vektor (X,Y): (2,5 13,4), (3.4
15,2), (1,3 11,8), (5,8 13,1), (3,6 14,5). Na hladin¢€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veli¢iny jsou poradové
nezavislé proti oboustranné alternative.

Reseni:
X 2,5 (34 [1,3 |58 [3,6
Vi 13.4]15,2[11,8/13,1]14,5
R, 2 3 1 |5 |4
Q 3 |5 |1 [2 |4
R-Q)|1 |4 [0 |9 o

Testov4 statistika: Iy _ Tv v @,_ 41 2

Kriticka hodnota: pro n = 5acq= O 05 je krltlcka hodnota 0 ,9. ProtoZe testova statistika se realizuje hodnotou 0,3, hypotézu
o poradové nezavislosti veli¢in X a Y nezamitdme na hladin€é vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Postupujeme Uplné stejné jako v predeslém pripade. Vystupni tabulka ma tvar:

vynechany parove
znac. korelacejsou vyznamr
I-’oc bp?_\)arn t{(N-z'Urovel
Dvouce promn| plat

&Y < 0,500 0,544 0,625

é earmano KorelaCQ (porac

Spearmantiv koeficient poradové korelace nabyva hodnoty 0,3, testova statistika se realizuje hodnotou 0,5447, odpovidajici

p-hodnota je 0,6238, tedy na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o pofadové nezavislosti veli¢in
X, Y.



Pearsonuv koeficient korelace

Karl Pears;n (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo ((7‘— Y" \ )
ReiY/ | Kula A%ﬁ %%?}pr g

se nazyva Pearsontiv koeficient korelace.

(Pro vypocet Pearsonova koeficentu korelace musime znat simultanni distribu¢ni funkci ®(x,y) v obecném piipadé resp.
simultanni hustotu pravdépodobnosti ¢(x,y) ve spojitém ptipadé resp. simultanni pravdépodobnostni funkei n(x,y)

v diskrétnim ptipadé.)



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y) =R(X, ap) =R(ar, a) =0

b) R(al + b]X, a + sz) = Sgl’l(blbz) R(X, Y) = %p;?&%bfoo
— <

¢) R(X, X) = 1 pro D(X) # 0, R(X, X) = 0 jinak

d) R(X, Y)=R(Y, X)

e) |m < arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y existuje s pravdépodobnosti 1 uplna linearni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pravdépodobnost P(Y =a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y) =1, kdyzb >0 a R(X, Y)
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Buniakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méfeni té€snosti linearniho vztahu velicin X a Y.
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Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pak tekneme, Ze ndhodn¢ veli¢iny jsou . (Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zavislost. Jsou-li ndhodné veli¢iny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejme i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, Ze ndhodné veli¢iny jsou . (Znamena to, ze s riistem hodnot veli¢iny X
rostou hodnoty veli¢iny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-li R(X, Y) <0, pak fekneme, Ze ndhodné veliiny . (Znamena to, ze s ruastem hodnot veliciny X

klesaji hodnoty veliCiny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veli¢iny Y.)



Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X, Y)), ..., (Xu, Y,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozloZeni daného distribu¢ni funkci @ (x,y).
Z tohoto dvourozmérného nahodného vybéru mizeme stanovit:

vybérové priméry Mzé%){, M:én?Y X
L1, L,
o » 12y 2 10
vybérove rozptyly S =n—lTX M , SZ _n_lT

vybérovou kovarianci Sz_n —1\—‘X M (¥ M as ]C]lCh pomoci zavedeme

(12 XMY

vybérovy koeficient korelace Rz _1T S _SM Shép rS&
— Ojiriak

prenaseji i na vybérovy koeficient korelace.

(Spearmaniiv koeficient poradové korelace odpovida Pearsonovu koeficientu korelace aplikovanému na poradi.)

>" . Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se



Priklad: Vypocet realizace vybérového koeficientu korelace
U 65 zaméstnancti jisté firmy byla zjiStovana délka praxe v letech (veli¢ina X) a vyska prémii v K¢ (velicina Y). Dvouroz-
mérné rozlozeni Cetnosti je dano kontingencni tabulkou:

X y
1250]1750]2250[2750[3250[3750[4250
125[s 13 Jo Jo Jo Jo TJo
17512 14 [4 o Jo Jo o
250 [t 6 [7 [4 Jo Jo
27510 Jo [t 3 |7 |1 Jo
3250 [o o |1 J0 [5 1

Vypoctéte realizaci ry; vybérového koeficientu korelace R, a interpretujte jeho hodnotu. Pro tsporu ¢asu mate uvedeny na-
sledujici soucty:
g

© e o 20 P M R 98562

/= i 1= 1

3y
55@-@(@}@] _4446¢

— /= U



ResSeni:

Zndme tytosoudty: O | YOO q_ 127nc £ M £ 98562 ka)% _ 4446

= 4 — = 4 1= 4 — 1= 4

Vypocteme |
pramérnou délku praxe: m: 3()2’ B 4,03,

pramérnou vysku prémii: 113 _ | é—zs—/ :“ 6569

rozptyl délky praxe: S _ 1,( 04 t/ 565\ ) )
1 \ / :

rozptyl vyse prémii: Sz 1 ( 98562 e 727\ ) 163
/

kovariance délky praxe a vySe prémii: Sp__ ( 4465 — 5@9 V727 \
43241

koeficient korelace delky praxe a vySe prémii: Ijp__ W :A 37(

Hodnota koeficientu korelace svédci o tom, ze mezi délkou praxe a vySkou prémii existuje dosti silnd ptimé linedrni
zavislost — ¢im delsi praxe, tim vyssi prémie.



Pearsoniiv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Jak bylo uvedeno v motivaci, korela¢ni analyza ptedpoklada, Ze dany ndhodny vybér pochézi z dvourozmérného normélniho
rozloZeni. Proc€ je tento predpoklad tak dalezity? Odpoveéd’ poskytne néasledujici véta.

Necht’ ndhodny vektor (X Y) ma dvourozmérné normalni rozlozeni s hustotou
1 |_(X1 2X1Y2/Y2|—|

XYy _ Gl )79 @ e | pridems = B(X), b = B(Y), 0> = D(X), 0> =D(Y), p = R(X,Y).
V= S T7°
A . 1 ) - )
Marginalni hustoty jsou: o = [, Ydj: _ _TE G, ® " y‘d) _ —T_E c .
A O ] A [ B ) 7T P L Tr
Je-lip=0,pakpro\s ~_ < Y_ <, /> tedy néhodne Vehcmy X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:

stochasticka nezavislost slozek X, Y normaln¢ rozlozeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti. Pro
jina dvourozmérna rozlozeni to neplati!



nadale budeme pfedpoklédat ze (X1, Y1), ..., (X4, Yy) je nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného

normalniho rozlozeni N, ((H! (5l p(%zz
(L& pd2

Predpoklad dvourozmérné normality 1ze orlentacné ovéfit pomoci dvourozmérného teCkového diagramu: tecky by mély
zhruba rovnomérné vyplnit vnitiek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy:

Graf hustoty a vrstevnice dvourozmérného normalniho rozloZeni s parametry u; =0, u, =0, 6,° =1, 6,° = 1, p = -0,75:

f 3,6

\‘1“““-53

'i‘ ' "‘1‘4" h_—'/)
oy

" ‘4-...* itt"-:‘. e 3 R
X -3 8 BN R R

-1-_.,=*-
r

Do dvourozmérného teckového diagramu mizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 1000% tecek lezet vné této elipsy, svédci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-1i mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zdpornou smérnici, znamena to, Ze mezi veli€¢inami X a Y existuje urcity stupen pfimé resp. nepfimeé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé Hy: X, Y jsou zaporné korelované ndhodné veli¢iny (tj. p < 0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladn¢ korelované nahodné veliCiny (tj. p > 0).

N
J o5

Plati-li nulova hypotéza, pak T ~ t(n-2).

Testova statistika ma tvar: ’]5 _

Kriticky obor pro test Hy proti
- oboustranné alternativé: W_ , t p_2 L n p_2, o0l

- levostranné alternative: V\; _ 1,

- pravostranné alternative: W: tl_ 1’1_2, o

H, zamitdme na hlading vyznamnosti o, kdyz t; -



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti oboustranné alternativé
V diln€ pracuje 15 délnikd. Byl u nich zjistén pocet smeén odpracovanych za mésic (ndhodna veli¢ina X) a pocet
zhotovenych vyrobkil (ndhodna veli¢ina Y):

X20211817201819212014161921 1515
Y 9293 83 8091 8582989060 73 86 96 64 §1.

Ptedpokladejte, Ze data pochazeji z dvourozmérného normalniho rozlozeni. Vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X
a Y a na hladin€ 0,01 testujte hypotézu o nezavislosti X a Y proti oboustranné alternative.

ReSeni:

Vypocteme realizace

vybérovych priméri: m; = —YX, 18,267, m; = —v = 83,6,

[ n ] n
vybérovych rozptyld: s, = —1ﬁx, m =5,6381, s,° = Bk ~; rr;\2 =121,4,

vybérové kovariance: s;; = ﬁll Xl Iy ‘y 1M ~=242571,

Q.

vybérového koeficientu korelace: 112 =0,927.

T
Realizace testové statistiky: fy_ P 8,912,

d
kriticky obor W_ tqggg}},utaggisoo \ 301;@3,01%0.

Protoze {; ~ »hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamitame na hlading vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1%

)
N‘IN

jsme tedy prokazali, Ze mezi poctem smén odpracovanych za mésic a poctem zhotovenych vyrobkul existuje zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvou-
rozmérného teckového diagramu: Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — odSkrtneme Typ proloZeni Linearni — na

zéalozce Detaily zaSkrtneme Elipsa Normalni - OK.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK — na zaloZce MoZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledk — Vypocet.

Korelace (Smeny.a vyrobKy.sia
Oznac. vko(relaceyjso\(Jyyyzn)e/\mn% na hlad. p <,05000
1(Celé pripady vynhechany u ChD
Prom. [Pram|{Sm.Od] f(X)Y] 12 i P [N Kons| Smeéi Kons/Smerr
prom Zav.: | zav:  zav.: | zav.:
X 18,26 2,3/«
X 18,26 2,374 1,000 1,000 1. 0,000 1,000 0,000 1,000
X (183,200 2,3/¢
¥ 83,60 11,010,92/10,89Y 8,923 0,000 115,0104,302 1,562 0,199
33,000 171,01
)Y( 18,260 2.3/40,92/10,85Y 8,923 0,000 111,962 0,199 5,010 4,302
33,60 171,01
Y 83,00 11,011,000 1,000 1.0,000 1,000 0,000 1,000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezavislosti velic¢in X, Y.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti levostranné alternativé

Pracovnik personalniho oddéleni urcité firmy zkouma, zda existuje vztah mezi vékem zaméstnance (nahodna veli¢ina X) a
poctem dni absence za rok (ndhodna veli¢ina Y). Proto ndhodné vybral idaje o 10 zaméstnancich:

X 27 61 37 23 46 58 29 36 64 40

Y 15 6 10 18 9 7 14 11 5 8

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé nahodné veliCiny proti alternative, ze X, Y jsou za-
porn¢ korelované nahodné veliCiny.

Reseni:

Ptedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

B & o o B T BB 8

0 2D 0 9] Y

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti Hy: p < 0. Vypocitame rj; = -0,9325, tedy mezi v€kem pracovnika a
poctem dnii pracovni neschopnosti existuje silna nepfima linearni zavislost.
ryn_ —" 05
1_ 9
kriticky obor W__ ) 95§j_ ) ';59

Jelikoz 1, = zamltame na hlading Vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch levostranné alter-

Realizace testové statistiky: tO

nativy. S rizikem omylu nejvyse 5% jsme prokazali, Ze mezi vékem pracovnika a poctem dntll absence za rok existuje ne-
pfima linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA
Miizeme vyuzit toho, ze jiz zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 10, r = -0,9325,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,000041, tedy na hladin€ vy-

znamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch levostranné alternativy.

w10 EI [ Oboustranng

¢ [0335 B & vipotetpar : Konec
r[oooosz B ¢ wipozet:zp

Fisher. z: |-1 677221 EI " Wipodetr ze z [ Do pratokolu =




Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti proti pravostranné alternativé

Mame k dispozici vysledky testil ze dvou predmétl zjisténé u osmi ndhodné vybranych studentd ur€itého oboru.
Cislo studenta 112 (3[4 |51]6 |7 |8
Pocet bodiiv 1. testu |80|50(36|58]42]60|56]|68
Pocet bodl ve 2. testu|65|60[35[39|48]44|48|61
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky obou testii nejsou kladn¢ korelované.

ReSeni:

Nejprve se musime presveédCit, ze uvedene vysledky 1ze povazovat za realizace nahodného vybéru z dvourozmérného nor-
malniho rozloZeni. Lze tak ucCinit orientacné pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Tecky by mély vytvorit elipsovi-
ty obrazec.

100

20

0

60 80

Obrazek svédci o tom, ze predpoklad dvourozmérné normality je opravnény a ze mezi pocty bodii z 1. a 2. testu bude exis-
tovat urcity stupenl ptimé linearni zavislosti.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti pravostranné alternativé H;: p > 0.

Vypoctem zjistime: ry, = 0,6668, to =2,1917. Stanovime kriticky obor: W: %95@00 ],943% Jelikoz 1, ~ >Zzamitame

na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospeéch pravostranné alternativy. S rizikem omylu
nejvyse 5% jsme prokazali, ze mezi vysledky 1. a 2. testu existuje ptimad linearni zavislost.



Vypocet pomoci systému STATISTICA

Miizeme vyuzit toho, Ze jiz zname ry,. Statistiky — Pravdépodobnostni kalkulator — Korelace — vyplnime n = 8, r = 0,6668,
odskrtneme Dvojité, zaskrtneme Vypocet p z r — Vypocet. V okénku p se objevi hodnota 0,035455, tedy na hladiné
vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y ve prospéch pravostranné alternativy.

M- |E EI [~ Oboustranné
r. [0.6868 |§| ' iposetpzr Korec
p[os5ess [ Vipogetrzp

Fizher. z |,E=EI4EIEEI @ " Vjpogetrzez [~ Doprotokaly &




Postup pri nesplnéni predpokladu dvourozmérné normality

Mame k dispozici realizace nahodného vybéru rozsahu 12 z dvourozmérného rozloZeni:

X113 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17

Y 1315 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze nahodné veliCiny X, Y jsou nezavislé proti oboustranné alternative.
ReSeni:

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme Hy: p = 0 proti oboustranné alternativé H,: p # 0. Pokud neovéiime piedpoklad
dvourozmérné normality, obvyklym zpisobem vypocteme realizaci vybérového koeficientu korelace rj, = 0,3729 a realizaci

testové statistiky to = 1,271. Stanovime kriticky obor: W: oy %975} Q\Ut@ﬁ} Qoo oy 2,228&)2,228&) Protoze

t oz »nhezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti nahodnych velic¢in X a Y.

Nyni budeme testovat hypotézu o normalité nahodné veliciny X a nahodné veli€iny Y. Grafické ovéieni pomoci N-P grafi:
N-P graf pro veli¢inu X N-P graf pro veli¢inu Y
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Vzhled grafii svédci ve prospéch normality.



Testovani pomoci Lilieforsovy varianty K - S testu a S — W testu:
[ esty normalty
N max [Lilheic] VWV p

Promé p
X 10,160 p >.0,900 0,730
Y 1.0,145 p=>. 0,968 0,899

V obou ptipadech hypotézu o normalité nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.
Ovéteni dvourozmérné normality pomoci dvourozmérného te€kového diagramu:
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Dvourozmérna normalita je siln€ porusena, teCky nevypliuji vnitiek elipsovitého obrazce.
Prejdeme tedy k testovani hypotézy o potfadové nezavislosti.



Testujeme hypotézu Hy: X, Y jsou poradové nezavislé ndhodné veli¢iny proti oboustranné alternativé H;: X, Y jsou potado-
v¢ zavislé ndhodné veliCiny.

Vypocitdme Spearmantiv koeficient poradové korelace.

X1 3 4 5 6 8 10 11 13 14 16 17
Y 13 15 18 16 23 31 39 56 45 43 37 0
Ri1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Q2 3 5 4 6 7 9 12 11 10 8 1

a +—‘ - T T - |
e SR e
“111+- --I--I—I-FF“ 36"336

Stanovime kriticky obor. V\': _‘ _ Il\b _ .974 Z\U 974% ) _A ;SQU ) .;80151

Testova statistika se nerealizuje v kritlckem oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na hladmé vyznamnosti 0,05.



Porovnani koeficientu korelace s danou konstantou
Necht c je redlna konstanta. Testujeme Hy: p = ¢ proti H;: p # c. (Tento test se provadi napt. tehdy, kdyz experimentator po-

rovnava vlastnosti svych dat s vlastnostmi uvadénymi v literatufe.) Test je zaloZen na statistice

L cC \ s - : : : L1, 5
U_ N ¢ "5 ]—~\ 0, kterd ma za platnosti H, pro n > 10 asymptoticky rozloZeni N(0,1), pficemz /_ _I1]1-|— £
— A — 5

je tzv. . Kriticky obor pro test Hy proti oboustranné alternativé tedy je
W: ) U /255 Ho zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti o, kdyz L -
Priklad: U 600 vzork rudy byl stanoven obsah Zeleza dvéma analytickymi metodami s vybérovym koeficientem korelace
0,85. V literatuie se uvadi, ze koeficient korelace téchto dvou metod ma byt 0,9. Na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu
Hy: p=0,9 proti H;: p #0,9.
Resent: Z_' o+ 52 056 U 256 m+ L W 5077 7197 wpsne= 196, W
eSeni: £__ HIIt i D6 L 200 ‘ﬂ}t — 50 | VU_ _ T hugers=196, W_ ]’9@L )],9600.

Protoze L — , Hy zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA (pouze priblizny):

Statistiky — Zéakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do polic¢ka r1 napiSeme 0,85, do policka N1 napiSeme 600, do policka r2 napiSeme 0,9, do policka N2 napiSeme
32767 (vétsi hodnotu systém neumozni) - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0000, tedy zamitdme nulovou hypotézu na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Starno

Rozdil mezi dvéma koreladnimi koeficienty

. |85 E M. [B00 @ Jednostr,

p: 0000
ZETI = AR = * Obaust.
Rozdil mezi dvéma primény [harmalni rozdéleni]

Pri: [0, |§|5m|:|d1: 1, E| N1{10 |§| p: 1,0000 Vipotet
Prz: |0, ESdeE: 1, @ k210 E Jednostr,
Wibérowp primér ve. stiedni hodmota * Oboustr

Rozdil mezi dvéma porméry

P1: [so000 [ wi:fio G Jedrast, | Wipoget
p: 1.0000
Pz [s0000 [ wzfn G * Oboustr.

Pokud bychom chtéli pomoci systému STATISTICA proveést presnéjsi test s vyuzitim statistiky U, mliZeme
vypocitat Fisherovu Z- transformaci pomoci Pravdépodobnostniho kalkulatoru — Korelace, kde zadame realizaci vybérového
koeficientu korelace, rozsah vybéru. Zajima nas Fisher z.



Porovnani dvou korelacnich koeficienti
Necht jsou dany dva nezavislé ndhodné vybéry o rozsazichn an’ z dvourozmémych normalnich rozloZeni s korela¢nimi
koeficienty p a p*. Testujeme Hy: p = p* proti Hy: p # p*.
Ozna¢me R, vybérovy koreladni koeficient 1. vybéru a Ry, vybérovy korelaéni koeficient 2. vybéru.
1.1 1,1~

Polozme Z_ _l‘li-I- 2.7 _ 10%4— 12

— _ 2 L _ 12
Plati-li Hy, pak testova statistika U: Z— = ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

vi_ -+ -

Kriticky obor pro test H, proti oboustranne alternativé tedy je W: W) UL 250

H, zamitdme na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz L _

Priklad: Lékatsky vyzkum se zabyval sledovanim koncentraci latek A a B v moci pacient trpicich ur€itou ledvinovou cho-
robou. U 100 zdravych jedinci ¢inil vybérovy korelacni koeficient mezi koncentracemi obou latek 0,65 a u 142 osob trpi-
cich zminénou chorobou byl 0,37. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze korelacni koeficienty

v obou skupinach se nelisi.

ot Z_ "1+ 2 TISE_ " 16U I WL 96,6,
— — » + I

Protoze L , Hyzamitime na asymptotické hlading vyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdilt: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma korelaénimi
koeficienty. Do policka r1 napiSeme 0,65, do policka N1 napiSeme 100, do policka r2 napiseme 0,37, do policka N2
napiSeme 142 - Vypocet. Dostaneme p-hodnotu 0,0038, tedy zamitame nulovou hypotézu na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.

2.
[

Bozdil mezi dvéma korelacnimi koeficienty

r: |’EE EI I"‘l-l:l-“:":I EI . G338 ™ Jednostr,
2 [ g e[z @ i & Oboustr
R ozdil mezi dvéma primén [normalni rozdéleni]

Pz fo. Esmoa:[i. E mifio [ et Vipote
Pz 0. [Esmodzf1.  [F n2fio g ¢ Jednost

o
[ Wiob&rowd priimér v stiedni hodnota O Dlye s

R ozdil mezi dvéma poméry

P1: [50000 N1:[10 Vppotet
@ E o 1.0000 " Jednostr, Fpoce
P2 50000 |§| nz:[10 |§| ' Dboustr.



Interval spolehlivosti pro korela¢ni koeficient
Jestlize dvourozmérny ndhodny vybér rozsahu n pochézi z dvourozmérného normélniho rozlozeni, jehoz korelacni
koeficient se pftili$ neli$i od nuly (je splnéna podminka | p | <0,5) a rozsah vybéru je dostatecné velky (n = 100), Ize

odvodit, Ze 100(1-a)% interval spolehlivosti pro p ma meze R}Q T

V11
Nejsou-li uvedené podminky splnény, pak nelze tento vzorec pouZit, protoze rozloZeni vybérového korelacniho koeficientu
T
je prili§ zeSikmené. V takovém ptipade vyuzijeme toho, Ze ndhodna veli¢ina /_ ]114— 2mai pi1 malém rozsahu vybéru
— _ 2

I.
ptiblizné normalni rozloZeni se stfedni hodnotou E‘Z\_ .1’[%—1— ﬁp (2. sc¢itanec lze pti vétSim n zanedbat) a rozptylem
- 1

'/ -
Dg\_ l—- Standardizaci veli€iny Z dostaneme veli¢inu U_ - L?, ktera mé asymptoticky rozlozeni N(0,1). Tudiz
- -

1% -
100(1-a)% asymptoticky interval spolehlivosti pro éh‘[iﬂ— bude mit meze Z. + - . Interval spolehlivosti pro p pak
_ - 1

dostaneme zpétnou transformaci.

Poznamka: Jelikoz Z = arctgh R,,, dostavame R, = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti pro p mliZeme psat ve tvaru

tg]\ﬁZ iulﬁ / %\, piidemz tghé:px-— -3

1



Priklad: Pracovnik personalniho oddé€leni urcité firmy zkoumad, zda existuje vztah mezi poctem dni absence za rok (veli¢ina
Y) a vékem pracovnika (veli¢ina X). Proto nahodné vybral iidaje o 10 pracovnicich.

prac. |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10
2716137123 146|58|29 36|64 |40
15/6 |10]18|9 |7 |14|11|5 |8

< ||

Za ptedpokladu, ze uvedené udaje tvoti ¢iselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 z dvourozmérného normalniho roz-
loZeni, vypoctéte vybérovy korelacni koeficient a na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zze X a Y jsou nezavislé
nahodné veliCiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skutecny korelacni koeficient p.

ReSeni: Piedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacn€ pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

Y
B & o o B o BN By

D 0 2D L D D
X

Vzhled diagramu svéd¢i o tom, Ze predpoklad je opravnény.

Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, =-0,9325, tedy mezi vékem pracovnika a poctem dnil pracovni ne-

schopnost1 existuje silnd nepfima linearni zavislost. Testova statistika: T =-7,3053, kvantil t 975(8) = 2,306, kriticky obor
O)d 2,30,@0 Jelikoz 1, zamitdme na hlading vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypocteme meze 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace p tak, Ze
otevieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednim ptipadem.

Do Dlouhého jména proménné DM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1-0,9325)/(1+0,9325))-VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

a do Dlouhého jména proménné HM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1-0,9325)/(1+0,9325))+VNormal(0,975;0;1)/sqrt(7))

1 Z
DM | HM
1-0,96 -0,7/5

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koeficient korelace p ma tedy meze —0,98425 a -0,73358. (Protoze nepokryva
hodnotu 0, zamitame hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.)



llustrace vlastnosti Pearsonova a Spearmanova koeficientu korelace

1= 0,82, 15 = 0,82

r;; = 0,82, rs = 0,69
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T = 0, I'g = 0 I = -0,77, I's = -1

10 = ™ 18 L]

b b

3. obréazek ukazuje odolnost Spearmanova koeficientu viici odlehlym hodnotam.
6. obrazek dokumentuje schopnost Spearmanova koeficientu métit monotdnni vztahy.



Vyuziti modulu ,,Analyza sily testu® v systému STATISTICA

Testujeme-li na hlading vyznamnosti a nulovou hypotézu (v nasem piipadé Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
pripadé H;: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spociva v tom, ze Hy zamitneme, ac ve
skutecnosti plati a chyba 2. druhu spociva v tom, ze Hy nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci B.

Cislo 1 — B se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, Zze Hy neplati.

Modul ,,Analyza sily testu* ndm umozni vyftesit tfi ukoly:

a) pro dany korelacni koeficient p a danou hladinu vyznamnosti a stanovit, jaky musi byt rozsah vybéru n, aby sila testu byla
aspoinl rovna danému ¢islu 1 — f3

b) pro dané p, a, n vypocitat silu testu 1 —

¢) pro dany vybérovy koeficient korelace r a dané o urcit meze 100(1- a)% intervalu spolehlivosti pro p.



Ad a) Stanoveni rozsahu vybéru

Ptredpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xu, Yy,) pochazi z dvourozmérného normalniho rozloZeni rozlozeni s koefi-
cientem korelace p = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto vybéru, aby test Hy: p = 0 proti H;: p # 0 mél silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnosti o = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — OK — R6: 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypocitat N.
Zjistime, ze minimalni velikost vybéru je 84.

Ad b) Vypocet sily testu

Ptedpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xz5, Y25) pochédzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelace p, ktery je neznamy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Na hladiné vyznamnosti o = 0,05 testuje-
me Hy: p =0 proti H;: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — Ro: -0,56, N: 25, Alfa: 0,05 - OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaSkrtneme t-statistika — Vypocitat silu.
Zjistime, Ze sila testu je 0,8582.

Ad c) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Ptedpokladame, ze nahodny vybér (X, Y)), ..., (Xz5, Y25) pochédzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni s koeficientem
korelace p, ktery je nezndmy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro p.

Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu - Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0,56, N: 25, Spolehlivost:
0,95 — Vypocetni algoritmus: zasSkrtneme Fisherovo Z (ptivodni) — Vypocitat.
Zjistime, ze Dolni mez = -0,7821, Horni mez =-0,2117.



