Zakladni pojmy matematické statistiky I

Motivace:

Matematicka statistika je véda, ktera analyzuje a interpretuje data pfedevsim za ucelem ziskani predpovédi a zlepSeni rozho-
dovani v riznych oborech lidské ¢innosti. Pfitom se fidi principem statistické indukce, tj. na zakladé znalosti o ndhodném
vybéru z urcitého rozlozeni pravdépodobnosti se snazi ucinit zavery o vlastnostech tohoto rozlozeni.

Ustfednim pojmem matematické statistiky je tedy pojem ndhodného vybéru.

Osnova:
- ndhodny vybér z jednorozmérného a vicerozmérného rozlozeni
- statistika jako funkce nahodného vybéru

- bodov¢ a intervalové odhady parametrti a parametrickych funkci



Definice nahodného vybéru:

a) Necht X, ..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji viechny stejné rozloZzeni L( q). Rekneme, Ze
Xy vy Xy J€ Q)- (Ciselné realizace X, ..., X, ndhodného vybéru X, ..., X,
uspotradané do sloupcového vektoru odpovidaji datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

b) Necht' (X,Y)), ..., (X4, Y,) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné ndhodné vektory, které maji vSechny stejné
dvourozmérné rozlozeni L,( q). Rekneme, Ze (X;,Y1), .., (Xa, Yy) je

Q)- (Ciselné realizace (X1,y1), ..., (Xn,¥n) Ndhodného vybéru (X,Y)), ..., (X, Yn)
uspotradané do matice typu 2 _n odpovidaji dvourozmérnému datovému souboru zavedenému v popisné statistice.)

c) Analogicky lze definovat p-rozmérny Q)-

Definice statistiky:
Libovolna funkce T = T(X|, ..., X,) ndhodného vybéru Xy, ..., X, (resp. T = T(X},Y}, ..., Xy, Y,) ndhodného vybéru (X,,Y;),
ey (X4, Y1) s€ nazyva (vyberova)



Definice dilezitych statistik:
a) Necht’ Xy, ..., X,, je ndhodny vybér, n > 2.
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Pro libovolné, ale pevné dané realné Cislo x je statistikou téz hodnota El(X): | C&I’QX <
b) Necht’ je dano r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybéra o rozsazich n; >2, ..., n, > 2. B
Celkovy rozsah je N__ ‘q
Oznaéme M,, ..., M, Vj}l_bérové praiméry a S%, ..., S, vyb&rové rozptyly jednotlivych vybéra. Necht ¢, ..., ¢, jsou realné
konstanty, aspoii jedna nenulova.
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c¢) Necht (X1,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér z dvourozmérneho rozloZeni o rozsahu n

3 In I
Oznacme M:n S}i, M:ni_ . vyberoveé priméry, Sz \—‘X M Sz _n11T Y M\zvyberove rozptyly.
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Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici redlnych cisel x,y je statistikou téZ hodnota

Bxy_ cardX . "



Upozornéni: Ciselné realizace statistik M, S%'S, S1o, Rp» odpovidaji ¢iselnym charakteristikdim m, s%,'S, S12, T2 zavedenym
v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficientu korelace je multiplikativni konstanta

——, nikoliv fll’ jak tomu bylo v popisné statistice. Jak uvidime pozd¢ji, uvedené ¢iselné realizace mohou byt povazovany

n

za odhady ciselnych realizaci ndhodnych veli¢in zavedenych v poc¢tu pravdépodobnosti.
Charakteristika | PocCet Matematicka | Popisna
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Priklad (vypocet realizaci vybérového priméru, vybeérového rozptylu a hodnot vybérové distribu¢ni funkce):
Desetkrat nezavisle na sobé byla zméfena jistd konstanta p. Vysledky méteni byly: 2 1,8 2,1 2,4 1,9 2,1 2 1,8 2,3 2,2.

Tyto vysledky povazujeme za ¢iselné realizace ndhodného vybéru X, ..., X;o. Vypoctéte realizaci m vybérového priméru
M, realizaci s vyb&rového rozptylu S?, realizaci s vybérové smérodatné odchylky S a hodnoty vybérové distribuéni funkce
Fvl()(X).
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Pro usnadnenl vypoctu hodnot vybéroveé distribucni funkce F,y(x) uspotaddme méfeni podle velikosti:
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Priklad (vypocet realizace vyberového koeficientu korelace):

U 11 nahodné vybranych aut jisté znacky bylo zjisStovano jejich stafi (nahodna velic¢ina X — v letech) a cena (ndhodna veli-
Cina Y — v tisicich K¢). Vysledky:

(5, 85), (4, 103), (6, 70), (5, 82), (5, 89), (5, 98), (6, 66), (6, 95), (2, 169), (7, 70), (7, 48).

\v/ypoététe a interpretujte ¢iselnou realizaci r;, vybérového koeficientu korelace Ry,.

Reseni:
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Mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y existuje silnd nepfima linearni zavislost. Cim starsi auto, tim niZsi cena.



Bodové a intervalové odhady parametri a parametrickych funkci

Vychazime z nahodného vybéru X4, ..., X, z rozloZeni L( q), které zavisi na parametru q. MnozZinu vSech piipustnych hod-
not tohoto parametru ozna¢ime E. Tato mnozina se nazyva ). .
Napf. je-li X|, ..., X, ndhodny vybér z rozlozeni N(p,0°), pak Q a v tomto ptipad¢ parametricky prostor E =

— 2 Qoo-

Parametr q nezname a chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (ptipadné chceme odhadnout néjakou

h( q)).

parametrické funkce h( q) je statistika T,, = T(X|, ..., X,,), ktera nabyva hodnot blizkych h( q), at’ je hod-
nota parametru q jakakoliv. Existuji rlizné metody, jak konstruovat bodové odhady (napf. metoda momenti ¢i metoda ma-
ximalni vérohodnosti, ale témi se zde zabyvat nebudeme) a také rizné typy bodovych odhadii. Omezime se na odhady ne-
stranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

parametrické funkce h( Q) rozumime interval (D, H), jehoZ meze jsou statistiky
D =D(Xi, ..., X,), H=H(Xj, ..., X;) a ktery s dostatecné velkou pravdépodobnosti pokryva h( q), at’ je hodnota parametru q
jakakoliv.



Typy bodovych odhadu

Necht’ X4, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( q), h( ) je parametricka funkce, T, Ty, T, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je parametrické funkce h( q), jestlize
o E(T) =h( ).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, Ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( q) systematicky nadhodnocovat ani
podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyleny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h( q), pak fekneme, Ze T, je nez T, jestlize
o/ D(T,) < D(T>).
c) Posloupnost 1; qs€ nazyva parametrické funkce h( q), jestlize

v i) g
(Vyznam asymptotické nestrannosti spoc¢iva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa vychyleni odhadu.)
d) Posloupnost 3; o1se nazyvé parametrické funkce h( q), jestlize

\/ th‘[’]; 9 ]
(Vyznam konzistence spociva v tom, Ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodobnost, Ze odhad se bude
realizovat ,,daleko* od parametrické funkce h( q).)

Lze dokazat, Ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptotickd nestrannost a z asymptotické nestrannosti vyplyva
konzistence, pokud posloupnost rozptyli odhadu konverguje k nule.



Vlastnosti dulezitych statistik

a) Ptipad jednoho nahodného vybéru: Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni se stiedni hodnotou p, rozptylem 6° a
distribuéni funkci @(x). Necht’ n > 2. Oznaéme M, vybérovy pramér, S,> vybérovy rozptyl a pro libovolné, ale pevné dané
X —  oznaéme F,(x) hodnotu vybérové distribuéni funkce. Pak pro libovolné hodnoty parametrti it , 6° a libovolné, ale
pevné dané realné Cislo x plati:

E(M,) = u,_

DM,)=0C,
11

E(S») = o, )

D(S,Y) = Yo - , kde y4 je 4. centralni moment,
11 ‘J_ !

E(Fu(x)) = P(x),

DEx~—> —»
n(( = s
Znamena to, e M, je nestrannym odhadem i, S,” je nestrannym odhadem o°, pro libovolné, ale pevné dané X _ je vybé-

rova distribu¢ni funkce F,(x) nestrannym odhadem ®(x).
Posloupnost M 1 je posloupnost konzistentnich odhadi p,

SIZ 11 je posloupnost konzistentnich odhadi G,
pro libovolng, ale pevné dan¢ X . je E()Q o posloupnost konzistentnich odhadi ®(x).



[lustrace:

Vlastnosti vybérového priiméru a vybérového rozptylu budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 100 z rozlozeni
Rs(0,1). V tomto piipadé E(X;) =1/2, D(X;) =1/12,i=1, ..., 100. Pomoci systému STATISTICA vygenerujeme pro kazdou
z ndhodnych veli¢in Xy, ..., Xjo9 100 realizaci a ulozime je do proménnych vy, ..., vig. Déle vypocCitdme primér a rozptyl
téchto realizaci, uloZime je do proménnych PRUMER a ROZPTYL. Graficky znazornime hodnoty nékteré z proménnych
Vi, ..., Vigo (napf. v;) a hodnoty proménné PRUMER:
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Vidime, Ze hodnoty proménné v, kolisaji od 0 do 1, zatimco hodnoty proménné PRUMER se nachazeji v uzkém pasu kolem
1/2.

Dale vypocteme prumér a rozptyl napt. proménné vl a proménné PRUMER a dale vypocteme praimér proménné
ROZPTYL.

_[Popisne statistiK] _[Popisne statistiK]
Promé|[Prum] Rozpi Promé [ Prum
FProm1| 0,050 0,076 ROZFP 0,063
PRUM| 0,503 0,000

Primér proménné vl by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér proménné PRUMER by se mél blizit 0,5, zatimco
rozptyl by mél byt n = 100 x mensi nez 1/12, tj. 0,00083. Déle primér proménné ROZPTYL by se mél blizit 1/12 = 0,083.



Nestrannost vybérove distribu¢ni funkce budeme ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 1000 z rozlozeni N(0,1). Ziskdme
vybérovou distribuc¢ni funkci tohoto vybéru a jeji graf porovname s grafem distribucni funkce ndhodné veliciny se standar-
dizovanym normalnim rozloZenim. Graf vybérové distribu¢ni funkce ma ¢ernou barvu, graf distribu¢ni funkce standardizo-
vaného normdlniho rozlozeni mé ¢ervenou barvu.
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Pribéh vybérové distribucni funkce Fggo(x) je velmi podobny prubé¢hu distribucni funkce ®(x). Pokud bychom postup zo-
pakovali s podstatné mensim rozsahem ndhodného vybéru (napt. n = 100), prib&h obou funkei by se 1isil vyraznéji:




b) Pfipad r > 2 stochasticky nezavislych ndhodnych vybér: Necht X,. .,Xln, ey Xloe ,Xﬂ je r stochasticky nezavislych
nahodnych vybéri o rozsazich n, >2, ..., n,> 2 z rozloZeni se stfednimi hodnotami p, ..., 1, a rozptylem o”. Celkovy rozsah

T
je _ 1. Necht' ¢y, ..., ¢, jsou realné konstanty, aspon jedna nenulova. Pak pro libovolne hodnoty parametra p, ..., pi; @ o’

L,
plati:
T T
H M) s,
Y i M

E(S* ) =0.
r

Znamena to, ze linearni kombinace vybérovych priméra Y!‘.‘JM je nestrannym odhadem linedrni kombinace stfednich hod-
B

r <

not Yq u a vazeny prumeér vyberovych rozptyla S ~. o je nestrannym odhadem rozptylu 6°.
J: y - 11

c) Ptipad jednoho ndhodného vybéru z dvourozmérného rozloZeni: Necht' (X;,Y)), ..., (X, Y,) je ndhodny vybér

z dvourozmérného rozloZeni s kovarianci 6, a koeficientem korelace p. Pak pro libovolné hodnoty parametri 6, a p plati:
E(S12) = 012,

E(R;) = p (shoda je vyhovujici pron > 30).

Znamena to, ze vybérova kovariance S, je nestrannym odhadem kovariance ¢1,, avSak vybérovy koeficient korelace R, je
vychylenym odhadem koeficientu korelace p.



Pojem intervalu spolehlivosti

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( q),
h( q) je parametricka funkce,

a (0,1),

D =D(Xj, ..., X,), H=H(Xj, ..., X,) jsou statistiky.

a) Interval (D, H) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),
jestlize:ny,  P(D<h(q)<H)>1-o.

b) Interval (D, «©) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),
jestlize: P(D <h( q)) > 1-a.

¢) Interval (-c0, H) se nazyva pro parametrickou funkci h( q),

jestlize: P(h( q) <H) > 1-0.
Cislo a se nazyva (zpravidla o = 0,05, mén¢ Casto 0,1 ¢10,01), ¢islo 1 — a se nazyva



Postup pri konstrukei intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce h( q).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, kterd vznikne transformaci statistiky V, je monotonni funkci h( q) a pfitom jeji roz-
loZeni je znamé a na h( q) nezavisi. Pomoci zndmého rozloZeni pivotove statistiky W najdeme kvantily w,,

Wi.o2, takze plati: PWoun <W <wign)>1-—0.

c) Nerovnost wy, < W <w,_,, pfevedeme ekvivalentnimi ipravami na nerovnost D <h( q) < H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich Ciselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti, o
némZ prohlasime, ze pokryva h( q) s pravdépodobnosti aspont 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h( q) s pravdépodobnosti
aspon 1 — a je tfeba chapat takto: jestlize mnohonasobné nezavisle ziskame realizace x4, ..., X, nahodn¢ho vybéru X, ...,
X, z rozlozeni L( q) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 100(1-0)% empiricky interval spolehlivosti pro h( q), pak
podil poctu téch intervali, které pokryvaji h( q) k poctu vSech sestrojenych intervali bude ptiblizné 1 — a..)

[lustrace: Jestlize 100x nezavisle na sobé uskutenime ndhodny vybér z rozlozeni se sttedni hodnotou p a pokazdé sestroji-

me 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, pak piiblizné v 95-ti ptipadech bude lezet parametr p v intervalech spolehli-

vosti a asi v 5-ti ptipadech interval spolehlivosti p nepokryje.

Volba oboustranného, levostranného, nebo pravostranného intervalu zavisi na konkrétni situaci. Napi. oboustranny interval
spolehlivosti pouzije konstruktér, kterého zajima dolni 1 horni hranice pro skutecnou délku p néjaké soucastky. Levostranny
interval spolehlivosti pouzije vykupc¢i drahych kovil, ktery potiebuje znat dolni mez pro skutecny obsah zlata p v kupova-
ném slitku. Pravostranny interval spolehlivosti pouZzije chemik, ktery pottebuje znat horni mez pro obsah necistot p v analy-
zovaném vzorku.



Piiklad: Necht' Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozloZeni N(u,6%), kde n > 2 a rozptyl 6> zname. Sestrojte 100(1-0))% interval
spolehlivosti pro nezndmou stfedni hodnotu p.

Reseni: V tomto piipadé parametricka funkce h( q) = p. Nestrannym odhadem stiedni hodnoty je vybérovy primér M =

n
= Y){ Protoze M je linearni kombinaci normalné rozlozenych nahodnych veli¢in, bude mit také normalni rozloZeni se
sttedni hodnotou E(M) = p a rozptylem D(M) = G . Pivotovou statistikou W bude standardizovand nahodna veli€ina
11
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Kvantil Wy, = Ugn = -U1g2, Wiz = Up_gp.
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Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pii zndamém rozptylu o tedy jsou:

DZN_{1_3H=N; e
P11 konstrukcei jednostrannych intervall spolehlivosti se riziko nepiili, tedy 100(1-a)% levostranny interval spolehlivosti pro

},LJG(M »ul ,)Oapravostrannyje( M .ul\

Dosadlme li do vzorct pro dolni a homl mez Ciselnou reahzac1 m vybérového priméru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti. Postup si ukazeme na nasledujicim numerickém prikladu.



Priklad: 10 krat nezavisle na sobé& byla zméfena jista konstanta p. Vysledky méteni byly:

218212419 2,121,8232.2.

Vysledky povazujeme za &iselné realizace nahodného vybéru X, ..., X;o z rozloZeni N(u, 6°), kde p nezname a 6° = 0,04.
Najdéte 95% empiricky interval spolehlivosti pro p, a to

a) oboustranny,

b) levostranny,

Cc) pravostranny.

Reseni:

Vypodéteme realizaci vybérového priméru: m = 2,06. Riziko a je 0,05. V tabulkach najdeme kvantil ug 975 = 1,96 pro obou-
stranny interval spolehlivosti a kvantil ug s = 1,64 pro jednostrann¢ intervaly spolehlivosti.

ada)d=m- -O uy4»=2,06 - %1,96 =1,94

V11
h=m+ -G uy,,=2,06+ uzl,96=2,18
V1l a2 m
1,94 < <2,18 s pravd€podobnosti aspoii 0,95.
adb)d=m- -G u;,=2,06 - QZl,64= 1,96
) V11 i JIT
1,96 <p s pravdépodob(rﬁsti aspon 0,95.
adc)h=m+ -G u;,=2,06+ 1,64=2,16
) V11 i JIT

u < 2,16 s pravdépodobnosti aspoii 0,95.



Siika intervalu spolehlivosti

Necht’ (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( q) zkonst
hodného vybéru X, ..., X, z rozlozeni L( q).

ruovany pomoci ¢iselnych realizaci xy, ..., X, na-

a) Pfi konstantnim riziku klesa $itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

b) Pii konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d s rostouc
Ilustrace

im rizikem.

ad a) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich meze 95% empirickych intervalt spolehlivosti pro stfedni hodnotu

normdlniho rozloZeni pfi znamém rozptylu na rozsahu nahodného vybéru:
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Sitka intervalu spolehlivosti klesa se zvétSujicim se rozsahem nahodného vybéru, zprvu rychle a pak stale pomaleji.
ad b) Grafické znazornéni zavislosti dolnich a hornich mezi 100(1-a)% empirickych intervala spolehlivosti pro sttedni hod-

notu normalniho rozlozeni pfi zndmém rozptylu a konstantnim rozsahu vyb

%WQ@O@O{BWOQ&QMQ%Q@OEQ
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Vidime, ze Sitka intervalu spolehlivosti s rostoucim rizikem klesa.

éru na riziku:



Priklad: (stanoveni minimalniho rozsahu vybéru z normalniho rozloZeni)
Necht’ Xj, ..., X, je nahodny vybér z N(, 6°), kde o zndme. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru n, aby $itka 100(1-0)%
empirického intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p neptesahla cislo A?

Reseni: Pozadujeme, aby A>h—d =11 4 P _' T '-)_ 'S - Ztéto podminky dostaneme, ze
1
4~ 2

r -
n> ) — -.Zarozsah vybéru zvolime nejmensi piirozené ¢islo vyhovujici této podmince.
— A

vvvvv

loZeni se smérodatnou odchylkou ¢ = 1 m. Kolik méfeni je nutno provést, aby se hloubka stanovila s chybou nejvyse
+ 0,25 m pfi spolehlivosti 0,95?
ReSeni: Hledame rozsah vybéru tak, aby Sitka 95% intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p neptesdhla 0,5 m. Pfitom ¢
" 2 A ],96 - c
, v 1 ox1z o oz v N y _ , 146., . v x ‘g
zname. Z predeslého piikladu vyplyva, ze 11> — JSZ* — . Nejmensi pocet metfeni je tedy 62.
— A



