Cviceni 4.: Zakladni pojmy matematické statistiky 11, testy normality

Ukol: Méfenim délky deseti valeckd byly ziskany hodnoty (v mm): 5,38 5,36 5,35 5,40
5,41 5,34 5,29 5,43 5,42 5,32. Téchto deset hodnot povazujeme za realizace nahodného
vybéru rozsahu 10 z normdalniho rozloZeni s nezndmou stfedni hodnotou p a znamou
smérodatnou odchylkou ¢ = 0,04.

Na hladin€ vyznamnosti 0,1 testujte nulovou hypotézu, ze sttedni hodnota délky valeckt je
5,35 mm. Proti nulové hypotéze postavte

a) oboustrannou alternativu

b) levostrannou alternativu

c) pravostrannou alternativu.

Test proved’te pomoci

a) kritick¢ho oboru

b) intervalu spolehlivosti

¢) p-hodnoty.

Systém STATISTICA pouzijte jako inteligentni kalkulacku.

Navod:

Formulace nulové hypotézy: Hy: p = 5,35, formulace alternativni hypotézy:
ad a) Hi: p#5,35,ad b) H;: p<5,35,ad c) Hi: u>5,35

Jedna se o jednovybérovy z-test.

. L M-c
Testova statistika To =

bude mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulové hypotéza

P

pravdiva.
Provedeni testu:

Ad a) Pomoci kritického oboru
Kriticky obor pro oboustrannou alternativu:

W = (_ °°°_u1—a/2> O <u1—u/2v°°) .
Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W - <_ oo’_ul—a )
Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:
W= <u1_a ,00).

Pokud t, W, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti o.

Ad b) Pomoci intervalu spolehlivosti
Oboustranny interval spolehlivosti pro p pii zndmém o:

(d, h) = (m - % % i),

Pravostranny interval spolehlivosti pro p pfi znamém o:

Ul-g2, M +

(o0, h) = (-0, m + = u1.y).

Jn

Levostranny interval spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

o
d, ) =(m- —=

Ul-q, OO)



Pokud ¢islo ¢ (v nasem ptipadé€ 5,35) nepatii do 100(1-a)% intervalu spolehlivosti pro p, Hy
zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.

Ad ¢) Pomoci p-hodnoty

Vzhledem k tomu, ze testova statistika Ty je spojitd ndhodna veli¢ina, miizeme pouzit ipravu
P(To > tg) = P(To > tg) = 1 — D(to).

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro oboustrannou alternativu:

p =2 min{P(Ty < ty), P(To > to)} =2 min{D(tp), 1 — D(to)}.

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro levostrannou alternativu:

p = P(To < to) = O(to).

Vzorec pro vypocet p-hodnoty pro pravostrannou alternativu:

p=P(To>1ty) =1 — D(ty).

Pokud p < a, Hy zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a.

Zjisténé hodnoty zapiseme do nového datového souboru o 10 pfipadech a jedné proménné,
kterou nazveme X.

Pomoci Popisnych statistik spocteme realizaci vybérového priméru: m = 5,37.

Pro pomocné vypocCty otevieme novy datovy soubor o jednom piipadu a osmi proménnych,
které nazveme t0, pl, p2, p3, kvl, kv2, d, h, d1, h2, p.

Do proménné t, ulozime realizaci testové statistiky. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme
vzorec pro vypocet testové statistiky:

= (5,37-5,35)/(0,04/sqrt(10)).

Zjistime, zZe to = 1,5811.

Nyni jiz mlizeme provést test pomoci p-hodnoty.

Do Dlouhého jména proménné p1 napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro oboustrannou
alternativu:

=2*min(INormal(t0;0;1);1-INormal(t0;0;1))

Vypoctena p-hodnota je 0,1138, coz je vétsi nez hladina vyznamnosti 0,1 a nulovou hypotézu
nelze na této hladiné vyznamnosti zamitnout ve prospéch oboustranné alternativy.

Do Dlouhého jména proménné p2 napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro levostrannou
alternativu:

=INormal(t0;0;1)

I tato p-hodnota (0,9431) je vétsi nez 0,1, coZz znamena, ze nulovou hypotézu nelze na hladiné
vyznamnosti 0,1 zamitnout ve prospéch levostranné alternativy.

Do Dlouhého jména proménné p3 napiSeme vzorec pro vypocet p-hodnoty pro pravostrannou
alternativu:

=1-INormal(t0;0;1)

Vyjde nam 0,0569, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,1 zamitdme nulovou hypotézu ve prospéch
pravostranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse 10 % jsme prokdzali, Ze stfedni hodnota
délky valecki je veétsi nez 5,35 mm.

Dale provedeme test pomoci kritického oboru, nejprve pro oboustrannou alternativu.
Do proménné kv1 uloZime kvantil u;_q» = ugos:

= VNormal(0,95;0;1).

Vyjde nam 1,6449.

Kriticky obor pro oboustrannou alternativu je tedy W = (— 00, — 1,6449> 0 <1,6449, 00).

Vidime, Ze testova statistika nepatii do W, coz znamena, ze Hy nezamitdme na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch oboustranné alternativy.



Pro testovani nulové hypotézy proti jednostrannym alternativam musime znat kvantil u;_, =
Uo 9. Ulozime ho do proménné kv2:

= VNormal(0,9;0;1).

Vyjde nam 1,2816.

Kriticky obor pro levostrannou alternativu je tedy W = <— 00,—1,2816).

Vidime, Ze testova statistika 1,5811 nepatii do W, coz znamend, Ze Hy nezamitadme na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch levostranné alternativy.

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu je tedy W = <1,2816, 00)

Vidime, Ze testova statistikal,5811 patii do W, coz znamena, Ze Hy zamitame na hladiné
vyznamnosti 0,1 ve prospéch pravostranné alternativy.

Nakonec provedeme test pomoci intervalu spolehlivosti.

Pro oboustrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné d (resp. h) napiSeme vzorec pro dolni (resp. horni) mez
oboustranného 90% intervalu spolehlivosti pro p pfi zndmém o:

=5,37-0,04*kv1/sqrt(10) (resp. =5,37+0,04*kv1/sqrt(10))

Zjistime, Ze Cislo ¢ = 5,35 patii do intervalu (5,3492; 5,3908), tedy Hyp nezamitdme na hlading
vyznamnosti 0,1 ve prospéch oboustranné alternativy.

Pro levostrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné h2 napiSeme vzorec pro horni mez pravostranného 90%
intervalu spolehlivosti pro p pfi znamém c:

=5,37+0,04*kv2/sqrt(10)

Protoze 5,35 patii do intervalu (-o0; 5,3862), Hy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,1 ve
prospéch levostranné alternativy.

Pro pravostrannou alternativu:

Do Dlouhého jména proménné d2 napiSeme vzorec pro dolni mez levostranného 90%
intervalu spolehlivosti pro p pfi znamém c:

=5,37-0,04*kv2/sqrt(10)

Protoze 5,35 nepatii do intervalu (5,3538; «), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,1 ve
prospéch pravostranné alternativy.



Kolmogoroviv — Smirnoviiv test normality dat
Testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér Xy, ..., X, pochdzi z normalniho
rozloZeni s parametry p a 6°. Distribuéni funkei tohoto rozlozeni oznaéme ®r (x). Necht’ Fy(x)

je vybérova distribu¢ni funkce. Testovou statistikou je statistika D, = sup [F (x) - P, (x)| .

—00<x <00
Nulovou hypotézu zamitdme na hladin€é vyznamnosti o, kdyz D, > Dp(a), kde Dy(a) je
tabelovana kritickd hodnota.
V piipadg, Ze nezname parametry p a o> norméalniho rozlozeni (coZ je nejéast&jii ptipad),
zmeéni se rozlozeni testové statistiky Dy. V takovém ptipadé jde o Lilicforsovu modifikaci
Kolmogorovova — Smirnovova testu. Pfislusné modifikované kvantily byly uréeny pomoci
simulac¢nich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE

Test normality poskytuje hodnotu testové statistiky (ozn. max D) a dvé p-hodnoty. (p-hodnota
vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace xj, ..., x, ndhodného vybéru Xj, ..., X,
podporuji nulovou hypotézu, je-li pravdiva. P-hodnotu porovnavame s nami zvolenou
hladinou vyznamnosti a. Jestlize p-hodnota < o, pak Hy zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a,
je-li p-hodnota > a, pak Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti a.) Prvni p-hodnota se
vztahuje k piipadu, kdy stfedni hodnotu p a rozptyl 6* zname predem, druha (ozn.
Lilieforsovo p) se vztahuje k ptipadu, kdy pt a 6° nezname. Objevi-li se ve vystupu p = n.s. (4.
non significant), pak hypotézu o normalité¢ nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05.

Shapiriiv — Wilkuv test normality dat

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni N(p, ¢).
Test je zalozen na zjisténi, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odlisné od regresni piimky
prolozené témito body.

(S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsahtl, n < 50, ale nyni jiz existuje
modifikace pro velka n. V systému STATISTICA je implementovano rozsifeni na n kolem
5000.)

Ukol 1. : U 45 studentek VSE v Praze byla zjistovana vyska a obor studia (1 — narodni
hospodaftstvi, 2 — informatika). Hodnoty jsou ulozeny v souboru vyska.sta. Pomoci
Lilieforsovy modifikace K-S testu, pomoci S-W testu a pomoci testu dobré shody testujte na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze data pochézeji z norméalniho rozlozeni. Pomoci N-P
grafu posud’te vizualné piedpoklad normality.

Navod:

1. zpisob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Tabulky ¢etnosti — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaskrtneme Lilieforsiiv test a S-W
test — Testy normality.

Testy normality (vyska.sta)

N | max D |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |48 0,155621 p <,01 0,965996 0,176031
Vystupni tabulka obsahuje pocet pozorovani, hodnotu testové statistiky Lilieforsovy
modifikace K-S testu (max D = 0,155621), p-hodnotu (p < 0,01), testovou statistiku S-W testu
(W =0,965996) a odpovidajici p-hodnotu (p = 0,176031). Vidime, Ze Lilieforsiv test zamita
hypotézu o normalité na hladin¢ vyznamnosti 0,05, zatimco S-W test nikoli.

2. zpisob provedeni Lilieforsova a S-W testu: Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky —
Popisné statistiky — OK — Proménné X — OK — Normalita — zaSkrtneme K-S test & Lilieforsiiv
test a S-W test — Tabulky cetnosti (nebo Histogram).



Tabulka Cetnosti:X: vyska (vyska.sta)
K-S d=,15562, p<,20 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603

Cetnost | Kumulativni | Rel.getn. | Kumul. % |Rel.¢etn. | Kumul. %
Kategorie Cetnost (platnych) |(platnych) | vSech vSech
150,0000<x<=155,0000 1 1 2,08333 2,0833 2,08333 2,0833
155,0000<x<=160,0000 3 4,16667 6,2500 4,16667 6,2500
160,0000<x<=165,0000 11 14 22,91667 29,1667 22,91667 29,1667
165,0000<x<=170,0000 22 36 45,83333 75,0000 45,83333 75,0000
170,0000<x<=175,0000 5 41 10,41667 85,4167 10,41667 85,4167
175,0000<x<=180,0000 5 46, 10,41667 95,8333 10,41667 95,8333
180,0000<x<=185,0000 2 48 4,16667 100,0000 4,16667 100,0000
ChD 0 48 0,00000 0,00000 100,0000
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Histogram: X: vyska
K-S d=,15562, p<,20 ; Lilliefors p<,01
Shapiro-WilksW=,96600, p<,17603

20

Pocet pozor.
&

o

V tomto piipadé dostaneme v zéhlavi tabulky ¢i histogramu stejné informace jako pomoci

predeslého zplsobu.
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170 175

x <= hranice kategorie

Samostatny ukol: Testy normality a grafické ovéfeni normality proved’te jak pro vysky
studentek oboru narodni hospodafstvi, tak pro vyska studentek oboru informatiky.
Pro kontrolu:
ro obor narodni hospodaistvi:

Vysledky

Testy normality (vyska.sta)
Zhrnout podminku: z=1

N | max D |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |28 0,167473 p <,05 0,970968 0,606793

Vidime, Ze Lilieforsova varianta K-S testu zamita hypotézu o normalité na hlading
vyznamnosti 0,05 (p-hodnota je mensi nez 0,05), zatimco S-W test hypotézu o normalité
nezamita (p-hodnota je vétsi nez 0,05).




Vysledky pro obor informatika:

Testy normality (vyska.sta)

Zhrnout podminku: z=2

N | maxD |Lilliefors w p
Proménna p
X:vyska |20 0,172301 p<,15 0,922747 0,111924

V tomto pfipad¢ ani jeden z testi hypotézu o normalité nezamitd na hladin€ vyznamnosti
0,05.

Upozornéni: V archivu zavére¢nych praci https://is.muni.cz/auth/th/77721/prif_m/ je ulozena
diplomova prace Dominika Griizy ,,Ovéfovani normality*.

Zkoumani vlastnosti testi normality pomoci simulaci je popsano v bakalarské praci Marka
Hai¢mana https://is.muni.cz/auth/th/150689/prif b_a2/




