Vyuziti MATLABuU p Fi praci s exponencialnim rozlozenim

Zakladni poznatky o exponencialnim rozlozeni Ex(

Nahodna vetiina X udava dobdekani na fichod r¢jaké udalosti,
kterd se rmize dostavit

kazdym okamzikem se stejnou Sanci bez ohledu naddmwstekanou
dobu. Ritom 1A vyjadiuje stedni hodnotu dobyekani.

Ae ™™ prox >0

Oprox <0 , distribweni funkce

Hustota ¢(x) :{

_ A~
ofx) = 1-e™ prox>0
Oprox<0 :
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kvantilova funkce P 1(0‘) = —Xln(l—a)’ kde 0 <a < 1.

1 1
Stedni hodnoaE(X) == | rozptyt D(X)

\ N

Interval spolehlivosti pro s¢dni hodnotuNeclt X;, ..., X, je
nahodny vybr z rozlozeni EX() a necli m je realizace vydyového
praméru. Pak meze 100(&)% piblizného empirického intervalu

1 2nm 2nm
spolehlivosti proE(X) = X jsou:d = X21-ar2(2n) h= x2as2(2n)

Pozor, funkce v MATLABU pro praci s exponencialmozlozenim

vyzaduji zadavatigvracenou hodnotu parametru

a) Kresleni grafu hustoty a distritni funkce rozloZzeni Ex(1/2)
x=[0:0.01:107];

f=exppdf(x,2);

plot(x,f)



df=expcdf(x,2);
figure
plot(x,df)

b) Kresleni grafu kvantilové funkce rozlozeni E2(1/
alfa=[0.01:0.01:0.997;

kf=expinv(alfa,2);

plot(alfa,kv)

c) Generovani 100 realizaci ndhodnédmeyi s rozlozenim Ex(1/2) a kresleni
histogramu s 1&idicimi intervaly

r=exprnd(2,100,1);

hist(r)

d) Odhad sedni hodnoty a meze intervalu spolehlivosti ptediti hodnotu na
zaklad promenné r

Hodnoty uloZzené v proémné r povaZzujeme za realizace ndhodnéhenayb
rozsahu 100 z rozloZeni Ex(1/2)

[m,meze]=expfit(r)

e) Vypcaiet stedni hodnoty a rozptylu rozlozeni Ex(1/2)
[m,v]=expstat(2)



Priklady na vyuziti exponencialniho rozlozeni

Priklad 1.: Doba do ukoteni opravy v opravhobuvi je nahodna
velicina, ktera séidi exponencialnim rozloZzenim séesini hodnotou

3 dny. Jaka je pra¥podobnost, Ze oprava bude ukena do dvou

dna?
2
0

Resdeni:X ~ Ex(1/3),
V MATLABU: p = expcdf(2,3)
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Priklad 2.: Zivotnost Zarovky méa exponencialni rozloZeni sedsti
hodnotou 600 h. Jakd je praypddobnost, Ze Zarovka bude svitit
dalSich asp® 200 h, jestlize jiz svitila aspdB00 h?
Reseni:X ~ Ex(1/600),

P(X =800+ 200/ X =800) = P(X = 200) =1- P(X < 200)+ P(X = 200)

200 2000 200 1

:1—jie'600dx:1— —e 0| =g60=g3=07165
600

0 0

V MATLABU: p = 1- expcdf(200,600)

Priklad 3.: Nahodné doby Zivota dvou st@stek jsou stochasticky
nezavislé nahodné veiny, pricemz X ~ Ex(\), i = 1, 2. Stedni
hodnota doby Zivota prvni ststky je 2 roky, druhé seastky 3
roky. Jakda je pravibodobnost, Ze druha stastka pezije prvni?
Reseni:

Podle ¥ty 3.14 dostavame:



Priklad 4.: Doba (v hodinach), ktera uplyne mezgtha naléhavymi
prijmy v jisté nemocnici, s&idi exponencialnim rozlozenim seéesini
hodnotou 2 h. Jaka je prajmbdobnost, Ze uplyne vice nez 5 h bez
naléhavého ijjmu?

Reseni:X ~ Ex(1/2),

0

5, X PP
P(X >5)=1-P(X 55):1—J%e 2dx :1—{—9 2} = e ™25 = 0,082
V MATLABU: p = 1- expcdf(5,2)

Priklad 5.: Zkouma se funkce dvou nezavisle naéplacujicich

pristroji. Doba bezporuchové funkce i-téhidgtroje je ndhodna

velicina X; ~ ExQy), i = 1, 2. Jaka je pra¥godobnost, Ze za dobgi>

0 a) ani jedenifistroj neselze, b) selze agpeden pistroj?

Redeni:

ad a)

P(X,>t, CX, >t,)=P(X, >t,)P(X, >t,) =[1-P(X, < t,)Ja-P(X, < t,)| =
=[1- 0, (t, )a- ®,(t, )] = eMee™d = g olhita)

ad b)
P(Xl < to DXZ < tO) :1—e_t0(7‘1+)‘2)

Priklad 6.: Najdéte 5. percentil nahodné vaéhy X ~ Ex(0,1)



Reseni:

005= (D(K 0,05(X )) =1- exp(— 01K o,os(x )) =K o,os(x) =
=-10In 095=0,5129

V MATLABuU: K = expinv(0.05,10)



Vyuziti exponencialniho rozlozeni pi analyze grijmi

Uvod do problému Je znamo, Zetfjimy obyvatelstva ve spalaosti jsou
rozc&kleny nerovnorérné. Jako prvni zkoumal toto rogeéni italsky inZenyr
Vilfredo Pareto na konci 19. stoleti. Zjistil, Z8jmy |ze modelovat mocninnou
funkci. V dalSich letech se ukazalo, Ze tento Raretiv zakon plati jen pro 5 %
nejbohatsich lidi. fimy ostatnich 95 % obyvatel Ize modelovat pomoci
exponencialniho rozlozeni. (Rrto tak je? To je vysitleno vélanku F. Slaniny,
Vesmir¢. 9, rok 2001)

Nech’ nahodnd vetina X udava rssicni prijem nahoda vybraného
zamgstnance. Redpokladejme, Ze X ~ EXY. Podle uddj Ceského statistického
Ufadu dosahla imérna hruba mzda €R ve 4 &tvrtleti roku 2010 hodnoty 25
752 K.

Ukol 1.: Zjistéte parametk pro nahodnou velinu X.
Reseni

=25752= A = _1 - 0,00003883
25752

T _ 1
E(X)= [xae™dx=...==

5 A
Ukol 2.: Odval'te obecny vzorec pro vypet a-kvantitu nahodné veliny X a
pak vyjadete median nahodné v#hy X.

Co lIzeftici o vztahu stdni hodnoty a medianu?
Reseni: = O(K . (X)) =1-e"0) = K, (x) = -~ In(L-a)

1.1 In2
Vypoeet medianuK oso (X)= _Xln > = Y =25752In2 =17850

Znamena to, Ze asp@olovina osob ma gmérnou hrubou mzdu nejvyse 17

850 K¢ a aspa polovina osob ma gmérnou hrubou mzdu aspd 7 850 K.



Protoze exponencialni rozlozeni je rozlozeni srkbadSikmosti (Ize spdtat, ze

Sikmost = 2), bude median vzdy menSi négdsti hodnota.

Ukol 3.: Kolik procent zarsstnané ma podpimérnou hrubou mzdu?

1

A
Reseni: P(X < %j = IAG_MC’X =1-e'=06321
0

Znamena to, Ze témn2/3 zandstnandé nedosadhnou naijmérnou mzdu. Rimer

tedy neni vhodnou charakteristikotestni trovi mezd.

Prace se systemem MATLAB

Ukol 1.: Pomoci funkce exprnd nahagwygenerujte fijmy n = 1000, 10 000 a
100 000 osob

(sttedni hodnotu volte 25 752) a vyt#® histogram vygenerovanyckijmu.

r = exprnd(25752,n,1);

hist(r)

Ukol 2.: Vypoctéte piimérny piijem a vypdtéte median Hjma.

m = mean(r); x50 = median(r);

Zjisténé hodnoty porovnejte s teoretickymi hodnotantedni hodnota = 25 752
K¢, median =17 850 K

Ukol 3.: Zjistéte, kolik procent osob bude mit podp®rné gijmy.
pocet=0;

pocet=sum(r<m);

procento=100*pocet/n

Zjisténou hodnotu porovnejte s teoretickou hodnotou 63,2%



