Systémy hromadné obsluhy s omezenou kapacitou

1. Systéem M/M/n/m/FIFO
Vstupni proud zakaznikje Poissoflv proces s parametreR) doba obsluhy se
fidi rozloZenimex(u), v systému je n linek obsluhy, kapacita systému je

omezena (je rovna m) a frontovy rezim je ,prvniwmstje, prvni je obslouzen®.

Ozna&mep = %,p =%. Systém se fize stabilizovat vzdy.
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Charakteristiky stabilizovaného systemu:
Pravd@&podobnost, Zefithazejici zdkaznik bude Odml'tnlﬂ’gi=%pmao.

Pravd@&podobnost, Zefithazejici zakaznik budekat ve front:
1_pm—n
an
P = 1-p
a,(m-n)prop=1
Stredni hodnota pitu prijatych zakaznik za jednotkwtasu: A, =A(1-P,).
Stredni hodnota pidu odmitnutych zékaznikza jednotkiwtasu: A, =AP, .

prop#1

Stedni hodnota pidu zakaznik ve frong: E(N,)= > (j-n)a, .

j=n+1
Stredni hodnota pitu obsluhovanych zakazriike(N,) =pL-P,).
Vyuziti systémux =p(1-P,).
Ostatni charakteristiky dostaneme pomoci Littleax@rce.



function[a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaZz, kappa,ENS,ENQ,AR§EEWQ,EW]=0dmitani(lambda,mi,n,m)
% [a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaz,kappa,ENS,ENQ,EN,EWS, BP=odmitani(lambda,mi,n,m)
% Vypceita stacionarni rozloZeni, vyuZziti a charakteris@#HO M|M|n|m|FIFO s odmitanim.
% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu, mi ..parametr obsluhy

%n..... pe&et linek obsluhy, m ......... kapacita systému

% Vystupni parametry:

Y%a..... stacionarni rozlozeni, PZ ...... t, s [Fichozi zakaznik bude odmitnut

% PQ ........ pst, Zefighozi zakaznik budéekat ve front

% lambdaP ... B¢dni hodnota pitu prijatych zakaznik za jednotkwasu

% lambdaZ ... $e&dni hodnota pidu odmitnutych zakaznikza jednotkwasu

% ENS ....... gedni hodnota pdu obsluhovanych zakazriik

% ENQ ....... sedni hodnota pitu zdkaznik ve frong

% EN ........ dedni hodnota pdu zakaznil v systému

% EWS ....... gedni hodnota doby, kterou zakaznik stravi obsluhou

% EWQ ....... stdni hodnota doby, kterou zakaznik stravi ve &ont

% EW ........ dedni hodnota doby, kterou zékaznik stravi v systému
beta=lambda/mi;
ro=beta/n;

a(1)=inv(sum(beta.”(0:n-1)./factorial(0:n-1))+n’adtorial(n)*sum(ro.”(n:m)));
a(2:n+1)=(beta.”(1:n)./factorial(1:n))*a(1);
a(n+2:m+1)=(n"n/factorial(n))*ro.A(n+1:m)*a(1);
PZ=a(m+1);
if ro==1

PQ=a(n+1)*(m-n);
else

PQ=a(n+1)*(1-roN(m-n))/(1-ro);
end;
lambdaP=lambda*(1-PZ2);
lambdazZ=lambda*Pz;
kappa=ro*(1-P2);
ENS=beta*(1-P2);
ENQ=sum(((n+1:m)-n).*a(n+2:m+1));
EN=ENQ+ENS;
EW=EN/lambda;
EWS=ENS/lambda;
EWQ=ENQ/lambda;



Priklad 1.: V autoservisu jsou 3 myci rampy a jeden praco\jeikuz myti auta
trva v paiméru 12 min. Za 1 hijedou p&imerné 3 auta. Jsou-li vSak
v okamziku pijezdu auta vSechny rampy obsazeny, autekéa vraci se
pozcEji.

a) Jaka je pravtpodobnost, Ze v autoservisu budou 0, 1, 2, 3 auta?

b) Vypoctéte stedni hodnotu peiu zakaznilk v autoservisu a ve froht

c) Vypoctéte stedni hodnotu dobgekani ve front.

d) Jaka je pravgpodobnost, Ze bude volna asgedna rampa?

e) Vypoctéte vyuziti systému.
Reseni:Jde o systém M/M/n/m/FIFO, kden =1, m = 3.
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Ulohy feSte pomoci funkce odmitani.m.

Navod naresSeni pomoci MATLABuU:
lambda=3;mi=5;n=1;m=3;
[a,PZ,PQ,lambdaP,lambdaz,kappa,ENS,ENQ,EN,EWS, EWd;Edmitani(lambda,mi,n,m)



Priklad 2.: Na parkovist s maximalni kapacitou 40 mistijizdi v obdobi
ustaleného provozupmérne 20 aut za 1 h. 8#¢dni hodnota doby pobytu auta
na parkovisti je 2,5 h. Zarpdpokladu, Zeifjezdy aut na parkovi§tvori
Poissofiv proces a doba pobytu na parkovisttisi exponencialnim
rozlozenim, vyeste nasledujici ulohy:

a) Na kolik procent je parkovi§tvyuzivano?

b) Jaky je pimérny patet volnych parkovacich mist?

c) Jaky je piimérny paiet odmitnutych vozidel za 1 h provozu parkasast
Ulohy feSte pomoci funkce odmitani.m.
Vysledek:
Ad a) Parkovist je vyuzito na 93,8 %.
Ad b) V praiméru jsou volna d¥ parkovaci mista.
Ad c) Za hodinu provozu parkovisie v piiméru odmitnuto 5 aut.



2. Uzaweny systém M/M/n/m/FIFO

V systému je m zakaznikpricemz mohowekat v omezené frooidélky m — n
> 0. Zakaznici po ukareni obsluhy opougji systém, ale pozji se do r;
vraceji s novym pozadavkem.

Doba pobytu kazdého zakaznika mimo systétidieozloZzenimex(r), doba
obsluhy kazdé linky sédi rozlozenimex(u).
B
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Prava@podobnost, Zeichazejici zakaznik budekat ve front: P, = a, i=p)

Charakteristiky stabilizovaného systemu:

Stredni hodnota pitu zékaznik v systémuE(N) = ijaj :
j=0

n-1 m
Stredni hodnota piiu obsluhovanych zékazmikE(Ng)=>ja, +n> a, .

j=0 j=n
Stiedni hodnota pitu zakaznik mimo systémg(N,)=m-E(N).
Stredni hodnota pidu zkaznit piichazejicich za jednotktasu (intenzita
vstupniho proudu), =AE(N.).
VyuZiti systémux = pE(N, ).

Ostatni charakteristiky dostaneme pomoci Littleax@rce.



function[a,ENS,ENR,EN,lambdaR kappal=uzavreny(laaird,n,m);

% [a,ENS,ENR,EN,lambdaR kappa]=uzavreny(lambda,mi,n

%

% Vypceita stacionarni rozloZeni, vyuziti a charakteristizaveného systému
% hromadné obsluhy s omezenou kapacitou M|M|n|r@|FIF

%

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy
%n....... p&et linek obsluhy
%m...... kapacita systému

%
% Vystupni parametry:

%a..... stacionarni rozlozeni

% ENS ....... gedni hodnota pdu obsluhovanych zakazriik

% ENR ....... sedni hodnota pdu zakaznilk mimo systém

% EN ........ gedni hodnota pdu zakaznikk v systému

% lambdaR ... s¢dni hodnota piu zakaznik prichazejicich za jednotkiasu
% (intenzita vstupniho proudu zakaihik

% kappa ..... VyuZiti systému

beta=lambda/mi;
ro=beta/n;
for k=2:m+1
if k<=n+1
x(k)=nchoosek(m,k-1)*beta™(k-1);
else
x(K)=n"n/factorial(n)*factorial(m)/factorial(nk+1)*ro”(k-1);
end,
end;
a(1)=1/(1+sum(x));
for k=2:m+1
a(k)=x(k)*a(1);
end;
ENS=sum((0:n-1).*a(1:n))+n*sum(a(n+1:m+1));
EN=sum((0:m).*a);
ENR=m-EN;
lambdaR=lambda*ENR;
kappa=ro*ENR;



Priklad 3.: Skupinu gti stejnych straj ma na starosti jeden udrzb&oba
bezporuchového provozu stroje ma exponencialnoferli se sedni hodnotou
1/2 snény a doba opravy ma rovh exponencialni rozloZzeni séedni
hodnotou 1/20 semy.

a) Jaka je pravgpodobnost, Ze vSechny stroje pracuji?

b) Jaka je pravgpbodobnost, Ze budou st@asré vyirazeny aspodva stroje?
Reseni:Jde o uzateny systém M/M/n/m/FIFO, kden =1, m = 5.

1 1
A=2,u=20B="p=""
H=208= 0P 710

a = 0,58, & = 0,28, & = 0,063, &, = 0,012g, & = 0,00128g,
a(1+0,5+0,2+0,06+0,012 + 0,0012) =1, tegly @,564
ad a) P(N =0) =& 0,564
adb)P(N>2)=g+a+a+a=0,154

Ulohy feSte pomoci funkce uzavreny.m.

Navod naieSeni pomoci MATLABU:
lambda=2;mi=20;n=1;m=5;
function[a,ENS,ENR,EN,lambdaR,kappa]=uzavreny(laabd,n,m);



Priklad 4.: V uzaweném systému M/M/n/m/FIFO, kden=1, m AZ3u=2

vypoctéte stacionarni rozlozeni a zakladni charakteristijgtému.

Ulohy feSte pomoci funkce uzavreny.m.
Vysledek:

Stacionarni rozloien&:(i 6 3)

17°17°17
Stredni hodnota pitu zadkaznik v systému je 1,41.
Stredni hodnota pitu obsluhovanych zakazriike 0,88.
Stredni hodnota pitu zakaznik ve front je 0,53.
Stredni hodnota pdu zdkaznilk mimo systém je 0,59.
Intenzita vstupniho proudu zékaziijke 1,76.

Systém je vyuzit na 88 %.



Optimalizace systému M/M/1/FIFO

Nech’ ve stabilizovaném systému M/M&AIFIFO jsou znamy tyto
naklady:

c: ... naklady na obsluhu jednoho poZzadavku,

C, ... naklady na adrzbu prazdného systému.

Predpokladame, Ze intenzita vstupniho proudu zakazeik Cilem
je najit takovou intenzitu obsluhy aby celkové naklady na provoz
systému a udrzbu prazdného systému byly minimalni.

Zavedeme funkci naklada ztrat:

F(u)=clp+czﬁ. Hledame minimum této funkce vzhledem.k

Funkci derivujeme podlg a derivaci polozime rovnu 0. Zjistime, ze

minima bude dosaZeno pge+ |2 A .
Cl



function[mi,F]=opt_neomezeny_1(lambda,cl,c2);

% [mi,F]=opt_neomezeny_1(lambda,cl,c2)

%

% Vypccita optimalni intenzitu obsluhy a hodnotu funkc&ladi

% a ztrat (p této intenzi¢) systému hromadné obsluhy M|M|1]|Inf|FIFO.
%

% Vstupni parametry:

% lambda .... parametr vstupniho proudu

%cl...... naklady na obsluhu jednoho pozZzadavku

% cC2 ........ naklady na udrzbu prazdného systemtasovou jednotku
%

% Vystupni parametry:

% mi ........ optimalni intenzita obsluhy

%F...... hodnota funkce nakiad ztrat pi optimalni intenzi

% obsluhy (minimalni celkovéipnérné naklady na provoz systému
% a Uudrzbu prazdného systému)

mi=lambda+sqrt(c2*lambda/cl);
ro=lambda/mi;
if ro<1
F=cl*mi+c2*lambda/(mi-lambda);
else
error('Systém se neithe stabilizovat. Intenzita provozu jétsi nez 1.")

end:;



Priklad 5.: Sledujeme&innost vydejny né&adi ve strojirenském zavéad\Naklady
na obsluhu jednoho pozadawkni 2 K¢, ztraty z prostdj jsou 10 K/h.
Pramérné ma vydejna 8 poZzadatrkza 1 h. Najdte:

a) optimalni intenzitu obsluhy,

b) hodnotu funkce nékldda ztrat pi této optimalni intenzé obsluhy.
Resenith =8,6=2,¢=10

Ada)p=Ar+ 2 :8+1/%)8=8+\/E)=14,32
Cl

Vydejna musi obslouzit pmérné 14,32 pozadavku z 1 h provozu, tj. jeden
poZzadavek musi byt odbaven viperu za 0,0698 h = 4,188 min =4 min 11 s.

A 8
Adb) Flu)=cu+c,——=2M432+100———=4130
) (U) 1M 20— 3 1432-8 3

Celkové néklady a ztraty za 1 h provozu vydejnsad&ini 41,30 K.

Navod naieSeni pomoci MATLABU:
lambda=8;c1=2;c2=10;

[mi,F]=opt_neomezeny_ 1(lambda,c1,c2);

Priklad 6.: V diln¢ dochazi v piméru ke fem porucham stréjza hodinu.
Prostojové naklady stroje jsou 1000 Ka hodinu. MiZzeme volit mezi
pramérnym opravéem, ktery opravujétyii stroje za hodinu a stoji i s rezii 500
K¢ za hodinu a zkuSenym opraeén, ktery opravujedt stroja za hodinu a stoji
Navod: Rozhodéte podle funkce néklaca ztrat.

Vysledek: Pro pameérného opravie nabyva funkce naklad ztrat hodnoty

5 000 K, pro zkuSeného pak 4 750, je tedy vyhgsinprijmout zkuSseného
opravée.



Optimalizace systému M/M/nko/FIFO

Nech’ ve stabilizovaném systému M/M#FIFO jsou znamy tyto
naklady:

Ky ... ndklady na&ekajicih zakaznika,

k> ... ndklady na nevyuZzitou linku obsluhy.

Predpokladame, Ze intenzita vstupniho proudu zakazeik;
intenzita obsluhy je. Cilem je najit takovy ptt linek obsluhy, p
némz jsou pimeérné celkové naklady minimalni.

Zavedeme tzv. kriterialni funkci:

c(n) = kE(Ng )+ k,[n—E(Ng)].

Vime, Zeg(N,)= PQﬁ :anﬁ aE(N,)=np.

Po dosazeni do kriterialni funkce dostaneme;

c(n)=k, 2P +k,n(-p).

(1-p)°

Systém se Iiize stabilizovat, kdyz“{>p=nlu, tedyn >%. Hledame n

tak, aby

cn)= min{C(n);n >%,n O N} :



function[C]=opt_neomezeny_n(n,lambda,mi,k1,k2);

% [C]=opt_neomezeny_n(n,lambda,mi,k1,k2)

%

% Vypccita hodnotu kriteridlni funkce v systému hromadné
% obsluhy M|M|n|Inf|FIFO.

%

% Vstupni parametry:

%n......... pdet linek obsluhy

% lambda .... parametr vstupniho proudu

% mi ........ parametr obsluhy

%K1 ........ naklady néekajiciho zakaznika

% k2 ........ naklady na nevyuzitou linku obsluhy

%
% Vystupni parametry:
%C ... hodnota kriterialni funkce pro n knabsluhy

% (celkové gmeérné néklady na provoz systému)

beta=lambda/mi;

ro=beta/n;

if ro<1
a0=inv(sum(beta.”(0:n-1)./factorial(0:n-1))+n*a@n/factorial(n)/(n-beta));
an=beta”n*a0/factorial(n);
C=k1*an*ro/(1-ro)*2+k2*(n-n*ro);

else

error('Systém se neihe stabilizovat. Intenzita provozu jétsi nez 1.")

end:;



Priklad 7.: Zatinajici softwarova firma e aiekavat 4 objednavky zadsic.
Charakter objednavek je takovy, Ze programatoch®gen vyesit za nisic
pramérné dvé objednavky. Msicni naklady na provizorrieSeni, kdy zakaznik
¢ekd na kongnéiesSeni, jsou 50 000 Nema-li programator praci, dostava
zakladni plat 10 000 &z rezervniho fondu firmy. Vifpack, Ze programator ma
objednavku, je zakladni plat plus vykonnosttiplatek zcela pokryt z ceny
objednavky. H jakém pd@tu programatar budou piimérné naklady firmy

minimalni?

Regenis, = 4,u=2, k=50000, k=10000,3 =% =20 =% % Aby se systém

mohl stabilizovat, musi ve firépracovat aspotii programatai.
Vysledky shrneme do tabulky:

nip |a& C(n)
213|427 | 54 444,44 K
1/212/23 | 28 695,65 K
2/5| 12/335| 31 990, 05 K
1/3]4/333 | 40 450,45 K

o O &~ W

Vidime, Ze optimalni p&et programatdr je roven 4.
Navod naieSeni pomoci MATLABU:
lambda=4;mi=2;k1=50000;k2=10000;n=3;



Priklad 8.: V now otewené pobdce Ceské spiitelny bylo rozhodnuto
rezervovat pro operace se sporozirovyitem 3 gepazky. Klienti pro tyto
operace, kté do poba@ky prichazeji, s¢adi do jedné fronty a po uvaimi
libovolné z gepazek mohou byt obsluhovéani. Po éee pobgky bylo
zjisteno, Ze klienti pichazeji s pimérnou intenzitou 68 osob za 1 h s tim, ze
intervaly mezi jejich pichody maji exponencialni rozloZeni. Doba nutna pro
odbaveni klienta je nahodna watia s exponencialnim rozlozenim siedni
hodnotou 2 min 24 s. Zagdpokladu, Ze naklady na pobyt klienta v patgopo
dobu 1 h jsou 120 Ka naklady na provoz jednégpazky za 1 h jsou 300K
najcéte optimalni poet prepazek.

Vysledek: Optimalni jsou 4 fepazky.



