Testovani generatoru nahodnych cisel

Pti pouZiti generatoru pseudonahodnych Cisel v praxi je dillezité ovetit, zda ziskana posloupnost Cisel ma
vlastnosti ndhodného vybéru ze zadaného rozlozeni:

- typ rozlozeni

- nahodnost

- nezavislost.

Obecné zasady pro testovani:
- overovana posloupnost musi byt dostatecné rozsahla
- zavery se provadéji az po prozkoumani vétSiho poctu posloupnosti

- testované posloupnosti by mély mit rtizné vychozi hodnoty.



1. Testy shody rozlozeni

a) Kolmogoroviiv — Smirnovuv test

Test je zaloZen na porovnani teoretické a empirické distribu¢ni funkce. Velké odchylky mezi témito dvéma
funkcemi budou svéd¢it o tom, Ze rozdil mezi modelovymi a vygenerovanymi hodnotami neni zpiisoben
pouze ndhodnymi vlivy.

Necht’ X, ..., X, je nahodny vybér ze spojiteho rozloZeni s distribucni funkci O(x).

Vybérovou distribucni funkci oznacime F(X), tj. pro vxeR: F,(x)= icard{i;Xi <xj.

Na hladiné vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu
Hy: O(x) = F(X) pro vxeR

proti alternative

H;: ®(x) # F,(x) pro aspon jednu hodnotu x.

Testova statistika ma tvar: D, = r)r(1§{X|<D(x)— F,(x).

Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a, kdyz D,> D, 4, kde D, , je tabelovana kriticka
hodnota.

Vo 24 b b b 4 1 2
Pro vétsi n lze kritickou hodnotu aproximovat vyrazem D, , ~ ‘/2—111— :
n a

Upozornéni: Pii testovani generatorti pseudonahodnych Cisel presné zname parametry rozloZeni, z néhoz
Cisla generujeme, tudiz v K-S testu nemusime pouzivat modifikované kritické hodnoty.
V MATLABu provadi K-S test funkce kstest.m.



Priklad 1.: Bylo vygenerovano 10 000 pseudonadhodnych &isel z Rs(0,1). Vygenerované hodnoty byly
roztiidény do 10 ekvidistantnich tiidicich intervalt. Mame k dispozici jejich meze (u,,u ) a absolutni

¢etnosti n;:

j+l

(uj’uj+1> n;

(0;01) | 985
(0,;0,2) | 1029
(0,2,03) | 1005
(0,3;0,4) | 1005
(0.4;0,5) | 1002
(0,5;0,6) | 970
(0,6;0,7) | 1028
(0,7;08) | 1032
(0.8;09) | 960
(09:1) 984

Na hladiné vyznamnosti 0,05 ovéite K-S testem, Ze tyto hodnoty skute¢né pochazeji z rozloZeni Rs(0,1).



ReSeni: Tabulku absolutnich etnosti doplnime o hodnoty teoreticke a vybérové distribucni funkce a
vypocteme absolutni hodnoty jejich rozdill. Nejveétsi z téchto absolutnich hodnot porovname s kritickou
hodnotou a pak rozhodneme o nulové hypotéze.

(u ;U j+1> n; N; ®(x) | Fioooo () |(x) = Fgo00 (%)
(0;0,1> 985 | 985 0,1 10,0985 0,0015
(0,1; 0,2) 1029(2014 [0,2 |0,2014|0,0014
) 11005 {3019 |0,3 |0,3019|0,0019
(0,3; 0,4) | 1005{4024 (0,4 |0,4024|0,0024

(0.4:05) | 1002|5026 [0,5 |0,50260,0026
(0.5:0.6) | 970 5996 0,6 |0,5996|0,0004
(0.6:0.7) | 1028 | 7024 0,7 |0,7024 | 0,0024
(0.7:08) | 10328056 [0,8 |0,80560,0056

)
(0,8,09) [960 9016 [0,9 10,9016]0,0016
(09;1) 984 [10000|1 |1 0

Nejvétsi rozdil v absolutni hodnoté je 0,0056. To je realizace testove statistiky, kterou porovname

e, i [1. 2
s aproximaci kritick€ hodnoty pocitané podle vzorce D, , ~ o=
n (04

1 2
D 10000:0,05 & \/2 710000 In 0.05 =0,0136.

JelikoZ testova statistika je mensi nez kriticka hodnota, nelze na hladin€é vyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, Ze vygenerovana data pochazeji z rozloZeni Rs(0,1).



b) Test y° dobré shody
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z rozloZeni s distribucni funkci ®(x).

Spojity pripad: Je-li distribu¢ni funkce spojita, pak data rozdélime do r tfidicich intervalt (u RTINS Il R
r. Zjistime absolutni Cetnost n; j-t€ho tiidiciho intervalu a vypocteme pravdépodobnost p;, Ze nahodna
veli¢ina X s distribucni funkci ®(x) se bude realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza,
pak p; = @(uj+1) - O(wj).

Diskrétni pripad: Ma-li distribu¢ni funkce nejvySe spocetné mnoho bodl nespojitosti, pak misto ttidicich
intervalll pouzijeme varianty X, j = 1, ..., 1. Pro variantu X zjistime absolutni Cetnost n; a vypocteme
pravdépodobnost p;, Ze nahodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci @(x) se bude realizovat variantou x;;. Plati-li
nulova hypotéza, pak p, = d(xj;)-lim®(x)=P(X = xf;).

R [

2
Testova statistika: K = ZM Plati-1i nulova hypotéza, pak K = x*(r-1-p), kde p je pocet odhadovanych
= np;
parametri dan¢ho rozloZeni. (Napft. pro normalni rozloZeni p = 2, protoZe z dat odhadujeme stfedni hodnotu
a rozptyl.) Nulovou hypotézu zamitame na asymptoticke hladin€ vyznamnosti a, kdyZz testova statistika K >
v’ 1.(r-1-p). Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyZ teoretické Getnosti np;=5,j=1,..,r
Zéavaznost rozdilu mezi pozorovanymi ¢etnostmi a teoretickymi ¢etnostmi 1ze pro kazdy index j orientacné

posoudit porovnanim vypocitan¢ho scitance M s hodnotou 3,84 (to je kvantil y%oss(1)). Jestlize néktery
np,

s¢itanec prevysi tuto hodnotu, 1ze ptfedpokladat, Ze odchylka od modelu se nachazi praveé v této oblasti

hodnot.

v* test dobré shody v MATLABu provadi funkce chi2gof.m



Priklad 2.: Na hladin& vyznamnosti 0,05 ové&ite 5 testem dobré shody, zda data z ptikladu 1 pochazeji

z rozlozeni Rs(0,1).

ReSeni: Tabulku absolutnich etnosti doplnime o pravdépodobnosti p;, teoretické Cetnosti np; a jednotlive

(nj _npj)z

sCitance ———1~

l’lpj
(uj»uj+1> 1 b |1Pj (nj_npj)z
npj
(0;00)  [985 [0,1]1000]0,225
(0,50,2) 10290,1]1000]0,841
(0,2:0,3) | 1005 | 0,1 | 1000 | 0,025
(0,3:0,4) | 1005 0,1 | 1000 | 0,025
(0,4;0,5) [ 1002 0,1 1000 0,004
(0,50,6) |970 |0,1|1000 0,900
(0,6:0,7) | 1028 | 0,1 | 1000 | 0,784
(0,7:0,8) | 1032 0,1 | 1000 | 1,024
(0,8,09) [960 [0.,1{1000] 1,600
(09;1) [984 |0.,1]1000]0,256

vstupujici do testové statistiky K.

2
Testova statistika: K = j(njij)
i np,

Kriticky obor: W = (x%0ss5(9),%0) = (16,919;)

=0,225+0,841+...+0,256 = 5,684

ProtoZe se testova statistika nerealizuje v kritickém oboru, nemizeme
na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze data pochazeji
z rozloZeni Rs(0,1).



2. Testy nahodnosti

Necht xy, ..., X, je posloupnost navzajem riiznych ¢isel generovanych ze spojitého rozlozeni (jsou-li dvé
sousedni hodnoty stejné, jednu vyskrtneme). Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu Hy:
posloupnost je ndhodna proti alternativé H;: posloupnost neni ndhodna.

a) Test zaloZeny na bodech zvratu
Tento test zkouma, zda kolisani hodnot podle velikosti se v dané posloupnosti méni dostate¢né rychle. Neni
vhodny pro testovani existence trendu, protoZe vychazi pouze z lokalnich vlastnosti posloupnosti.

Cislo x; se nazyva bodem zvratu, kdyz ob¢ sousedni ¢isla jsou soucasné bud’ vétsi nez x; nebo mensi nez x;,
tJ. plati-li bud’ x;.; > x; <X+ nebo x;.; < X; > Xji1.
Konstrukce testové statistiky:

Ozname Y celkovy pocet bodl zvratu v posloupnosti xy, ..., X,. Plati-li Hy, pak statistika Y ma
asymptoticky normalni rozloZeni se stfedni hodnotou E(Y)= # a rozptylem D(Y)= 16n9; 29 , tedy
- 2(n-2)
standardizovana statistika U=——3_ ~N(0,1).
16n —29
90

Kriticky obor: W = (-eo,—u,_,,)U(u,, ,,)
Pokud U e w, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a.



Priklad 3: Bylo vygenerovano 28 pseudondhodnych ¢isel z Rs(0,1):

0,39 0,94 0,17 0,16 0,80 0,63 0,59 0,92 0,16 0,51 0,39 0,16 0,67 0,03 0,67 0,73 0,67 0,80 0,27
0,75 0,58 0,86 0,49 0,43 0,86 0,08 0,66 0,60

Pomoci testu zalozeného na bodech zvratu ovéite na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze tato posloupnost
je ndhodna.

ResSenti:

Celkem zjistime Y = 21 bod zvratu.

. Y_2(n—2) 21_2(28—2)
Testova statistika: U = 3 - 3 1699,
\/1611—29 \/16-28—29
90 90

Kriticky obor: W = (-0, ~ g, ) U (ug 75 0) = (o0, 196) U (1,96,0).
ProtoZe testova statistika s nerealizuje v kritickém oboru, nelze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, ze dana posloupnost je nahodna.



Vypocet v MATLABu:

Test zaloZeny na bodech zvratu je provadén pomoci funkce body zvratu.m:
function [H,P,U]=body zvratu(x,alfa)
% funkce testuje nahodnost posloupnosti pomoci bodu zvratu
% synatxe: [H,P,UJ=body zvratu(x,alfa)
% vystupni parametry:
% H ... vysledek testu> 1 ... HO zamitame, O ... HO ... nezamitame
% P ... vypocitana p-hodnota
% U ... realizace testove statistiky
% vstupni parametry:
% X ... sloupcovy vektor hodnot testovane posloupnosti
% alfa ... hladina vyznamnosti
n=size(x,1);
Y=0;
for i=2:n-1
if (x(1)>x(1-1))&(x(1)>x(i+1)))|(x(1))<x(i-1))&(x(1)<x(i+1)))
Y=Y+I;
end
end;
U=(Y-(2*n-4)/3)/sqrt((16*n-29)/90);
P=2*min(normcdf(U,0,1),1-normcdf(U,0,1));
if P<=alfa
H=I;
end
if P>alfa
H=0;
end



PouZijeme-li tuto funkci na data z ptikladu 3, dostaneme vysledky:

[H,P,U]=body_ zvratu(x,alfa)

ProtoZe p-hodnota je 0,0893, nemiizeme na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nahodnosti dané
posloupnosti.



b) Test znamének diferenci
Tento test zkouma, zda posloupnost neobsahuje dlouhé fady Cisel jdoucich za sebou vzestupné nebo

sestupné. Pouziva se k ovéfeni existence trendu.

Test je zaloZen na poctu kladnych 1. diferenci dané posloupnosti, tj. na poctu bodd ristu. Cislo x; se nazyva
bodem ristu, kdyzZ x; < X;4;.

Konstrukce testové statistiky: Oznacme Y celkovy pocet bodt riistu v posloupnosti Xy, ..., X,.

Plati-l1 Hy, pak statistika Y ma asymptoticky normalni rozlozeni se sttedni hodnotou E(Y)= nT_l a rozptylem

n—1
D(Y)= n—gl, tedy standardizovana statistika U = 21 ~N(0,1).
n+
12

Kriticky obor: W = (~w,~u,_,,,)U(u, ,,,»)

Pokud U e w, nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin¢ vyznamnosti a.



Priklad 4.: Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte pomoci testu znamének diferenci hypotézu, ze data
z ptikladu 3 jsou ndhodna.

ReSeni:

Celkem zjistime Y = 12 bodi rastu.

N g_n-l . 28I
Testova statistika: U = 2 _ 2 __09649.
n+1 \/28 +1
12 12

Kriticky obor: W = (~o0,~ g, ) U (ug pr5:0) = (00, 196) U (1,96,0).
ProtoZe testova statistika s nerealizuje v kritickém oboru, nelze na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, ze dana posloupnost je nahodna.



Vypocet v MATLABu:

Test znamének diferenci je provadén pomoci funkce znamenka diferenci.m:
function [H,P,U]=znamenka diferenci(x,alfa)
% funkce testuje nahodnost posloupnosti pomoci znamenek diferenci
% synatxe: [H,P,U]=znamenka diferenci(x,alfa)
% vystupni parametry:
% H ... vysledek testu> 1 ... HO zamitame, O ... HO ... nezamitame
% P ... vypocitana p-hodnota
% U ... realizace testove statistiky
% vstupni parametry:
% X ... sloupcovy vektor hodnot testovane posloupnosti
% alfa ... hladina vyznamnosti
n=size(x,1);
Y=0;
for i=1:n-1

if x(1)<x(i+1)

Y=Y+1;

end
end;
U=(Y-(n-1)/2)/sqrt((n+1)/12);
P=2*min(normcdf(U,0,1),1-normcdf(U,0,1));
if P<=alfa

H=1;
end
if P>alfa

H=0;
end



PouZijeme-li tuto funkci na data z ptikladu 3, dostaneme vysledky:

[H,P,U]=znamenka diferenci(x,alfa)

ProtoZe p-hodnota je 0,3346, nemiizeme na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o ndhodnosti dané
posloupnosti.



¢) Test zaloZeny na Spearmanové koeficientu

Tento test zkouma, zda velikost generované hodnoty nezavisi na potadi, v némz bylo ¢islo generovano (napf.

zda na pocatku generované posloupnosti nejsou soustiedény nizké hodnoty a na konci vysoke).

Na zaklad€ generované posloupnosti x, ..., X, utvofime dvojice (1, x,), ..., (n, x,). Pfedpokladame, Ze tyto
dvojice pochazeji z dvourozmérného rozlozZeni s teoretickym Spearmanovym koeficientem potfadove
korelace ps.

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu Hy: ps = 0 proti H;: pg # 0.

Oznacme R; potadi hodnoty x; v dan¢€ posloupnosti. Vypocteme Spearmantiv koeficient potadové korelace:

rg = l—g(nf—_ljg(i—RiY . Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a ve prospech alternativy, kdyz

| Is | > 15,1-02(1), kde 15 1 o(n) je kritickd hodnota, kterou pro o = 0,05 a n < 30 najdeme v tabulkéch.



Kritické hodnoty pro Spearmaniiv koeficient potfadové korelace pron=35, 6, ..., 30, a = 0,05

n I5,0,975 I5.0,05

5 0,9 0,8

6 0,8286 0,7714
7 0,745 0,6786
8 0,6905 0,5952
9 0,6833 0,5833
10 0,6364 0,5515
11 0,6091 0,5273
12 0,5804 0,4965
13 0,5549 0,478
14 0,5341 0,4293
15 0,5179 0,4429
16 0,5 0,4265
17 0,4853 04118
18 0,4716 0,3994
19 0,4579 0,3895
20 0,4451 0,3789
21 0,4351 0,3688
22 0,4241 0,3597
23 0,415 0,3518
24 0,4061 0,3435
25 0,3977 0,3362
26 0,3894 0,3299
27 0,3822 0,3236
28 0,3749 0,3175
29 0,3685 0,3113
30 0,362 0,3059



Priklad 5: Pro data z piikladu 3 testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze velikost generované

hodnoty nezavisi na poradi. Vypocet proved'te pomoci MATLABu.

ReSeni: Ve statistickém toolboxu MATLABu je implementovana funkce tiedrank(x), ktera pro dany vektor
x poskytne vektor poradi, pficemz pro skupinky stejnych hodnot spocita primérné poradi.
Postup vypoctu:
Do proménné x vloZime dané hodnoty.
Utvofime vektor y=[1:28]’;
Pomoci funkce tiedrank zjistime vektor potadi: R=tiedrank(x);
Pomoci funkce corrcoef spoc¢teme koeficient korelace a odpovidajici p-hodnotu: [rs,p]=corrcoef(y,R)
Dostaneme
r= p=
1.0000 0.0729  1.0000 0.7124
0.0729 1.0000  0.7124 1.0000

Velikost Spearmanova koeficientu (rs = 0,0729) svéd¢i o velmi slabé pfime potadove zavislosti, ktera je na

hladin€ 0,05 nevyznamna (p = 0,7124).



Asymptotické varianty testu

n > 20:

r.vn—2
S
1/1—r52

1ze pouZit testovou statistiku T, = , ktera se v ptipad¢ platnosti nulove hypotézy asymptoticky tidi

rozloZenim t(n-2).
Kriticky obor: W =(~w,~t, ,,(n-2))U(t, . ,(n-2),0)
Hypotézu, ze velikost generovanych hodnot nezavisi na poradi, zamitame na asymptoticke hladiné

vyznamnosti o, kdyZz ty e W.

n > 30:

lze pouzit testovou statistiku r,+/n—1  Plati-li Hy, pak r,+vn—1 = N(0, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame

na asymptotické hladiné vyznamnosti a ve prospéch alternativy, kdyZ rvn—1e(-o0,—u,,)U(u,, ,,).



3. Testy nezavislosti
a) Test zaloZeny na koeficientu autokorelace

Timto testem ovétujeme, zda existuje linearni zavislost mezi sousednimi nebo i1 vzdalenéjSimi ¢leny
posloupnosti Xy, ..., X,.

Pro k <n je vybérovy koeficient autokorelace k-t€ho tadu r, definovan jako vybérovy Pearsonlv koeficient
korelace dvojic (X1, Xi+1), --.., (Xn-ks Xn), 0 NichZ pfedpokladame, Ze pochazeji z dvourozmérného rozlozeni
s koeficientem korelace py.

Je-li k = 1, pocita se koeficienty korelace mezi sousednimi ¢leny generované posloupnosti. Neni vhodné
pocitat koeficienty autokorelace pro k > n/4.

Posloupnost koeficientli autokorelace ry, 15, ... se nazyva korelogram.

Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu Hy: p, = 0 proti H;: py, # 0.

Testova statistika T, =r,v/n—k se v piipad¢€ platnosti nulové hypotézy asymptoticky tidi rozlozenim N(0,1).
Kriticky obor: W = (~w,—u,_,,,)U(u, ,,,»)

Pokud T, e W, nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, tedy hodnoty

generované posloupnosti po k ¢lenech nelze povazovat za linearné nezavisle.



Priklad 6: Pro data z ptikladu 3 testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze mezi nimi neexistuje
autokorelace 1. az 7. fadu.

ResSeni:
Tabulka pro vypocet koeficientl autokorelace 1. az 7. fadu | Korelogram a hodnoty testovych statistik
1] 2 3 4 5 6 7 8 ! ! 2 > 4 >
X() | X(+1)| X(+2)| X([+3)| X(i+4)| X(i+5). X(i+6)| X(i+7) fi n-i To kvantil | rozhodnuti
039 094 017 016 08 063 059 092 1 -0,3235 27 -1,6809€ 1,959964 nezamitame
8?‘7‘ 81; 0013 006'3 ggg ggg g?g 8;? 2| 10,0523 26/0,266679 1,959964 nezamitame
0:16 ‘0’8 0’63 0:59 0:92 0:16 0:51 0:39 3 0,1708 25 0,854 1,959964 neza’rr)ltame
08 063 059 092 0,16 0,51 0,39 0,16 4 -0,4572 24 -2,23981 1,959964 zamitame
063 059 092 016 051 039 0,16 0,67 5/ 0,3121 231,49677¢ 1,959964 nezamitame
059 092 016 051 039 0,16 067 0,03 6| -0,2657 22 -1,246241,959964 nezamitame
092 016 051 039 016 067 003 067 7| 0,0285 210,130603 1,959964 nezamitame
016 051 039 016 067 003 067 073
051 039 016 067 003 067 073 067
039 016 067 003 067 073 067 08 C 7 - :
TS T e T B RE Zave}”. V testovanych date(i},l byla na hladin¢ vyznamnosti 0,05
067 003 067 073 067 08 027 075 prokazana autokorelace 4. fadu.

0,03 0,67 0,73 0,67 0,8 0,27 0,75 0,58
0,67/ 0,73 0,67 08 027 075 058 0,86
0,73 0,67 0,8 0,27 0,75 0,58 0,86 0,49
0,67 08 027 075 058 086 049 043
08 027 075 058 086 049 043 0,86
027 0,75 058 086 049 043 0,86 0,08
0,75 058 086 049 043 086 0,08 0,66
058 086 049 043 086 0,08 0,66 0,6
0,86, 049 043 0,86 0,08 0,66 0,6
049 043 086 0,08 0,66 0,6
0,43 0,86 0,08 0,66 0,6
0,86 0,08 0,66 0,6
0,08 0,66 0,6
0,66 0,6
0,6

OINDD NP IWINIDO|IOOINDADWINI-NOIO NGO IDIWIN =




b) Cochrantiv test

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu

Ho: p1= p2=... px=0 (1. vSechny koeficienty autokorelace az do fadu k jsou nulové¢)
proti alternativeé

Hi: p; # 0 pro aspon jeden index 1.

Testova statistika:

L
Q:nZ%ri
1=

Plati-1i nulova hypotéza, Q se asymptoticky fidi rozlozenim xz(k).

H, tedy zamitame na asymptotické hladin& vyznamnosti a, kdyz Q > *1_(k).

Cochrantliv test ma vyznam zvlasté v ptipade, kdy jeden z autokorelacnich koeficientil je vyznamny (pfitom
muze byt vyznamny pouze nahodile) a ostatni vyznamné nejsou.

Priklad 7: Pro data z piikladu 3 proved’te na hladiné vyznamnosti Cochraniv test.
ResSeni: Pfipomenme, Ze koeficienty autokorelace byly

I -0,3235 0,0523 0,1708 -0,4572 0,3121 -0,2657 0,0285

Po dosazeni do vzorce pro testovou statistiku dostaneme Q = 14,4034.
Odpovidajici kvantil: y°1.o(k) = ¥ 0.05(7) = 14,067.
Protoze Q > 14,067, Hy, zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.



