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Pojem algoritmu

Algoritmus je metoda, kterd pro jisty typ vstupl da po konecné
dobé vystup, tedy odpovéd na zadany problém.

PFi zadani algoritmu je nutno provést:
» dokdzat spravnost vystupu,
» odhadnout ¢asovou narocnost,
» odhadnout pamétovou naroc¢nost.

Casovou naroénosti rozumime zavislost délky vypoctu na délce
vstupu, pritom délku vstupu mérime poctem bitli potfebnych pro
zapis zadani a délkou vypoctu rozumime, jak dlouho trva nejdelsi
vypocet pro danou délku vstupu.

Priklad. Pro vstup jednoho pfirozeného Cisla N je tfeba
1 + [log, N] bitd.

Pamétovou naroénost budeme také méfit v bitech (u vétsiny
algoritmi, se kterymi se setkdme, nebude nutné se ji zabyvat,
nebot bude konstantni a zanedbatelné mald).



Asymptoticky odhad

Necht (a,)22;, (bn)52; jsou posloupnosti. Rekneme, Ze
posloupnost (ap)%° je fadu O(by), jestlize plati
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Rekneme, ze posloupnost (a,)°%; je Fadu o(b,), jestlize existuje
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Protoze se budeme zabyvat algoritmy, jejichz cilem je rozlozit
prirozené Cislo na prvocinitele, bude vstupem pro nas algoritmus
jediné prirozené Cislo N.

Dohodnéme se, ze In N bude znamenat (In N)¥. Kupfikladu tedy
In> N = (In N)2, nikoli InIn N.



Definice. Rekneme, ze algoritmus je polynomialniho Casu, jestlize
cas, po ktery algoritmus pobézi, najde-li na vstupu pfirozené Cislo
N, je tadu o(In“ N) pro n&jaké prirozené &islo k.

Rekneme, Ze algoritmus je linearniho (resp. kvadratického, resp.
kubického) &asu, je-li tento &as fadu O(In N), (resp. O(In? N),
resp. O(In> N)).

Je-li tento ¢as fadu o(N®) pro kazdé kladné redlné &islo a a pritom

algoritmus neni polynomialniho Casu, fekneme, Ze algoritmus je
subexponencidlniho Casu.

Konecné, jestlize existuji kladna redlna cisla a > 3 tak, ze tento
¢as je fadu O(N®), ale neni ¥adu O(NP), fekneme, Ze algoritmus
je exponencidlniho Casu.

Priklad. Pozdéji se setkdme s algoritmy, jejichz Cas je Fadu
O(ec(ln N)2(InIn N)b)

kde a, b, ¢ jsou kladna redlna disla, pficemz a+ b = 1. Tyto
algoritmy jsou subexponencidlniho ¢asu.



Pravdépodobnostni algoritmy

Budeme pracovat s algoritmy, jejichz pribéh vypoctu zavisi na
jistém zdroji ndhodnych Cisel. Je zde moznost (pravdépodobnosti
nula), Ze jejich béh nikdy neskondi, presto zkuSenosti ukazuji, ze
tyto algoritmy jsou Casto efektivnéjsi nez ostatni a mnohdy jsou
jediné, které mame k dispozici.

Na druhé strané rozhodné nebudeme nazyvat algoritmem metodu,
produkujici vysledek, ktery je s vysokou pravdépodobnosti spravny.
Je podstatné, Ze algoritmus v okamziku zastaveni dava pouze
spravné vysledky (odhlédneme-li od pfipadnych chyb ¢&lovéka &i
pocitace pfi provadéni vypoctu).



Poditani s velkymi Cisly
Budeme predpokladat, ze mame k dispozici software, ve kterém je
mozné provadét zakladni algebraické operace s Cisly, majicimi
feknéme 1000 dekadickych cifer (MATHEMATICA, MAPLE,
PARI-GP a podobné).
Takova &isla jsou zapsdna v pozi¢ni soustavé o vhodném zdkladu a
operace jsou provadény podobné jako jsme to zvykli délat na
papife s dekadickymi cisly. Vhodny zaklad je mocnina dvou: ¢as
potfebny pro vstup a vystup je pouze zanedbatelna cast celkové
doby vypoctu a obvykle je dominovan ¢asem pro fyzicky zapis.
Scitani a odditani ma linedrni ¢asovou narocnost.
Nasobeni malou konstantou ma také linearni ¢asovou narocnost.
Obecné nasobeni a déleni se zbytkem ma kvadratickou ¢asovou
naroc¢nost.
(Jsou znamy algoritmy pro nasobeni a déleni nbitovych &isel, které
dosahuji mensi Casové naroCnosti neZ ,,metoda tuzky a papiru”.
Schénhage a Strassen popsali metodu jen's O(n-Inn-Ininn)
bitovych operaci. Avsak tyto rafinované metody jsou rychlejsi az
pro Cisla majici alespori nékolik set dekadickych cifer.)




Vypocet nejvétsiho spolec¢ného délitele

Casto budeme pottebovat spoditat nejvétsi spoleény délitel dvou
prirozenych Cisel.

Naivni Feseni: rozloz obé Cisla na soucin prvocisel a poté vynasob
spolecné Cinitele.

Tento postup je vhodny jen pro velmi mala &isla (Feknéme do 100)
nebo v pfipadé, Ze vime, ze nékteré z danych &isel je prvodislo (pak
stadi provést jen jedno déleni se zbytkem).

Mnohem vyhodnéjsi je vypocet nejvétsiho spolecného délitele
pomoci Euklidova algoritmu, ktery je nejen nejstarsi, ale asi i

vevs

nejdilezitéjsi algoritmus teorie Cisel.



Euklidlv algoritmus
Algoritmus (Euklidiv). Pro dand nezdpornd celd Cisla a, b
algoritmus najde jejich nejvétsi spolecny délitel.
1. [Jsi hotov?] Je-li b= 0, pak vytiskni a jako odpovéd a skonci.
2. [Euklidovsky krok] PoloZ r — amod b, a < b, b« r
a jdi na 1.

Véta. 1. Je-lil <a<N,1<b< N, pak pocet Euklidovskych
krokli v predchozim algoritmu je roven nejvyse
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2. Primérny pocet Euklidovskych kroki v predchozim algoritmu
proa, be {1,...,N} je roven priblizné
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Casova narocnost Euklidova algoritmu

Podle véty je pocet kroki algoritmu linearni v In .

Kazdy krok vyzaduje dlouhé déleni, které je kvadratického Casu.
Proto se zda, Ze je tento algoritmus kubického Casu.

V pribéhu vypoctu jsou vsak a, b stdle mensi a mensi, proto je
mozné pribézné snizovat potrebny pocet cifer v pozi¢ni soustavé.
Pri vypoctu Euklidovského kroku a = bg + r je Casova narocnost
O((Ina)(1+1Ingq)), tedy celkovy ¢as je omezen fadem

O((InN)((D_Inq) + O(In N))).

Ale
ZInqzlanglnN,

a tedy pri peclivém naprogramovani jde o algoritmus kvadratického
casu.



Binarni verze Euklidova algoritmu

Misto dlouhého déleni je uZito od¢itani a déleni 2 (realizované
posunem). Zakladem poziéni soustavy musi byt mocnina 2.

Algoritmus (Binarni NSD). Pro dand nezdporna cela &isla a, b
algoritmus najde jejich nejvétsi spolecny délitel.

1.

[Jednou zredukuj velikost] Je-li a < b, vyméri a s b. Je-li b =0,
pak vytiskni a jako odpovéd a skon¢i. Jinak (tj. pro b # 0)
poloz r — amodb, a« b, b« r.

. [Spocitej mocninu 2] Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovéd a

skonci. Jinak poloz k « 0 a dokud budou a i b sudd, opakuj
k—k+1 a<—a/2, b—b/2.

[Odstrari prebyte¢né mocniny 2| Je-li a sudé, opakuj a «— a/2,
dokud bude a sudé. Jinak, je-li b sudé, opakuj b — b/2, dokud
bude b sudé.

[Odecti] (Nyni jsou obé a i b lichd.) Poloz t «— 252, Je-li t =0
vytiskni 2% - a jako odpovéd a skondi.

[Cyklus] Dokud bude t sudé, opakuj t < t/2. Pak, je-lit >0,
poloZ a «— t, jinak poloZ b «+— —t a jdi na 4.

’



Rozsirena verze Euklidova algoritmu
Oznaéme d nejvétsi spolecny délitel celych Cisel a, b, pak existuji
celd Cisla u, v tak, Ze d = ua + vb (tzv. Bezoutova rovnost).
V nékterych aplikacich budeme potrebovat spocitat nejen d, ale i
Cisla u, v, proto si uvedeme algoritmus pro jejich vypocet.

Algoritmus (Rozsifeny Euklidiv). Pro dand nezdpornd celd &isla
a, b algoritmus najde trojici celych Cisel (u, v, d) takovou, Ze d je
nejvétsi spoleCny délitel Cisel a, b a plati d = ua + vb.

1.

[Inicializace] Poloz u «+— 1, d < a. Je-li b= 0, poloZ v «+ 0,
vytiskni (u, v, d) jako odpovéd a skoni. Jinak poloz vi — 0 a
v3 < b.

[Jsi hotov?] Je-li v3 = 0, pak poloZ v — d_b"’“, vytiskni (u, v, d)
jako odpovéd a skond.

[Euklidovsky krok] Sou¢asn& q — [£], t3 — d mod vs.

Pak poloZ t; «— u— qvi, U<+ vy, d < v3, vi < t1, v3 < 13

a jdi na 2.

Hodnoty proménnych d, v3, t3 nezavisi na hodnotach ostatnich
proménnych. Preznadime-li je a, b, r, dostaneme plivodni Eukliddv
algoritmus, tedy tento algoritmus vzdy skondi, a to se spravhym d.



Diikaz spravnosti rozsirené verze Euklidova algoritmu

Zavedeme proménné v», to, v, které nebudou nikdy pouzity pro
vypocet hodnot plivodnich proménnych. Pred krokem 2 vzdy plati

at; + bty = ts, au+ bv =d, aviy + bvy, = vs.

Algoritmus (Upraveny rozsifeny Euklidiv). Pro dand

nezaporna celd &isla a, b algoritmus najde trojici celych Cisel

(u, v, d) takovou, Ze d je nejvétsi spole¢ny délitel &isel a, b a plati

d = ua+ vb.

1. [Inicializace] Poloz u — 1, d < a. Je-li b =0, poloz v < 0,
vytiskni (u, v, d) jako odpovéd a skonéi. Jinak poloz vi — 0,
v+ b, t1 <0, tp <0, t3—0, v—0, vop «— 1.

2. [Jsi hotov?] Je-li v3 = 0, pak poloZ v «— d*—b"”“, vytiskni (u, v, d)
Jjako odpovéd' a skondi.

3. [Euklidovsky krok] Soucasné q «— [Z], t3 < d mod v3.

Pak poloz t; «— u— qvi, u <+ vy, d < v3, vi < t1, v3 < t3,
by «— VvV —qw, V< v, v» «+ tp a jdi na 2.



Nezbytny aparat z algebry a elementarni teorie Cisel
Kongruence

Definice. Necht m € N, a, b € Z. Rekneme, ?e a je kongruentni s b
podle modulu m, piSeme a = b (mod m), jestlize m | a — b.

Véta 1. Necht m € N, a, b,c,d € Z. Jestlize a= b (mod m),

c = d (mod m), pak platia+ c = b+ d (mod m),

a—c=b—d (modm), ac = bd (mod m).

Véta 2. Necht m, k € N, a, b € Z. Pak plati a = b (mod m) pravé
tehdy, kdyZz ak = bk (mod mk).

Véta 3. Necht m € N, a, b, k € Z. Jestlize ak = bk (mod m) a
navic (m, k) =1, pak plati a= b (mod m).

Véta 4. Necht a, b € Z. Pak existuje x € Z splriujici kongruenci
ax = b (mod m) prdvé tehdy, kdyz (a, m)|b.

Vé&ta 5 (Cinskd zbytkovd véta). Necht my, my € N, (my, mp) = 1.
Pak pro libovolna x1, x> € Z existuje x € 7. spliiujici
x = x1 (mod my), x = xp (mod my).




Okruh zbytkovych tfid modulo m

Definice. Pro libovolné m € N a libovolné a € Z definujeme
zbytkovou tfidu modulo m obsahujici Cislo a predpisem

[a]m ={b€Z; b= a (modm)},

jde tedy o mnozinu vsech celych Cisel davajicich stejny zbytek po
déleni cislem m jako Cislo a. Mnozinu vSech téchto tfid znacime

Z/mZ = {[a]m; a € Z}.

Z véty 1 plyne, ze na Z/mZ lze definovat operace + a - pomoci
reprezentantd, tj.

[a]m + [b]m = [a + b]m, [a]m - [b]m = [a+ b]m,

a ze vidi témto operacim tvofi Z/mZ komutativni okruh o m
prvcich, ktery nazyvdme okruh zbytkovych tfid modulo m.




Eulerova funkce ¢
Definice. Je-li R okruh, oznaéme R* jeho (multiplikativni) grupu
jednotek (neboli invertibilnich prvki), tj.
R*={a€R;3beR: ab=1},

kde 1 zna¢i jedni¢ku okruhu R. Charakteristika okruhu R je
nejmensi n € N splfiujicin-1=14+1+---+1 =0 (tj. soucet n
N———

n
kopii 1 € R je roven 0 € R), pokud alespor jedno takové n existuje.
V opacném pripadé fekneme, ze R je okruh charakteristiky nula.

Definice. Pro libovolné m € N je ¢(m) definovano jako pocet Cisel
z mnoziny {1,2,..., m}, kterd jsou nesoudélnd s m. Tato funkce
¢ : N — N se nazyva Eulerova.

Priklad. Charakteristika okruhu Z/mZ je m. Podle véty 4 plati

(Z/mZ)* ={[alm; a € Z, (a,m) =1},

je tedy @(m) = |(Z/mZ)*|.



Vlastnosti Eulerovy funkce ¢

Véta 6. Pro libovolnd my, mp € N takovd, ze (my, m) = 1, plati
p(mmy) = o(m1)e(m).

Dikaz. Zobrazeni {1,2,....,m1} x {1,2,....,mx} — {1,2,..., mimy}
prifadi dvojici (x1,x2) € {1,2,...,m1} x {1,2,...,my} &islo

y €4{1,2,...,mmy} spliiujici y = x; (mod my), y = xo (mod my)
(¢islo y je kongruentni s Cislem x z véty 5 modulo mymy). Toto
zobrazeni je bijekce a plati (y, mymy) = 1 pravé kdyz (xi,m;) =1

a (X27 m2) =1.

Véta 7. Pro libovolné m € N plati

p(m)=m[[(1-3)
plm

kde p probihd v soucinu vsechna prvocisla délici m.

Dikaz. Zrejmé, je-li m mocninou prvodisla. Pro obecné m plyne
z véty 6 indukci vzhledem k poctu prvocisel délicich m.



Lagrangeova, Eulerova a mald Fermatova véta

Definice. Necht G je grupa, a € G. Pokud neexistuje zaddné n € N
s vlastnosti a” = 1, fekneme, Ze ¥ad prvku a je oo. V opacném
pripadé nejmensi n € N s touto vlastnosti se nazyva rad prvku a.
Naproti tomu fadem grupy G rozumime pocet |G| jejich prvki
(je-li koneéna).

Véta 8 (Lagrangeova véta). Je-li G konecnd grupa, pak rad
libovolného prvku a € G je prirozené Cislo, které je délitelem fadu
|G| grupy G. Plati tedy al®! = 1.

Dusledek (Eulerova véta). Pro libovolnd m € N, a € 7, takovd, Ze
(a,m) =1, plati

a?(m =1 (mod m).

Dasledek (mald Fermatova véta). Pro libovolné prvoéislo p a
libovolné a € 7 nedélitelné p plati

"1 =1 (modp).



Rad disla a modulo m

Véta 9. Necht jsou m € N, a € Z, takovd, Ze (a, m) = 1. Oznaéme
e=min{ne€N; a" =1 (modm)}.
Pak pro libovolnd r, s € NU {0} plati

a" = a° (modm), pravé kdyz r=s (mode).
Dikaz. Lze predpokladat, ze r > s. Vydélme r — s Cislem e
se zbytkem: r —s=qge+zproq, z€ Z, 0 < z < e. Pak
a"* = (a%)9 - a* = a* (mod m). Odtud plyne a"~* =1 (mod m),
pravé kdyz z = 0.
Definice. Cislo e z predchozi véty se nazyva ¥ad &sla a modulo m.
Je to vlastné ¥ad prvku [a]m, v grupé (Z/mZ)*.



Konec¢na télesa

Véta 10. Charakteristika konec¢ného télesa je prvocislo.

Vé&ta 11. Bud R konecéné téleso charakteristiky p. Pak pocet prvkii
télesa R je mocninou prvocisla p.

Véta 12. Necht p je prvocislo a n € N. Pak existuje téleso o p"
prvcich.

Véta 13. Libovolnd dvé konelna télesa o stejném pocltu prvkil jsou
izomorfni.

Vé&ta 14. Bud' R kone&né téleso o p" prvcich. Pak R* je cyklickd
grupa o p" — 1 prvcich. Kazdy prvek r € R je jednoduchym
korenem polynomu xP" — x € Fp[x].

Definice. Pro libovolné prvocislo p a libovolné n € N ozna¢me F»

téleso o p" prvcich.

Pozndmbka. Pro libovolné prvodislo p je Z/pZ téleso, mizeme tedy
polozit F, = Z/pZ. Avsak Z/p"Z je téleso pouze pro n = 1. Proto
pro zadné n > 1 nejsou Fpn a Z/p"Z izomorfni!



Konstrukce konecnych téles [¥,» pro prvocislo pa n >'1

Zvolime libovolny normovany ireducibilni polynom h € F,[x]
stupné n. To, Ze takovy polynom existuje pro kazdé prvocislo p a
kazdé prirozené Cislo n, Ize dokazat pomoci vét 12 a 14; to, Ze neni
podstatné, ktery z nich vybereme, plyne z véty 13. Pak [Fpyn
konstruujeme jako faktorokruh okruhu polynomii F,[x] podle
idedlu generovaného polynomem h. Prvky tohoto faktorokruhu jsou
tfidy rozkladu mnoziny polynomii Fp[x]. V kazdé tfidé lezi pravé
jeden polynom stupné mensiho nez n. Proto, oznacime-li « tridu
obsahujici polynom x, lIze psat

For = {g(a); g(x) € Fp[x],stg < n}.

V télese Fyn pak scitdme a ndsobime prvky jako polynomidlni
vyrazy v « s tim, Ze po ndsobeni musime nékdy eliminovat vyssi
mocniny «. To délame tak, Zze " vyjadfime pomoci nizSich mocnin
a vyuzitim toho, ze h(a) = 0.



Grupa jednotek okruhu zbytkovych tfid (Z/mZ)*

Je-li p prvocislo, je Z/pZ téleso, a tedy podle véty 14 je (Z/pZ)*
grupa cyklickd. Pro n > 1 vSak neni Z/p"Z téleso, a proto nelze
véty 14 pouZzit.

Véta 15. Je-li p liché prvocislo a n € N libovolné, pak (Z/p"Z)* je
cyklicka grupa.

Pozndmka. Pro p =2 a n > 2 cyklickou grupu nedostavame:
napfiklad (Z/8Z)* je necyklicka ¢tyfprvkova grupa.

Definice. Necht p je liché prvocislo, n € N, [g],» generator grupy
(Z/p"Z)*. Pak g nazyvame primitivni kofen modulo p”.

Poznamka. Libovolné g € 7Z je primitivni kofen modulo p” pravé
tehdy, kdyz plati: pro kazdé a € Z nedélitelné p existuje jediné
ke{1,2,...,(p—1)p" 1} tak, ze a = g¥ (mod p").

Véta 16 (Wilsonova véta). Necht n € N, n > 1. Pak n je prvocislo,
pravé kdyz plati (n —1)! = —1 (mod n).




