Legendreliv symbol

Necht p je liché prvodislo, a € Z. Legendreliv symbol (%)
(¢ti a vzhledem k p) definujeme takto:

0 jestlize p| a,
(2) =<1 jestlize pfa a kongruence x> = a (mod p) m4 esent,
a

P
ZE

—1 jestlize pt a a kongruence x (mod p) nema FeSeni.

Jestlize (%) =1, nazyva se a kvadraticky zbytek modulo p, jestlize
(%) = —1, nazyva se a kvadraticky nezbytek modulo p.
Ziejmé plati

abeZ, a=b (modp) = (%):(g).
Proto mizZeme definici ekvivalentné prepsat také takto:

0 jestlize [a], = [0]p,
(2) =41 jestlize [a], € Z] je druhou mocninou v této grupg,
—1 jestlize [a], € Z neni druhou mocninou v této grupé.



Lemma 1. Necht p je liché prvocislo, a € 7. Pak
(2)= aP=1/2 (mod p).

Diikaz. P¥ipad p | a je zfejmy. Dale predpokladejme p 1 a.

ProtoZe grupa Z,, je cyklickd sudého fadu p — 1, jsou druhymi
mocninami prvkL"l pravé mocniny generdtoru se sudym exponentem.
Je zde tedy 25~ prvku které jsou druhé mocniny, a P— prvkd,
které nejsou druhe mocniny.

Kazdy prvek grupy Z je kofenem polynomu xP71 — 1 v télese Zp.
Protoze xP~1 — 1 = (x(P~1/2 — 1)(x(P~1)/2 1 1), je kaZdy z prvki
Z; korenem alespon jednoho z obou polynom( stupné p%l.
Protoze polynom nad télesem nem(ize mit vic kofend, nezZ je jeho
stupeﬁ mé kazdy z obou polynomii x(P~1)/2 — 1 x(P=1)/2 4 1
pravé 5= L ko¥eni.

Zrejmé kazda sudd mocnina generatoru je kofenem polynomu
x(P=1)/2 _ 1. MnoZina jeho ko¥ent se tedy sklads pravé ze sudych
mocnin generdtoru, zatimco liché tvofi mnozinu kofenti polynomu
x(P=1)/2 4+ 1. Odtud plyne dokazovana kongruence.



Disledek 1. Pro kaZdé liché prvo&islo p plati (5t) = (—1)(P~1)/2,

Diikaz. Podle lemma 1 je (_71) = (—=1)(P=1/2(mod p). Na obou
stranach kongruence je £1, jejich rozdil je tedy —2, 0, nebo 2.
Ovsem p 1 2.

Disledek 2. Pro kazdé liché prvocislo p a kazdé a, b € Z plati
aby _ (ay(b

() =()(5)-

Dikaz. Podle lemma 1 je

( by = (ab)(P~1)/2 = a(p-1)/2p(p-1)/2 = (7)( ) (mod p).

Na obou stranach kongruence je opét +1, proto rovnost.

Pozndmka. Kazdé celé Cislo je kongruentni modulo p s pravé
jednim z &isel 0, £1, £2, ..., £21.



Lemma 2. Necht p je liché prvocislo, a € 7, p t a. Pro kazdé

i=1,..., p%l necht a-i=(—1)% - b;(mod p), kde e; € {0,1},
_ e 1)/2

bi € {1,...,P5 ). Pak (2) = (~1)°, kde e = "1V % e;.

Diikaz. Vime, Ze {by,...,bp_1)2} C{1,..., %} Ukazme
sporem, ze zde plati rovnost. Jestlize zde neni rovnost, existuji
1<i<j< pT_l tak, ze bj = bj. Pak a-i = %a- j(mod p), coz
vzhledem k p t a davad i = +j(mod p), a to je spor. Vynasobenim
kongruenci alP=1)/2.(P21yl = (~1)¢ - (B2)! (mod p). Protoze
p1(55 L)1, plyne odtud a(P /2 = (—1)¢(mod p) a lemma 1 dava

(2) = ( 1)¢(mod p). Na obou stranach je £1, proto rovnost.

Lemma 3. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p 1 a. Pak

(3) _ ( )Z(p 1)/2[2.;;]'
P

Diikaz. Plati %’ = [%] + (a’) atedy a-i= p (2 iy (mod p).
V lemma 2 je tedy e; = 0, pravé kdyz <‘;’)’> < 3. Odtud e = [2<%>]
Plati [22] = [2[2] + 2(2)] = 2[2] + [2(2)] = 2[2] + ¢;. Proto

(—1)[%] = (—1)%. Lemma 2 dava dokazované.



Disledek 3. Pro kazdé liché prvocislo p plati (2) = (—-1)(P*-1)/8,

Dikaz. Pro 1 < i< £31 plati 0 < % < 2, a tedy [4] € {0,1}.
Piitom [¥] =1 & % >1 & /> £ & i>[§] Proto
S/ et ey

Nechtp—4kj:1prok€N Pak 2= —2k+ill

[2] = k + [£], a tedy 251 — [2] = k.

Soucasné plati % = 16"2%8" = 2k? + k.

)/214i
Usitim lemma 3 dostavame (2) = (~1)= 1) = (—1)(#*-1)/8,

Lemma 4. Necht p je liché prvocislo, a € Z, p1 a, 21 a. Pak
2 Z(P 1)/2[31]
(2) = (-1) .
Dikaz. Plati Y0P 1/% i — P21 Protoge je a liché, je 252 € Z.
(020722
Uzitim lemma 3 a dusledku 3 a 2 dostdvame (-1 )Z SR 2

= (AT () ) = (5 = (3)



Kvadraticky zakon reciprocity

—1 g-1
Véta 1. Pro lichd prvocisla p # q plati () (5) = (-1)%7 7.
Dikaz. V kartézské soustavé souradnic si predstavme obdélnik,
jehoz strany leZi na osach a na pfimkich x = 2, y = 3. Uvnitf
tohoto obdélniku leZi pravé p21 qT_l mFizovych bodii (tedy bodi,
jejichz obé souradnice jsou celd C|sla)

Jeho Ghlopficka leZi na pfimce y = px zadny z mfizovych bodi
uvnitf obdéIniku neobsahuje a rozdéluje obdéInik na dva
trojahelniky.

Pro pevné zvolené i € {1,..., %} je uvnitf ,,dolniho" trojihelniku
pravé [Z] miiZovych bodi s x-ovou soufadnici i. Proto je
uvnitf ,dolniho” trojihelniku pravé > .7 (p1) /2[‘7’] m¥iZovych bod(.

Ze symetrie je uvnitf ,horniho" trojihelniku pravé Z a1 /2[”']
mfizovych bodi.

Dostali jsme pgl a1 :Z /2["’]+Z" 1/2[p']

2
Véta nyni plyne z lemma 4.



Jacobiho symbol
Pro usnadnéni pocitani Legendreova symbolu () pro konkrétni
hodnoty a, p tento symbol nyni zobecnime.

Necht b € N je liché ¢islo, a € Z. Je-li b =1, klademe (7) = 1.
Je-li b > 1, rozlozime b na soucin prvoclisel b= p; - ps...ps.
Jacobiho symbol (7) pak definujeme rovnosti

(D)=(2)-(2)...(2).

Lemma 5. Jsou-li b,d € N lichd Cisla, a,c € Z, pak
(2) = (2)(5).
Dikaz. Plyne z definice a dasledku 2.

Lemma 6. Jsou-li a, b € N licha Cisla, pak
(_1)(3—1)/2(_1)(b—1)/2 — (_1)(ab—1)/2_

Diikaz. Mame dokazat 251 + 271 = 2521 (mod 2). Ekvivalentné
(a—1)+(b—1)=ab—1(mod 4), neboli 4 | (a —1)(b—1).

To vsak zfejmé plati.



Diisledek 4. Pro kazdé liché &islo b € N plati (5£) = (—1)(b~1/2.
Diikaz. Plyne z definice, lemma 6 a dasledku 1 indukci.

Lemma 7. Jsou-li a, b € N licha Cisla, pak
(_1)(a2—1)/8(_1)(b2—1)/8 _ (_1)(a2b2—1)/8_

Ditkaz. Mame dokdzat 51 4 P21 = 2b2-1 (o4 2).
Ekvivalentn& (a® — 1) + (b — 1) = a?b? — 1(mod 16), neboli
16 | (a® — 1)(b? — 1). Plati dokonce 64 | (a®> — 1)(b* — 1).
Disledek 5. Pro kazdé liché &islo b € N plati (2) = (—1)(¥*~1/8,
Diikaz. Plyne z definice, lemma 7 a dasledku 3 indukci.

a—1 b—1

Véta 2. Pro lichd nesoudélna a, b € N plati(g) (2)=(-1)=z2 7.

Dikaz. Rozlozme na soucin prvolisel a=p1 - p2. .. ps,

b=¢q1-qx...q:. Zlemma 5 a véty 1 plyne uzitim lemma 6
.1 qul

(8)-(3) = [T [ (8) - () = T [T (1) 7 7 =
- f:1<H?=1<:”p'?>J2 I 1)351)’7 -
= ([La-D™) " = ((1)'F) T = (177,




Zjednoduseni vzorcli

Vétu 2 Ize formulovat také jako rovnost
)= (g) pro a=1 (mod 4) nebo b =1 (mod 4),
—(2) proa=b=3(mod 4),

ktera plati pro kazda licha isla a, b € N (i pro soudéInd, kdy je na
obou stranach 0). Disledky 4 a 5 Ize formulovat takto:

o

—1 pro b= +3 (mod 8).

1y J1 prob=1(mod 4),
(bl)_{—l pro b =3 (mod 4), (

- {1 pro b = +1 (mod 8),

Vyhoda vyse uvedenych rovnosti oproti plivodnim je v tom, ze je
Ty y o w o a—1 b 2_
vidét, Ze neni nutné pocitat hodnoty zlomki "”Tl % a %.



Vypocet hodnoty Jacobiho, a tedy i Legendreova symbolu

Algoritmus (Jacobiho symbol). Prodandac Z, be N, 21 b,
(a, b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().

1. [Inicializace| Je-li a > 0, poloz k — 1. Je-li a < 0, poloz
k—(F) a«— —a

2. [Jsi hotov?] Je-li b =1, pak vytiskni k jako odpovéd a skonci.

3. [Euklidovsky krok] Poloz r < amod b, u «— 0. Dokud je r sud,
opakuj r — %, u«— u+ 1. Je-li u liché, poloz k — k - (%)

4. [Zde je jiz r liché] Poloz a < b, b — r. JestliZze plati
a= b =3(mod 4), poloz k — —k. Jdi na 2.

Vzhledem k podobnosti s Euklidovym algoritmem vime, Ze se tento
algoritmus vzdy zastavi a ze je kvadratické ¢asové ndrocnosti
(av8ak s jinou O-konstantou nez Euklidiv algoritmus). Zbyva
dokdzat, ze dava spravny vysledek. Ukazme, ze vzdy na zaddtku
kroku 3 je k - (7) rovno hledané hodnoté Jacobiho symbolu. To

ziejmé plati, kdyz jsme na zadatku kroku 3 poprvé.



Diikaz spravnosti algoritmu

Algoritmus (Jacobiho symbol). Pro dandacZ, be N, 21 b,
(a,b) = 1, algoritmus najde hodnotu Jacobiho symbolu ().
1. [Inicializace] Je-li a > 0, poloz k — 1. Je-li a < 0, poloz
k — (%1) a«— —a.
2. [Jsi hotov?] Je-li b = 1, pak vytiskni k jako odpovéd a skondi.
3. [Euklidovsky krok] PoloZ r < amod b, u < 0. Dokud je r sudé,
opakuj r — L, u< u+1. Je-li u liché, poloz k « k - (%)
4. [Zde je jiz r liché] Poloz a < b, b < r. Jestlize plati
a=b=3(mod 4), poloz k — —k. Jdi na 2.
Po provedeni kroku 3 je nova hodnota r' = a(mod b), poté je
spotitdno r’ =r'- 274, k' = k- (3)“.
a—1b 71

Vkroku4jea’—b b’— "K' =k (1)
K'(3) = K-(~ 1)7F ()= KA(-)T T (E) = KA =
=k-(3) (%) =k- (2””)_k (%) = k- (2). Hodnota k- (2) je
tedy na zacdatku kroku 3 skutecné stejnd, Jako byla minule.

. Pak plati

—1




Metoda kvadratického sita s vice polynomy

Pro obecny kvadraticky polynom Q(x) = Ax? + 2Bx + C takovy,
e Ac N, B,C € Z, plati AQ(x) = (Ax + B)? — (B% — AC).
Pokud bude spinéno N | B2 — AC, pro kazdé a € Z dostaneme
kongruenci tvaru AQ(a) = (Aa+ B)? (mod N).

Zvolime délku 2M intervalu; protoze chceme, aby maximum funkce
|Q(x)| na intervalu prosivani bylo co nejmensi, zvolime interval
I=(-8 —M,—2 + M) achceme Q(—5 + M) = -Q(-2), tj

A2M? = 2(B2 — AC), tedy A = Y2E =2 potom plati

max |Q(x)] = |Q(=7)| = B4 = My E4C.

xel

Protoze toto Cislo potfebujeme mit co nejmensi, ale soucasné ma
byt B?> — AC délitelné &islem N, je vhodné volit A, B, C tak, aby

— AC = N, kdy maximum |Q(x)| na / bude zhruba M\/g



Volba koeficient polynomu Q(x) = Ax? + 2Bx + C

Nejd¥ive zvolime délku prosivani M. Pak zvolime A blizko ¥2N tak,
aby A bylo prvocislo a N byl kvadraticky zbytek modulo A.

Pak nalezneme B tak, aby B2 = N (mod A).

Nakonec polozime C = BN Pak tedy skute¢né N = B2 — AC.

Dale pokracujeme stejné jako v metodé kvadratického sita — pro
kazdou mocninu pX prvodisla p men$i nez néjaka predem dana
hranice urCime kofen a,« kongruence x? = N (mod p*), ma-li tato
kongruence feseni (pro lichd p to znamena, ze N je kvadraticky
zbytek modulo p), ostatni prvodisla ignorujeme. Cisla apk
spocitdme pro vSechny polynomy jen jednou a uschovame.

Protoze AQ(x) = (Ax + B)? — N, pak kofeny polynomu Q(x)
modulo pX vyhovuji kongruenci Ax = —B + a,x (mod p").

V bazi faktorizace pak mame —1, 2, vSechna licha prvocisla p az
do zvolené hranice takova, Ze N je kvadraticky zbytek modulo p, a
kone¢né pro kazdy pouzity polynom Q(x) jeho koeficient A.



Vlastni algoritmus

Postupné prosivame hodnoty jednoho polynomu Q(x) po druhém,
dokud neziskdme dostatek kongruenci pro Gaussovu eliminaci.

Protoze mald prvocisla déli hodné hodnot Q(x), trva prosivéani
malymi prvocisly nejdéle, pficemz jejich logaritmus je maly.

Proto se v nékterych implementacich prosivani malymi prvodisly
(feknéme mensimi nez 100) vynechava, jen je nutné zvysit hranici,
pouzivanou po skonceni prosivani pro rozhodovani, zda doty¢nou
hodnotu polynomu Q(x) budeme rozklddat nebo ne. Pfitom
strategie je takova: radéji zkusit rozklddat nerozlozitelné Q(x), nez
ztratit nékteré rozlozitelné, a tedy néjakou uziteCnou kongruenci.

Vzhledem k tomu, Ze ziskané kongruence je snadné kontrolovat, je
mozné do generovani kongruenci zapojit vice lidi tak, ze pomoci
e-mailu je jim distribuovan program s daty, ktery nechaji bézet ve
volném case na svém pocitaci, a ziskané vysledky opét vraceji
e-mailem.



Priklad pouziti metody distribuovaného pocitani

Metoda distribuovaného poditani e-maily s naslednou kontrolou
vracenych vysledki byla s ispéchem pouzita pri rozkladani
devatého Fermatova &isla N = 22° 41 v roce 1990 (toto N ma
155 dekadickych cifer).

A. K. Lenstra, H. W. Lenstra, M. S. Manasse a J. M. Pollard timto
zplisobem ziskali matici o 226 688 radcich a 199 203 sloupcich. Po
»zahusténi” této matice ziskali matici o 72413 fadcich a 72213
sloupcich. Gaussovou eliminaci této matice pak ziskali kongruenci,
ktera jim urcila netrividlniho délitele Cisla N.

Nepouzili metodu kvadratického sita s vice polynomy, ale metodu
sita v Ciselném télese. Tato metoda je zalozena na vysledcich
algebraické teorie Cisel, je tedy z nami studovanych metod

vrvs

semestru.



