
Rozklad p̌rirozeného č́ısla na součin prvoč́ısel

Připomeňme, že hledáme co nejrychleǰśı algoritmus, který dané
p̌rirozené č́ıslo N rozlož́ı na součin prvoč́ısel.
Rozdělme náš problém na ťri úkoly:

1. Test na složenost: Pro dané N ∈ N rychle rozhodnout, zda
N splňuje nějakou podḿınku, která je splněna každým
prvoč́ıslem, a tedy rozhodnout, zda je to určitě č́ıslo složené
anebo zda je to asi prvoč́ıslo.

2. Test na prvoč́ıselnost: Je-li N asi prvoč́ıslo, dokázat, že N
skutečně prvoč́ıslem je, nebo to vyvrátit.

3. Nalezeńı dělitele: Je-li N složené, nalézt netriviálńıho dělitele
d č́ısla N.

Celé rozkládáńı je pak rekurzivńı proces: máme-li dělitele d č́ısla N,
který splňuje 1 < d < N, opakujeme celý postup pro č́ısla d a N

d .



Metoda pokusného děleńı
Zkouš́ıme dělit N postupně všemi prvoč́ısly 2, 3, 5, 7, 11, . . . až do
jisté hranice. Pokud jsme schopni to provést pro všechna prvoč́ısla
p ≤
√

N, provedeme t́ım všechny ťri úkoly současně.
V p̌ŕıpadě, kdy N je natolik velké, že děleńı N všemi prvoč́ısly
p ≤
√

N by bylo p̌ŕılǐs zdlouhavé, můžeme N dělit všemi prvoč́ısly
až do jisté hranice, abychom se zbavili malých faktor̊u (č́ım je
prvoč́ıslo menš́ı, t́ım věťśı je pravděpodobnost, že děĺı náhodně
zvolené p̌rirozené č́ıslo).
Budeme p̌redpokládat, že máme uloženu tabulku prvoč́ısel
p[1] = 2, p[2] = 3, p[3] = 5, p[4] = 7, . . . , p[k]. Po vyčerpáńı
této tabulky budeme pokračovat v děleńı N č́ısly z jistých
zbytkových ťŕıd (nap̌r. č́ısly dávaj́ıćımi zbytek 1 nebo 5 po děleńı 6,
resp. č́ısly dávaj́ıćımi zbytek 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 nebo 29 po
děleńı 30 apod.). T́ım sice některá děleńı provedeme zbytečně, ale
výsledek bude stále správný (testovat, zda č́ıslo, kterým hodláme
dělit, je prvoč́ıslo, nemá smysl).
Zvolme horńı hranici B, v ńıž p̌restaneme dělit, abychom
algoritmem neztratili p̌ŕılǐs mnoho času.



Algoritmus (Pokusné děleńı). Je dána tabulka prvoč́ısel
p[1] = 2, p[2] = 3, p[3] = 5, p[4] = 7, . . . , p[k] (kde k > 3), č́ıslo
B ≥ p[k], vektor t = [6, 4, 2, 4, 2, 4, 6, 2], č́ıslo j tak, že j = 0
(resp. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), právě když p[k] ≡ 1 (mod 30) (resp. 7,
11, 13, 17, 19, 23, 29). Pro dané N ∈ N algoritmus hledá rozklad
č́ısla N. Jen nejvěťśı činitel tohoto rozkladu nemuśı být prvoč́ıslo,
ale v tom p̌ŕıpadě může být dělitelný jen prvoč́ısly věťśımi než B.

1. [Inicializace] Je-li N ≤ 5, pak vytiskni odpov́ıdaj́ıćı rozklad N a
skonči. Jinak polož i ← −1, m← 0.

2. [Daľśı prvoč́ıslo] Polož m← m + 1. Je-li m > k, polož i ← j − 1
a jdi na 5, jinak polož d ← p[m].

3. [Zkus dělit] Současně spoč́ıtej r ← N mod d, q ← [Nd ]. Je-li
r = 0, vytiskni d jako činitele v hledaném rozkladu a polož
N ← N

d a opakuj krok 3.

4. [Prvoč́ıslo?] Je-li d ≥ q, vytiskni N jako posledńıho činitele a
zprávu, že rozklad je úplný a skonči. Jinak, je-li i < 0, jdi na 2.

5. [Daľśı dělitel] Polož i ← (i + 1) mod 8, d ← d + t[i ]. Je-li
d > B, vytiskni N jako posledńıho činitele a zprávu, že posledńı
činitel v rozkladu nemuśı být prvoč́ıselný a skonči. Jinak jdi na 3.



Metoda pokusného děleńı

Jestliže v kroku 4 nastane d ≥ q, už v́ıme, že N neńı dělitelné
žádným prvoč́ıslem p ≤ d . Nav́ıc

N = qd + r < (q + 1)d ≤ (d + 1)d ,
a tedy

√
N < d + 1. Proto už muśı být N prvoč́ıslo.

Pro úplný rozklad N se metoda pokusného děleńı hod́ı jen pro
malá N (̌rekněme N < 108), protože pro věťśı N existuj́ı lepš́ı
metody. Každopádně je užitečná pro odstraněńı malých faktor̊u.

Vhodnou tabulkou prvoč́ısel by mohla být tabulka prvoč́ısel
menš́ıch než 500 000, máme-li na ni dost ḿısta v paměti (je to
41 538 prvoč́ısel). Vhodněǰśı než uložeńı vlastńıch prvoč́ısel může
být uložeńı diferenćı mezi nimi nebo dokonce poloviny diferenćı
(diferenci p[k]− p[k − 1] můžeme uložit do jednoho bytu pro
p[k] ≤ 1 872 851 947, jej́ı polovinu dokonce pro
p[k] ≤ 1 999 066 711 391).

Obsahuje-li naše tabulka prvoč́ısla aspoň do 500 000, je asi lepš́ı po
vyčerpáńı tabulky v děleńı nepokračovat, ale už́ıt jinou metodu.



Testy na složenost

Zvolme nějakou podḿınku, které vyhovuje každé prvoč́ıslo a které
složená č́ısla věťsinou nevyhovuj́ı, p̌ričemž je ťreba, aby bylo možné
podḿınku pro dané p̌rirozené č́ıslo rychle ově̌rit.

Na prvńı pohled se zdá být vhodnou podḿınkou Wilsonova věta:

∀n > 1 : n je prvoč́ıslo ⇔ (n − 1)! ≡ −1 (mod n)

To je dokonce nutná a dostatečná podḿınku prvoč́ıselnosti a byla
by tedy nejen testem na složenost, ale také testem na
prvoč́ıselnost. Avšak nikdo nev́ı, jak spoč́ıtat pro velká N
dostatečně rychle č́ıslo (N − 1)! mod N.

Výhodněǰśı podḿınku dává Fermatova věta, nebot’ je možné rychle
poč́ıtat mocniny prvk̊u v libovolné grupě.

Předpokládejme, že je dána grupa (G , ·) s neutrálńım prvkem 1 a
že uḿıme prvky této grupy uchovávat v paměti a také s nimi
poč́ıtat (násobit je a poč́ıtat jejich inverzńı prvky).



Výpočet mocniny v grupě
Algoritmus (Binárńı umocňováńı zprava doleva). Pro dané
g ∈ G a dané celé č́ıslo n algoritmus poč́ıtá gn v grupě (G , ·).
Proměnné y a z slouž́ı k uchováváńı prvk̊u grupy G.

1. [Inicializace] Polož y ← 1. Je-li n = 0, pak vytiskni y a skonči.
Je-li n < 0, polož N ← −n, z ← g−1. Jinak polož N ← n,
z ← g.

2. [Násob?] Je-li N liché, polož y ← z · y.

3. [Polovičńı N] Polož N ← [N2 ]. Je-li N = 0, vytiskni y a skonči.
Jinak polož z ← z · z a jdi na 2.

Důkaz správnosti algoritmu. Vždy p̌red započet́ım kroku 2 plat́ı
y · zN = gn. Jistě to platilo p̌ri prvńım vstupu na krok 2.
Označme N ′, y ′ a z ′ nové hodnoty proměnných N, y a z po
provedeńı krok̊u 2 a 3.
Je-li N sudé, pak y ′ = y , N ′ = N

2 , z ′ = z2, tedy

y ′ · (z ′)N
′

= y · z2N
2 = y · zN .

Je-li N liché, pak y ′ = y · z , N ′ = N−1
2 , z ′ = z2, tedy

y ′ · (z ′)N
′

= y · z · z2N−1
2 = y · zN .



Odhad časové náročnosti algoritmu

Grupové násobeńı se provád́ı a + b − 1 krát, kde a je počet cifer ve
dvojkovém zápise č́ısla n a b je počet jedniček v tomto zápise.
Jistě plat́ı a + b − 1 ≤ 2[log2 |n|] + 1.
Je-li nap̌ŕıklad G = (Z/mZ)×, je jedno násobeńı časové náročnosti
O(ln2 m), proto celý algoritmus je časové náročnosti
O(ln2 m ln |n|).

V p̌redchoźım algoritmu jsme procházeli cifry dvojkového zápisu
č́ısla n zprava doleva. Zcela analogicky můžeme tyto cifry
procházet ovšem zleva doprava. Muśıme však znát polohu

”
nejlevěǰśı“ jedničky v tomto zápise, tj. znát e ∈ Z s vlastnost́ı

2e ≤ |n| < 2e+1.



Algoritmus (Binárńı umocňováńı zleva doprava). Pro dané
g ∈ G a dané celé č́ıslo n algoritmus poč́ıtá gn v grupě (G , ·). Je-li
n 6= 0, muśı být dáno e ∈ Z s vlastnost́ı 2e ≤ |n| < 2e+1.

1. [Inicializace] Je-li n = 0, pak vytiskni 1 a skonči. Je-li n < 0,
polož N ← −n, z ← g−1. Jinak polož N ← n, z ← g. Konečně
(tj. v obou p̌ŕıpadech) polož y ← z, E ← 2e , N ← N − E .

2. [Konec?] Je-li E = 1, vytiskni y a skonči. Jinak polož E ← E
2 .

3. [Násob] Polož y ← y · y. Je-li N ≥ E , polož N ← N − E ,
y ← y · z. Jdi na 2.

Důkaz správnosti algoritmu. Vždy p̌red započet́ım kroku 2 plat́ı
yE · zN = gn. Jistě to platilo p̌ri prvńım vstupu na krok 2, kdy
yE · zN = z2e · zN−2e = zN = gn.
Označme E ′, N ′ a y ′ nové hodnoty proměnných E , N a y po
provedeńı krok̊u 2 a 3.
Je-li N < E ′, pak E ′ = E

2 , y ′ = y2, N ′ = N, tedy

(y ′)E
′ · zN′ = (y2)

E
2 · zN = yE · zN .

Je-li N ≥ E ′, pak E ′ = E
2 , y ′ = y2 · z , N ′ = N − E ′, tedy

(y ′)E
′ · zN′ = (y2 · z)

E
2 · zN− E

2 = yE · zN .
Vždy p̌red krokem 2 je 0 ≤ N < E . Proto p̌ri skončeńı je N = 0.



Porovnáńı obou algoritmů
Nevýhody oproti p̌redchoźımu algoritmu: je ťreba p̌redem spoč́ıtat
e, to však (je-li základ naš́ı pozičńı soustavy pro uchováváńı

”
velkých“ č́ısel mocnina 2) je velmi rychlé. Patrně totiž budeme

znát pozici nejvyš̌śı nenulové cifry v naš́ı pozičńı soustavě a pak
určeńı e zabere čas ohraničený konstantou. Zdánlivou nevýhodou
je i uchováváńı velkého č́ısla E a výpočet rozd́ılu N − E . Avšak p̌ri
implementaci budeme uchovávat e a test N ≥ E i výpočet N − E
provedeme manipulaćı s bitem obsahuj́ıćım e-tou dvojkovou cifru
č́ısla N (zde je podstatné, aby skutečně byl základ naš́ı pozičńı
soustavy mocnina 2).
Výhoda: jedno ze dvou násobeńı, které se provád́ı v kroku 3, je
vždy proměnnou z , ve které je v pr̊uběhu celého výpočtu g (nebo
g−1 je-li n < 0). Je-li tedy nap̌ŕıklad G = (Z/mZ)×, v p̌ŕıpadě, že
g = a + mZ pro |a| menš́ı než je základ naš́ı pozičńı soustavy, je
násobeńı g pouze lineárńıho času a ne kvadratického. Pak se tedy
v kroku 3 provede jedno násobeńı řádu O(ln2 m) a nejvýše jedno
řádu O(ln m). Celý algoritmus je sice stále časové náročnosti
O(ln2 m ln |n|), ale s menš́ı O-konstantou.



Využit́ı umocňováńı pro test na složenost
Pro test na složenost užijeme malou Fermatovu větu: máme tedy
dáno p̌rirozené č́ıslo N, o kterém chceme vědět, zda je to č́ıslo
složené. Budeme to vědět jistě, nalezneme-li celé č́ıslo a,
1 ≤ a < N, pro které plat́ı aN−1 6≡ 1 (mod N).
Takové a se nazývá svědek složenosti č́ısla N. Pokud však pro
takové a plat́ı aN−1 ≡ 1 (mod N), nemůžeme z toho usoudit nic.

Celý algoritmus tedy bude vypadat takto: budeme náhodně volit
a ∈ Z, 1 ≤ a < N, a poč́ıtat aN−1 mod N. Pokud pro některé a
bude splněno aN−1 6≡ 1 (mod N), jsme hotovi a v́ıme, že N je
opravdu složené č́ıslo (zḿıněné a si můžeme zapamatovat pro
p̌ŕıpad, že bychom chtěli p̌resvědčit někoho daľśıho o složenosti N).
Pokud pro všechna a budeme dostávat aN−1 ≡ 1 (mod N), po
jistém počtu pokus̊u algoritmus ukonč́ıme a usoud́ıme, že patrně je
N prvoč́ıslo. Jestli je však opravdu N prvoč́ıslo, takto zjistit
nemůžeme.

Nevýhodou popsaného algoritmu je, že témě̌r jistě neodhaĺı jistý
typ složených č́ısel, nazývaných Carmichaelova č́ısla.



Carmichaelova č́ısla

Definice. Složené č́ıslo N se nazývá Carmichaelovo č́ıslo, jestliže
pro všechna celá č́ısla a, která jsou nesoudělná s N, plat́ı
aN−1 ≡ 1 (mod N).

Carmichaelovo č́ıslo by náš algoritmus označil za složené pouze
tehdy, kdyby za a zvolil č́ıslo soudělné s N, což je však velmi
nepravděpodobné. Přitom plat́ı:

Věta (Alford, Granville, Pomerance). Existuje nekonečně mnoho
Carmichaelových č́ısel.

Př́ıklad. N = 561 = 3 · 11 · 17 je Carmichaelovo č́ıslo.

D̊ukaz. Pro libovolné celé č́ıslo a nesoudělné s 561 z Fermatovy
věty dostáváme a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11) a
a16 ≡ 1 (mod 17). Protože 2, 10 i 16 jsou dělitelé č́ısla 560, je 561
Carmichaelovo č́ıslo.

Výhodněǰśı než testovat Fermatovu větu je proto testováńı
následuj́ıćıho ześıleńı Fermatovy věty.



Využit́ı ześıleńı malé Fermatovy věty

Věta. Pro libovolné liché prvoč́ıslo p a libovolné celé č́ıslo a
nedělitelné p plat́ı

a
p−1
2 ≡ ±1 (mod p).

D̊ukaz. Z Fermatovy věty

p | (ap−1 − 1) = (a
p−1
2 − 1) · (a

p−1
2 + 1).

Protože je p prvoč́ıslo, muśı dělit některého z uvedených činitel̊u.

Př́ıklad. Test, zda a
N−1
2 ≡ ±1 (mod N), by mohl vyloučit i 561,

nebot’

5280 ≡ 516·17+8 ≡ 58 = 254 ≡ 84 = 163 ≡ (−1)3 = −1 (mod 17)

a zároveň
5280 ≡ (52)140 ≡ 1(mod 3),

a proto 5280 neńı kongruentńı modulo 561 ani s 1 ani s −1.



Daľśı ześıleńı malé Fermatovy věty

Př́ıklad. Test, zda a
N−1
2 ≡ ±1 (mod N), neodhaĺı nap̌ŕıklad

N = 1729 = 7 · 13 · 19, nebot’ N−1
2 = 864 = 25 · 33 je dělitelné 6,

12 i 18 a tedy z Fermatovy věty plyne, že pro všechna celá č́ısla a

nesoudělná s N plat́ı a
N−1
2 ≡ 1 (mod N).

Věta. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Pǐsme p − 1 = 2t · q, kde t je
p̌rirozené č́ıslo a q je liché. Pak pro každé celé č́ıslo a nedělitelné p
bud’ plat́ı aq ≡ 1 (mod p) nebo existuje e ∈ {0, 1, . . . , t − 1}
splňuj́ıćı a2

eq ≡ −1 (mod p).

D̊ukaz. Z Fermatovy věty

p | (ap−1 − 1) = (aq − 1) ·
t−1∏
e=0

(a2
eq + 1).

Protože je p prvoč́ıslo, muśı dělit některého z uvedených činitel̊u.



Teoretický základ testu Millera a Rabina

Věta. Necht’ N > 10 je liché složené č́ıslo. Pǐsme N − 1 = 2t · q,
kde t je p̌rirozené č́ıslo a q je liché. Pak nejvýše čtvrtina z č́ısel
množiny {a ∈ Z; 1 ≤ a < N, (a,N) = 1} splňuje následuj́ıćı
podḿınku:

aq ≡ 1 (mod N)

nebo existuje e ∈ {0, 1, . . . , t − 1} splňuj́ıćı

a2
eq ≡ −1 (mod N).

Pro dané N algoritmus otestuje podḿınku věty pro 20 náhodně
zvolených a. Pokud pro některé takové a neńı podḿınka splněna,
vytiskne zprávu, že N je složené. Pokud je splněna podḿınka pro
každé takové a, vytiskne zprávu, že N je asi prvoč́ıslo.

Podle p̌redchoźı věty je pravděpodobnost, že bude vytǐstěna tato
zpráva, ačkoli je N složené, menš́ı než 4−20.



Algoritmus Millera a Rabina
Algoritmus (Miller - Rabin). Pro dané liché N ≥ 3 algoritmus
s vysokou pravděpodobnost́ı objev́ı, že N je složené. Pokud se mu
to nepodǎŕı, vytiskne zprávu, že N je asi prvoč́ıslo.

1. [Inicializace] Polož q ← N − 1, t ← 0. Dokud je q sudé, opakuj
q ← q

2 , t ← t + 1. Polož c ← 20.

2. [Zvol a] Pomoćı generátoru náhodných č́ısel zvol náhodně
a ∈ Z, 1 < a < N. Pak polož e ← 0, b ← aq mod N. Je-li
b = 1, jdi na 4.

3. [Umocňuj na druhou] Dokud je b 6= N − 1 a e ≤ t − 2, opakuj
b ← b2 mod N, e ← e + 1. Je-li b 6= N − 1, vytiskni zprávu, že
N je složené a vytiskni svědka složenosti a. Skonči.

4. [Už proběhlo 20 pokus̊u?] Polož c ← c − 1. Je-li c > 0, jdi na
2. Jinak vytiskni zprávu, že N je asi prvoč́ıslo a skonči.

Odhad časové náročnosti. Algoritmus je řádově stejné časové
náročnosti jako umocňováńı v něm použité (p̌redpokládáme, že
generováńı nového a je řádově rychleǰśı), proto jde o kubickou
časovou náročnost.



Testy na prvoč́ıselnost

V́ıme, že N je asi prvoč́ıslo (nap̌ŕıklad prošlo testem Millera a
Rabina).
Chceme dokázat, že N skutečně prvoč́ıslem je, nebo to vyvrátit.
Na následuj́ıćı větě je založen N − 1 test Pocklingtona a Lehmera.

Věta. Necht’ N je p̌rirozené č́ıslo, N > 1. Necht’ p je prvoč́ıslo děĺıćı
N − 1. Předpokládejme dále, že existuje ap ∈ Z tak, že

aN−1p ≡ 1 (mod N) a
(
a

N−1
p

p − 1,N
)

= 1.

Necht’ pαp je nejvyš̌śı mocnina p děĺıćı N − 1. Pak pro každý
kladný dělitel d č́ısla N plat́ı

d ≡ 1 (mod pαp).



Důkaz věty Pocklingtona a Lehmera

Věta. Necht’ N je p̌rirozené č́ıslo, N > 1. Necht’ p je prvoč́ıslo děĺıćı
N − 1. Předpokládejme dále, že existuje ap ∈ Z tak, že

aN−1p ≡ 1 (mod N) a
(
a

N−1
p

p − 1,N
)

= 1.

Necht’ pαp je nejvyš̌śı mocnina p děĺıćı N − 1. Pak pro každý
kladný dělitel d č́ısla N plat́ı d ≡ 1 (mod pαp).

D̊ukaz. Každý kladný dělitel d č́ısla N je součinem prvoč́ıselných
dělitel̊u č́ısla N, větu dokažme pouze pro d prvoč́ıslo. Podle
Fermatovy věty plat́ı ad−1p ≡ 1 (mod d), nebot’ (ap,N) = 1.

Protože
(
a

N−1
p

p − 1,N
)

= 1, plat́ı a
N−1
p

p 6≡ 1 (mod d).
Pro e = min{n ∈ N; anp ≡ 1 (mod d)} plat́ı e | d − 1, e | N − 1 a

e - N−1
p . Kdyby pαp - e, z e | N − 1 by plynulo e | N−1p , spor. Je

tedy pαp | e, a tedy i pαp | d − 1.



Užit́ı věty Pocklingtona a Lehmera

Věta. Necht’ N je p̌rirozené č́ıslo, N > 1. Necht’ p je prvoč́ıslo děĺıćı
N − 1. Předpokládejme dále, že existuje ap ∈ Z tak, že

aN−1p ≡ 1 (mod N) a
(
a

N−1
p

p − 1,N
)

= 1. (1)

Necht’ pαp je nejvyš̌śı mocnina p děĺıćı N − 1. Pak pro každý
kladný dělitel d č́ısla N plat́ı d ≡ 1 (mod pαp).

D̊usledek. Necht’ N ∈ N, N > 1. Předpokládejme, že můžeme psát
N − 1 = F · U, kde (F ,U) = 1 a F >

√
N, p̌ričemž známe rozklad

č́ısla F na prvočinitele. Pak plat́ı:

I jestliže pro každé prvoč́ıslo p | F můžeme naj́ıt ap ∈ Z
splňuj́ıćı (1) z p̌redchoźı věty, pak je N prvoč́ıslo;

I je-li N prvoč́ıslo, pak pro libovolné prvoč́ıslo p | N − 1 existuje
ap ∈ Z splňuj́ıćı (1).


