Uziti véty Pocklingtona a Lehmera
Veéta. Necht N je pfirozené Cislo, N > 1. Necht p je prvocislo délici
N — 1. Predpokladejme dale, Ze existuje a, € 7 tak, Ze

N—-1

al’,\l_:l =1 (modN) a (apT —1,N) =1 (1)

Necht p*» je nejvyssi mocnina p délici N — 1. Pak pro kazdy
kladny délitel d ¢isla N plati d = 1 (mod p®*).

Dasledek. Necht N € N, N > 1. Predpokladejme, Ze miiZzeme psat
N—1=F-U, kde (F,U) =1 a F > /N, pti¢emz zndme rozklad
Cisla F na prvocinitele. Pak plati:
> jestlize pro kaZdé prvocislo p | F miZeme najit a, € Z
spliiujici (1) z predchozi véty, pak je N prvocislo;
» je-li N prvocislo, pak pro libovolné prvocislo p | N — 1 existuje
ap € Z spliiujici (1), napriklad primitivni kofen modulo N;
> nalezneme-li1 < ap < N tak, Ze a))~* # 1 (mod N), je N
sloZené.



Zesileni uziti véty Pocklingtona a Lehmera

Ddsledek. Necht N € N, N > 1. Predpokladejme, Ze miizeme psat
N—1=F-U, kde (F,U) = 1, pfi<emz zname rozklad ¢isla F na
prvocinitele. Ddle predpoklddejme, Ze vsechna prvocisla délici U
jsou vétsi neZ B € N a Ze plati B- F > /N.
Pak plati: jestlize pro kaZdé prvocislo p | F miiZeme najit a, € Z
splriujici (1) z predchozi véty a jestliZze navic existuje ay € Z
spliiujici

ay '=1(modN) a (afj—1,N)=1,
pak je N prvocislo.
Je-li naopak N prvoclislo, pak poZadovana ap,ay € Z vzdy existuji.

Diikaz. Pro kazdé prvolislo d | N vime, ze d = 1 (mod F). Protoze
(au, N) =1, existuje e = min{n € N; a; =1 (mod d)}. Odtud
eld—1,e|N—-1aefF.Kdyby (e,U)=1ze|N—-1=FU by
plynulo e | F. Je tedy (e, U) > 1 a protoze U je délitelné pouze
prvocisly vétsimi nez B, plati (e, U) > B. Protoze (F,U) =1,
zd=1(mode)ad=1(modF) plyne d =1 (modF - (e, U)) a
tedy d > F - (e, U) > FB > /N.



Priklad uziti véty Pocklingtona a Lehmera — Pépinliv test

Pro k € Z, k >0, se Fx = 22 + 1 nazyva k-té Fermatovo &islo.
Pépinv test: Fy je prvodislo, pravé kdyz 3(Fk=1)/2 = —1 (mod Fy).

Dikaz. <" z disledku véty Pocklingtona a Lehmera.
,=" z kvadratického zdkona reciprocity: 3(Fk=1)/2 = (,__%) =
3-1 Rt

= (%) (D777 = (%) =(3) =1 (mod Fi).

» F[o=3, L =5, I, =17, F3 = 257, F4 = 65537 jsou
prvodisla.

» Rozklad &isla Fix na prvocinitele je znam jen pro k < 11.

> Fy jsou sloZena pro kazdé k = 5,6, ...,32 (ackoli u Fyp ani
F24 neni znam zadny prvodiselny délitel).

» Nejvétsi Fy, pro které je zndm prvociselny délitel, je Fas43548
délitelné prvocislem 9 - 22543551 1 1 (objeveno 22. 6. 2011).

» Otevrené problémy: Existuje nekone¢né mnoho slozenych
Fermatovych Cisel? Existuje nekone¢né mnoho Fermatovych
Cisel, ktera jsou prvodisla?



Implementace algoritmu (tzv. N — 1 test)

Vstupem je Cislo N, které jiz proslo testem Millera - Rabina, tedy
Cislo, o kterém s vysokou pravdépodobnosti plati, Ze je to
prvodislo. Je tfeba to vSak dokazat.

V prvni ¢asti algoritmu rozkladame Cislo N — 1 na soucin F- U a to
tak, Ze podrobime N — 1 algoritmu pokusného déleni, ukladame
ziskané délitele a skoncime, az plati BF > V/N, nebo a¥ je B ,dost
velké", abychom si byli jisti zastavenim v ,rozumném* &ase (zde
B, F, U znadi totéz, co v predchozi vété).

Pak ndhodné volime celd Cisla a, v intervalu 1 < a, < N a
N—1

pocitdme b, = apT mod N a ¢, = by mod N do té doby, nez
cp=1(modN)a(bp,—1,N)=1.

Je-li N opravdu prvodislo, podminku (b, — 1, N) = 1 spliiuje
vétsina z Cisel ap, presnéji pravé p;pl(N —1) Cisel z N — 1 Cisel
1,2,..., N—1. Mizeme tedy ocekdvat, ze takové a, brzy
najdeme.

Pokud by v8ak N bylo ,velké" Carmichaelovo Cislo, algoritmus by
se s velkou pravdépodobnosti nezastavil.



Casova narocnost algoritmu

Neni-li N prvodislo, algoritmus se nemusi zastavit.

Ani pro prvocisla nelze stanovit odhad: zalezi na tom, jak snadno
Ize rozkladat ¢islo N — 1. Ndasledné hledani isel a, je velmi rychlé
(kontrola, zda zvolené a, spliiuje podminku (1) je kvadratické
¢asové ndrocnosti, navic lze volit ap »mald").

Je mozné nerozlozenou cast U podrobit testu Millera a Rabina a

v pripad€, Ze test zjisti, Ze U je asi prvocislo, dokazat nejprve
prvociselnost U (a tedy pracovat rekurzivné).



Zobecnéni algoritmu

Je-li N prvodislo, pak existuje téleso Fp2 o N? prvcich. Jeho

multiplikativni grupa je cyklicka ¥adu N2 — 1 = (N — 1)(N + 1).

Existuje tedy o € Fpe ¥adu N + 1, tj. spliiujici oV ! = 1, aviak
N+1

as = 1 pro libovolné prvocislo p délici N + 1.

Tuto myslenku je mozno vyuzit pro tzv. N 4 1 test analogicky
N — 1 testu. V ném vystupuje faktorizace cisla N + 1 misto N — 1.

Pro dlikaz prvociselnosti ¢isla N Ize pak vyuzit informace
o délitelich ¢isla N, ziskané z obou testu.

Podobné Ize vyuzit téleso Fps (a tedy faktorizovat

NN3 L— N2+ N +1), téleso Fye (a faktorizovat %;‘—} =N2+1)

nebo téleso F e (a faktorizovat m = N2 — N +1).

Vzdy ndm v8ak uz vychdzeji Cisla podstatné vétsi nez N a tedy
pravdépodobné obtizné rozloZitelna.



Nékteré nezbytnosti z algebraické geometrie
Necht K je téleso.

Definice. n-rozmérnym afinnim prostorem nad K rozumime
kartézskou mocninu K". Budeme jej znadit A"(K), tj.

A"K) ={(x1,...,xn); X1,...,xn € K}

Definice. n-rozmérnym projektivnim prostorem nad K rozumime

rozklad na mnoziné K"+ — {(0,...,0)} pfisluiny ekvivalenci ~,
kterou definujeme takto: pro libovolné (n + 1)-tice (xi,. .., Xp+1),
(Y1, Yns1) € K" polozime (x1,. .., Xpt1) ~ (V1) Ynt1)

pravé tehdy, kdyz existuje A € K*, které pro kazdé
i€{l,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Tento n-rozmérny
projektivni prostor nad K budeme znadit P"(K), tfidu rozkladu (tj.
bod projektivniho prostoru) obsahujici (n + 1)-tici (x1, ..., Xp+1)
budeme znadit [xi, ..., Xpt+1]-



Afinni ¢ast projektivniho prostoru

Necht xi, ..., xpt1 jsou z télesa K, pficemz alespon jedno z nich je
rizné od nuly.

Xpt1? ") X:L’ ]’

) € A"(K).

Jestlize naopak x,t1 = 0, uréuje [x1, ..., x,+1] jednoznaéné bod
[x1,...,x,] € P"71(K).

Lze tedy n-rozmérny projektivni prostor ,,rozdé€lit“ na n-rozmérny
afinni prostor, ktery povazujeme za mnozinu ,vlastnich bodid" a na
mnozinu ,nevlastnich boda", kterd tvofi (n — 1)-rozmérny
projektivni prostor.

Jestlize x,+1 # 0, pak pIati [x1, .. x,,+1] = [
¢imz je pevné dan bod (%

+1""’X+1

MlZzeme si predstavovat, ze nevlastni body ,leZi v nekonec¢nu."
Toto rozdéleni vsak neni kanonické — lze to provést mnoha
zplsoby. Tedy to, zda je bod vlastni nebo ne, je véc nasi volby.



Nadplochy projektivniho prostoru

Mame-li homogenni polynom F(ti,...,th1) € K[t1,. .., thti]

o n+1 proménnych nad K stupné k a bod [x1,...,x,+1] € P"(K),
ma smysl| se ptét, zda F(xi,...,Xxp+1) = 0. Je-li totiz

[x1, ...y Xn+1] = 1, - -, Ynt1], pak existuje A € K*, které pro
kazdé i € {1,...,n+ 1} spliiuje podminku x; = Ay;. Pak ovSem
F(xa, - s %ng1) = FQWL, -, A1) = A Fya, .o, Yaga), @
tedy F(x,...,Xnp1) =0, pravé kdyz F(y1,...,yns1) = 0.

Definice. Necht F(ti,...,th+1) € K[t1,..., ta+1] je homogenni
polynom stupné k. Mnozina

C=A{[x,...,xnt1] € P"(K); F(x1,...,%Xn+1) = 0}

se nazyva nadplocha stupné k v P"(K). Je-li n = 2, hovofime také
o kiivce stupné k v projektivni roviné P?(K).



Singularni bod nadplochy projektivniho prostoru

Parcidlni derivaci homogenniho mnohodlenu je opét homogenni
mnohoclen. M3 proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht F(ti,...,ty+1) € K[t1, ..., tht1] je homogenni
polynom stupné k a

C={[x1,....,xny1] € P"(K); F(x1,...,%n41) =0}

pFislusna nadplocha. Bod [xi, ..., xs11] € C se nazyva singularni,
jestlize pro kazdé i € {1, ..., n+ 1} plati

OF

—(x1,...,X =0.

8X,'( 1, ) n+1)

Nadplocha C se nazyva singularni, existuje-li alespon jeden jeji
singularni bod.



Priklad

Uvazme redlnou projektivni rovinu P2(R).
Abychom se vyhnuli indexdim, budeme psat x, y, z misto t;, to, t3.

Kubicky mnohoélen Fi(x,y,z) = x3 + x?z — y?z nam definuje
kubickou kfivku Cy (tj. k¥ivku stupné 3)

C1 = {lx,y,2] € P*(R); Fi(x,y,2) = 0}.
Jisté [0,0,1] € Cy. Tento bod je singularni, nebot

ok 2 ok ok 2 2
— =3x"+2 — =2 — =x" -y~
~ X Xz, Y yz, . X —y

Je tedy C; singuldrni kfivka.



Dalsi priklad

Opét pracujme s redlnou projektivni rovinu P?(RR).

UvaZme nyni mnohoclen F>(x,y, z) = x3 + xz? — y?z a pfislusnou
kubickou krivku

Co = {[x,y,z] € P?’(R); Fa(x,y,z) =0}.

Hledejme singularni body na C,. Plati

an 2 2 8,:2 8"—2 5
Ox X"+ z°, 2y yz, 97 Xz —y
Z%?:OPW”EX:OE’Z:O, pakalez—%iz =0 plyneiy =0.

Ale trojice nul nedava zadny bod projektivni roviny. Singuldrni bod
na Cy tedy neexistuje a proto C> neni singuldrni krivka.



Eliptické krivky
Definice. Eliptickad kfivka nad télesem K je usporadana dvojice
(€, 0), kde & je nesinguldrni kubicka kiivka v P2(K) a O € £.

Poznamka. Je mozné zavést pojem biracionalni ekvivalence dvou
kfivek, spocivajici v tom, Ze existuji transformace prostoru
prevadéjici jednu k¥ivku na druhou a obracené, pficemz tyto
transformace jsou ,,pékné" v tom smyslu, ze transformacni rovnice
jsou dany homogennimi polynomy téhoz stupné nad K.
Véta. Libovolna elipticka kfivka nad K je biraciondlné ekvivalentni
s néjakou eliptickou kfivkou (£, O) nasledujiciho tvaru (pricemz
transformace prevadéji vyznaceny bod jedné kfivky na vyznaceny
bod druhé kfivky)

€ ={lx.y,2l € PX(K): F(x.y,2) =0},

kde

F(x,y,z) = y2z + aixyz + aryz® — x> — a3x’z — agxz® — asz°,

ai,...,as € KaO=10,1,0].



Eliptické krivky dané Weierstrassovou rovnici

V projektivni roviné zvolme za afinni ¢ast mnozinu téch bod,
které maji nenulovou treti soufadnici, tedy bodu [x, y, 1].

Kazd3 eliptickd kfivka ve tvaru z predchozi véty ma jeden nevlastni
bod (totiz O = [0,1,0]) a v afinni &asti je dana rovnici

y2 + ai1xy + axy = x3 + 33X2 + agx + as.

Tato rovnice se nazyva Weierstrassova rovnice.

V dal$im textu budeme predpokladat, Ze charakteristika télesa K
neni ani 2 ani 3, tj. ze 2 i 3 jsou invertibilni prvky v K.
Davodem je to, ze pro nase tcely eliptické kfivky nad télesy
charakteristiky 2 a 3 nejsou zapottebi a Ze tento predpoklad dale
zjednodusuje Weierstrassovu rovnici.

Mdzeme pak totiz predpokladat, Ze a; = a» = a3 = 0, a tedy
Weierstrassova rovnice je tvaru y? = x3 + agx + as.



Kdy Weierstrassova rovnice zadava eliptickou krivku?

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K.
Rovnice y? = x3 4 ax + b je Weierstrassovou rovnici néjaké
eliptické krivky, pravé kdy? plati 4a3 + 27b% # 0.

Diikaz. Polozme F(x,y,z) = y?z — x3 — axz? — bz3. Plati

oF 5 >, OF OF
T 352 R al
Ox xTaz oy Y5 5z
Predpokladejme, Ze [x,y, z] je singularni bod. Pak z = 0 implikuje
x =y =0, spor. Je tedy z # 0. Proto y = 0 a pro v = 7 plati

= y? — 2axz — 3bz°.

372 = —a, 2ay = —3b. Jestlize a = 0, pak také b = 0. Naopak pro

a=b=0 je bod [0,0,1] singulérni Zab)'/vejme se dale pfipadem
a#0.Platiy=—32 12 =—2 =95 + 453 +27b2 = 0. Naopak,
je-li 423 + 27 = 0, a # 0, ovéfme, ze pro v = —32 Je [v,0,1]
singuldrni bod, co? je snadné, naptiklad 72 = ?1’;2 = —%, dale

Y4+ay+b=(-3L)(-2) +a(-3L)+p=L-31p=0.



