Elipticka krivka dand Weierstrassovou rovnici

Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
433 + 27b% # 0. Pak Weierstrassova rovnice

yzz = x3 + axz? + b23

spolu s vyznaénym bodem O = [0,1, 0] zadava v projektivni roviné
P2(K) eliptickou kfivku &.

Tento vyznacny bod O je jedinym bodem na nevlastni pfimce

z = 0. Plati dokonce, Ze nevlastni pfimka z = 0 ma s eliptickou
kfivkou & trojnasobny bod dotyku O, nebot dosazenim z = 0 do
rovnice kfivky dostaneme x3 = 0.

Ostatni body eliptické kfivky jsou vlastni a jsou v afinni roviné
A%(K) = K? uréeny rovnici y?> = x3 + ax + b.

Je-lli A=Ja,B,1] € &, pak i B = [a, —f3,1] € £. Pfimka AB m3
v P2(K) rovnici x = az a obsahuje je$té teti bod na &, totiz O.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz® + bz3, 0 = [0, 1, 0]

Jsou-li A= o, 3,1l € €, B=1y,0,1] € &, pfiemz « # ~y, pfimka
, 2 - _ _ 5_6

AB ma v P%(K) rovnici y = Bz + (x — az)k, kde k = P

Hledejme priseciky prfimky AB s eliptickou kfivkou &.

Dosazenim této rovnice za y do rovnice y?z = x3 + axz? + bz3 a

vydélenim z3 dostaneme kubickou rovnici pro 2 s koeficienty z K:

3 2
(2)"+aZ+b— (B+(2—a)k) =0.
Jde o normovany kubicky polynom v 7, jehoz dva kofeny o a v uz
zname. Proto ma jeSté treti kofen o € K a z Viétovych vztahi
zjistime, Ze plati o + v + 0 = k2.

Pfimka AB a eliptickd kfivka & maji tedy jesté treti prisecik
C=lo,7,1], kdec =k>—a—v, 7=08+k(c—a).

Nékdy mize bod C splynout s nékterym z bodi A, B, v tom
pfipadé mluvime o dvojnasobném priseciku.



Eliptickd kFivka € : y?z = x> + axz® + bz3, 0 = [0, 1, 0]

Podobné se odvodi, ze pokud sestrojime kfivce £ v jejim bodé A
teCnu, protne tato tecna kfivku & jesté v jednom bodé. Mame tedy
operaci: pro libovolnou dvojici bodll A, B € £ je jejim vysledkem
treti prasecik, ktery nazveme A x B. Tato operace vsak neni
»P€kna“: nema neutralni prvek, neni asociativni.

Proto operaci jesté trochu pozménime pomoci pevné zvoleného
bodu O. Definujeme soudet bodil A, B € £ predpisem

A+B=(AxB)xO.

Tato operace s¢itani bodd je zfejmé komutativni, (€, +) ma
neutralni prvek O a libovolny bod A = [a, 3,1] € £ ma opaénd
bod —A = [a, —3,1] € €. Je mozné dokazat, ze operace s¢itani
bodu je také asociativni, je tedy (£, +) komutativni grupa.
Dikaz asociativity je mimo moznosti této prednasky.



Explicitni popis operace scitani bodil

Véta. Necht K je téleso charakteristiky rizné od 2 a 3, a,b € K,
4a% +27b° # 0. Necht & je eliptickd kfivka dand Weierstrassovou
rovnici y?z = x3 + axz® + bz3 s vyznaénym bodem O = [0, 1,0].
Operaci + na £ je mozZné popsat takto:

1. Pro libovolné A € £ klademe A+ O = 0+ A= A.

2. Pro libovolné A = o, 3,1] € € je také B = [a,, —f3,1] € € a
klademe A+ B = O. (Tento bod B pak oznacujeme —A.)

3. Pro libovolné A = [a, 3,1] € €, B = [v,9,1] € £ takové, Ze
B # —A, polozme

372 jeli A= B,

o= k2—a—’y,
T = —f+ k(o —0),

B—6 ..
_{M je-li A+ B,

pak plati [o,7,1] € £ a klademe A+ B = [o,7,1] € €.



Véty o eliptickych krivkach nad konecnymi télesy

Projektivni rovina nad kone¢nym télesem md kone¢né mnoho bodi,
proto eliptickd kfivka nad konecnym télesem je konecna grupa.

Véta. (Hasse)
1. Necht p je prvocislo a (€, O) je elipticka kfivka nad F,. Pak
|E| = p+ 1 — ap, kde celé Cislo ap, spliiuje |ap| < 2,/p.

2. Oznacme o, € C kofen rovnice x2 — apx +p=20. Pro
libovolné n € N necht (£,, O) je eliptickd krivka nad IF pn
uréend stejnou Weierstrassovou rovnici jako (£, O) (to md
smysl, nebot F, C Fn ). Pak plati |E,| = p" +1 — 2Re(ap),
kde Re znaci redlnou Cast komplexniho Cisla.

Véta. Necht (€, O) je elipticka krivka nad konecnym télesem F,
kde q je mocnina prvocisla. Pak (£,+) je cyklickd grupa nebo
soucin dvou cyklickych grup. Navic, ve druhém pripadé, je-li (€,+)
izomorfni se soucinem cyklickych grup o di a d» prvcich, pficemz
di | da, pak platidy | g — 1.



Véty o eliptickych krivkach nad Q

Véta. (Mordell) Necht (€, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak (€, O)
Je koneéné generovand grupa. Jinymi slovy: oznaéme (€', +)
podgrupu prvki kone¢ného radu v grupé (€,+) (tzv. torzni
podgrupa); pak existuje (jednoznacné urcené) nezaporné celé &islo
r tak, Ze (€,+) je izomorfni se soucinem (E£',+) x (Z,+)".

Véta. (Mazur) Necht (£, O) je elipticka kfivka nad Q. Pak jeji
torzni podgrupa je izomorfni s nékterou z nasledujicich 15 grup:

(Z/mZ,+) prol < m <10 nebo m = 12

(Z)2Z,+) x (Z/2mZ,+) prol<m<4

(a kazdd z uvedenych grup je torzni grupa nékteré eliptické kfivky
nad Q).



Proc¢ si poviddme o eliptickych krivkach?

Eliptické krivky se vyuzivaji v nékterych testech na prvociselnost i
v algoritmech hledani netrividlniho délitele.

Za tim (¢elem je tfeba pracovat také s ,eliptickymi kfivkami“ nad
okruhem Zy zbytkovych tfid modulo N i v pfipad€, ze pfirozené
Cislo N neni prvodislo. Oviem projektivni prostor je definovan jen
nad télesem, coz v tomto pfipadé Zy neni (proto ty uvozovky).

Proto budeme definovat pojem projektivniho prostoru i nad
okruhem Zy pro libovolné prirozené Cislo N.



Projektivni prostor nad okruhem Zy

Definice. Necht N je pfirozené Cislo (ne nutné prvocislo). Pak
n-rozmérnym projektivnim prostorem nad okruhem Zp rozumime
rozklad na nasledujici mnoziné (n+1)-tic zbytkovych tfid modulo N

M = {([i]n, - - -, [Uns1]n)s vty ooy tng1r € Z, (Nywg, .o Upy1) = 1}

prislusny ekvivalenci ~, kterou definujeme takto: pro libovolné

(n -+ 1)-tice ([ul][\/7 R [u,-,+1]N), ([Vl][\/7 ce [Vn+1]N) eM
polozime ([ul]/\/, ceey [u,,+1]N) ~ ([Vl][\/, ceey [V,,+1]N) pravé tehdy,
kdyz existuje A € Z, (A, N) = 1, které pro kazdé i € {1,...,n+ 1}
spliiuje podminku [ui]y = [Avi]n-

V tomto n-rozmérném projektivnim prostoru P"(Zy) nad Zy
budeme tfidu rozkladu (tj. bod projektivniho prostoru) obsahujici
(n + ].)-tiCi ([ul]N, cey [u,,+1]N) znacit [[ul]N, ceey [u,,+1]N].

Pozndmka. Pro libovolné d | N homomorfismus okruht Zy — Zg4
uréeny predpisem [u]y +— [u]q pro kazdé a € Z indukuje zobrazeni
n-rozmérnych projektivnich prostord P"(Zy) — P"(Zq).



»Elipticka krivka® nad okruhem Zy

Definice. Méjme dana cela Cisla a, b a zvolme pfirozené Cislo N
tak, ze (4a% +27b%, N) = 1. Pak

En = {[[X]Nv [vln, [Z]N] € P2(ZN); y2z = X3+axz2+bz3(mod N)}

spolu s vyzna&nym bodem O = [[0]n, [1]n, [0]n] je .eliptickd
krivka" nad okruhem Zy.

Pozndmka. Jestlize [[x1]n, [v1ln. [z1]n] = [[xeln, v2lw, [z2]n], pak
yiz = }HaxiZi+bzi(mod N) & y3zo = x3+axaza+bz3(mod N).

Definice je tedy korektni.

Véta. Jestlize d | N, pak zobrazeni f : P?(Zy) — P%*(Zq4), urdené

pFedpisem f([[X]N7 [y]N7 [Z]N]) = [[X]da [y]d7 [Z]d] , Ize zazit na
zobrazeni f : En — E4.



CasteCna operace na ,eliptické krivce" nad okruhem Zy

Pro a,b € Z a N € N spliiujici (4a% + 27b%, N) = 1 definujme na
»eliptické kfivce" £y Casteénou operaci + pomoci vzorci
odvozenych pro eliptické kfivky nad télesy, pokud se tyto vzorce
daji pouzit. Jediné misto, kdy mohou nastat potize, je v situaci,
kdy chceme délit, abychom nasli smérnici k teCny nebo primky
spojujici dva body ,eliptické krivky". Konkrétnéji je to tehdy, kdyz
chceme délit zbytkovou tfidou [u]y # [0]n takovou, Ze [u]y ¢ Zj;.
V tom pripadé je (u, N) netrividlni délitel &isla .

Avsak nasim cilem bude rozhodnout o prvodiselnosti Cisla N,
popfipad€ najit jeho netrividlniho délitele. Pokud se tedy
dostaneme do situace, ze neumime na &y secist dva body, budeme
hotovi. Proto ndam nevadi, ze operace + je jen ¢astecna.

Pro libovolné d | N je dfive zminéné zobrazeni f : Ey — &g, urcené

predpisem f([[X]N7 [y]N7 [Z]N]) = [[X]d7 [y]d7 [Z]d]v ééSteény
homomorfismus: pro libovolné A, B € £y takové, ze mame

definovan soucet A+ B, plati f(A+ B) = f(A) + f(B).



