Test na prvociselnost
Déno pfirozené Cislo N > 1, o kterém jsme testem Millera a
Rabina zjistili, Ze N je asi prvocislo. MiZeme také predpokladat, ze
vime, ze N neni délitelné malymi prvocisly. Test na prvodiselnost
ma dokazat, ze N skutecné prvoclislem je, anebo to vyvratit.

Zndme uz N — 1 test Pocklingtona a Lehmera. Ten pracuje dobfe,
pokud jsme schopni dostatecné rozlozit Cislo N — 1. Pokud vsak
neexistuje dost velky délitel F|N — 1, ktery jsme schopni rozlozit na
prvocinitele, tato metoda neuspéje. Pak miZeme jesté zkusit N + 1
test, ten vSak vyzaduje rozlozit dost velkého délitele ¢isla N + 1,
coz se vSak Casto také nemusi podafrit a skoncime nezdarem.

Regeni nabizi teorie eliptickych k¥ivek: je-li N skuteéné prvodislo,
mame spoustu eliptickych krivek nad Zy. Jejich rady jsou rovny
prirozenym Cislam v intervalu (N + 1 — \/N, N+1+ \/N) Je
pravdépodobné, Zze nezanedbatelnou cast z téchto Cisel budeme
schopni rozlozit na prvocinitele.

Sila metody eliptickych kfivek je v jejich poctu: pokud nevyhovuje
nékolik konkrétnich krivek, nevadi, vezmeme dalsi.



Opakovani N — 1 testu Pocklingtona a Lehmera
Predpoklddame, Zze zname prvocislo p délici N — 1, pfitom p®» je
nejvyssi mocnina p délici N — 1.

Daéle oznac¢me d libovolné neznamé prvocislo délici N.

Mame homomorfismus okruhti f : Zy — Zg4, kde f([a]n) = [a]a
pro kazdé a € Z. Homomorfismus f je dobfe definovan, nebot

d | N. Protoze je d prvodislo, je druhy okruh téleso Fy = Zg.
Predpoklddame existenci a, € Z, které splfiuje

N—-1

a;,\lfl =1(modN) a (a,” —1,N)=1.

N—
Oznatme b = f([ap]n) € Fy. Pak bN-1 =1, b'% # 1, a tedy F4d
prvku b je délitelny p®», odkud p® | |F| =d — 1, tedy
d =1 (mod p?). Ziskali jsme tim informaci o nezndmém d.

Kli¢em k aspéchu zde byl homomorfismus f : Zy — Zg.
Prestoze jsme neznali d, a tedy nebyli schopni v Z4 pracovat,
pocitali jsme ve zndmém okruhu Zy a vysledky vypoctl jsme do
Zq zobrazili homomorfismem f.



Test na prvociselnost pomoci eliptickych krivek

Prejdéme k eliptickym krfivkdm, opét d znadi libovolné neznamé
prvocislo délici dané N, (N,6) = 1. Zvolme libovolné a, b € Z
takovd, ze (4a® + 27b% N) = 1. Rovnice y?z = x3 + axz? + bz3
nam dava ,eliptickou kfivku“ £y, na niz mame definovanu
CasteCnou operaci, a eliptickou kfivku £y, coZ je komutativni
grupa. Z Hasseho véty vime, e ||E4] — d — 1| < 2V/d.

Prestoze v £, nejsme schopni pocitat (vzdyt nezname d), mame
¢asteény homomorfismus f : Ey — &y, kterym mizeme vypoclet
provedeny v Ey zobrazit do £4. Vime, ze f([[0]n, [1]n, [0]n]]) = O
a ze pro libovolny P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En plati f(P) # O.
Je-li g prvocislo a bod P = [[u]n, [V]n, [1]n]] € En takovy, ze
mdame definované q- P =P+ P+ ---+ P = [[0]n, [1]n, [0]n]], pak
¥ad bodu f(P) v grupé &4 je q, a tedy (Vd +1)2 > [E4] > q.
Najdeme-li takovy bod P pro prvocislo g > (v/N + 1)?, plyne
odtud d > /N, a tedy N je prvodislo.

Problém je, jak volit ¢isla a, b a jak najit prvocislo g a bod P € £y
s potrebnymi vlastnostmi. ..



Goldwasser - Kilian, 1986

Redeni navrzené Goldwasserem a Kilianem ma spide teoreticky

vyznam; je mozné dokazat, ze plati-li jistd hypotéza o rozloZeni
prvocisel v kratkych intervalech, pak ocekdvany cas vypocltu je
O(In'? N), tedy polynomialni.

Existuje algoritmus Schoofa, ktery pro prvoéislo p poditd rad (tj.
poclet bodii) dané eliptické kiivky nad F,, v case O(In8 p).

Zvolime nahodné a, b € Z tak, aby (4a% + 27b%, N) = 1. Pomoci
Schoofova algoritmu uréime pro kfivku (€, O) uréenou rovnici

y?2 =x3+ax+ bapro p= N jeji rdd m (jestlize N neni prvodislo,
nema m zadny vyznam). Ziskané m zkousime délit malymi
prvolisly s nadéji, ze poté, co odstranime malé faktory, z(stane
nam q > (W+ 12, g< % o kterém test Millera a Rabina zjisti,
ze ¢ je asi prvocislo. Pokud se nam to nepodafi, zaCneme znovu

s jinymi a, b € Z.

Existuje algoritmus, ktery pro prvocislo p a celé Cislo e hleda v Case
O(In* p) YeSeni kongruence x> = e (mod p) a to, Ze takové Feeni
neexistuje, zjisti dokonce v ¢ase O(In? p).



Goldwasser - Kilian, 1986, pokracovani
Najdeme bod P na kfivce: ndhodné zvolime ¢ € Zy a hleddme
d € Zy tak, aby d? = ¢ + ac + b (jde o kongruenci modulo N;
d hleddme jako by bylo N prvocislo, pak udéldme zkousku, pokud
nevyjde, nebylo N prvocislo a jsme zcela hotovi). Neexistuje-li
takové d, zkusime jiné c. Pak za P zvolime Z-ndsobek bodu
[c,d,1] v (€,+). Je-li P =0,1,0], zvolime jiné c atd. Je-li
P #[0,1,0], pak plati P = [x,y, 1] pro néjaké x, y € Zy.
Spoditdme g-nasobek bodu P v (€, +). Neni-li definovan, nasli
jsme netrividlniho délitele ¢&isla N. Jestlize nedostaneme [0, 1, 0],
neni m rad kfivky (€, O), Schooftiv algoritmus tedy nedal spravny
vysledek a proto N neni prvodislo. Jestlize g-nasobek bodu P je
[0,1,0], pak je N prvocislo, pokud g je prvolislo. To zjistime
rekurzivné (No = N, Ny je g pro No, Ny je g pro Ny, ...).
S rekurzi skon¢ime v okamziku, kdy N; je dost malé na to,
abychom ové¥ili jeho prvociselnost pokusnym délenim (to nastane
v O(In N) krocich vzhledem k Niy1 < SN;). Je tieba si uvédomit,
Ze neni-li N; prvodislo, skon¢ime jen v pfipadé i = 0, pro i < 0 je
treba se vratit k i — 1 a najit nové N;.



Atkin, 1990

Tato metoda je zaloZena na teoretickych vysledcich, které bohuzel
notné prevysuji moznosti nasi prednasky. Nevoli kfivky nahodné,
ale voli specidlni pripad eliptickych krivek, tzv. eliptické k¥ivky

s komplexnim nasobenim. Vyhoda metody je v tom, Ze je mozné
snadnéji spocitat rad téchto kfivek (vyhne se Schoofové algoritmu,
ktery byl na predchozi metodé ¢asové nejndrocnéjsi).

Atkinlv test byl implementovan Atkinem a Morainem v roce 1990
a byl schopen dokazovat prvociselnost Cisel o zhruba 1000
dekadickych cifrach v fadové tydnech strojového ¢asu na Sparc
station (pfi tehdejsi rychlosti pocitaéd, nyni by $lo o hodiny).

| v tomto pfipadé je olekdvany cas vypoctu polynomidlni (pfesnéji
O(In® N)). Nejhori mozny &as vypoltu neni mozno stanovit,
protoZe jde o pravdépodobnostni algoritmus.

Deterministicky algoritmus AKS polynomialniho ¢asu objevili v
roce 2002 panové Agrawal, Kayal a Saxena z Kanpuru v Indii.
Jejich algoritmus je zaloZen na pomérné jednoduché myslence a
nepracuje s eliptickymi krfivkami. AvSak ditkaz jeho polynomidlnosti
vvzaduije vvsledky analvtické teorie &isel.



Funkce 7(x)

Pro libovolné kladné redlné ¢islo x ozna¢me m(x) pocet prvocisel
neprevysujicich x. Je tedy

7(x) =0 pro x € (0,2),

m(x) =1 pro x € [2,3),

m(x) =2 pro x € [3,5), atd.

m(x) =3 pro x € [5,7), atd.

Nasledujici dilezitou, hlubokou a slavnou vétu uvedeme bez
dikazu. Jeji formulaci objevil Gauss v 18. stoleti, avsak dikaz
nenasel.

Byla dokédzana az na konci 19. stoleti (v roce 1896 objevili dikaz
nezdvisle na sobé Hadamard a de la Vallée Poussin).
PFripomernime, Ze In x znadi pfirozeny logaritmus.

Véta.




Cebysevova véta

Pro (cely dikazu polynomidlnosti algoritmu AKS bude stacit
nasledujici vysledek, ktery uz budeme schopni dokdzat.
Vétu tohoto typu dokéazal poprvé Cebysev v roce 1852.

Véta 1. Pro libovolné celé Cislo N > 2 plati

N 3N
-2 N .
<7w(N) < oz, N

logy, N

Pro redlné Cislo x znadi [x] jeho celou &ast, kterd je jednoznacéné
uréena podminkami [x] € Z, 0 < x — [x] < 1.

Déle pro libovolné pfirozené Cislo n a libovolné prvocislo p je vp(n)
pocet prvodiniteld v rozkladu &isla n, které jsou rovny p, neboli
plati p*»(") | na pttve(n) 4 p.

Je zfejmé, Ze pro libovolné m, n € N plati v,(mn) = vp(m) +vp(n).



Lemma 1. Pro libovolné prirozené Cislo n a libovolné prvocislo p

plati .
vp(nl) =3 {”}

k
k=1 P

Dikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze suma na pravé strané je jen
n

formalné nekonena: je-li pk > n, plati [?] = 0.

Déle je tfeba si uvédomit, ze [p—”k] znadi pocet téch &isel z mnoziny
{1,2,...,n}, ktera jsou délitelna Cislem pk.

A odtud plyne i ditkaz: nejprve (pro k = 1) zapo¢itdme jednou
vSechny ty Cinitele v nl =1-2----. n, ktefi jsou délitelni p.

Pak (pro k = 2) zapocitdme podruhé viechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p2.

Poté (pro k = 3) zapoditame potfeti viechny ty Cinitele, ktefi jsou
délitelni p3 atd.

Libovolny Cinitel s sou¢inunl=1-2-.... n je tedy zapocitdn
pravé vp(s)krat a tedy prava strana dokazované rovnosti je rovna

2 e=1¥p(s) = vp(nl).



Lemma 2. Pro libovolné€ pfirozené ¢&islo n a libovolné prvocislo p
plati: je-li £ = yp((zn")), pak p* < 2n.

Dikaz. Podle lemmatu 1 plati

(= ”P(Eif))z!) — uy((2n)1) = 20p((n1)) = i([i’;’] ~2 [:k])

k=1

Pro libovolné redlné x takové, e x — [x] < 3, plati [2x] = 2[x].
Je-li naopak x — [x] > 1, plati [2x] = 2[x] + 1. Libovolny s¢itanec
v predchozi sumé je tedy 0 nebo 1. Pfitom scitance pro k takové,
ze p¥ > 2n, jsou ziejmé& nulové. Je tedy £ < max{k € N; pk < 2n}
a proto p < 2n.

Lemma 3. Pro libovolna prirozend ¢&isla n, k takovd, Ze 1 < k < g
plati (") < ()-
Diikaz. Plati

(B (k=Din—k+1)! _n—k+1 _n/2+1

(1) K=k n! Tk T a2

> 1.



Lemma 4. Pro libovolné prirozené Cislo n plati (2n”) < (2n)™(n),

Diikaz. Rozlozme uvazovany binomicky koeficient na prvocinitele
(2:) = Ei?)); = p{q ... pk. Libovolné prvodislo p;, které se zde
vyskytuje, déli (2n)! a je tedy mensi nez 2n. Proto r < 7(2n) a

podle lemmatu 2 kazdé pf"' < 2n. Odtud plyne lemma.

- 7 v Vs Ve 2"
Lemma 5. Pro libovolné prirozené€ Cislo n plati 22—,7 < (2n") < 22n,

. . e, . 2n (2m\ _ 2n _ 92
Diikaz. Z binomické véty vime, ze > 7" ( I-) =(1+1)=" =2°",
odkud plyne prava nerovnost.

Ukazeme-li, Ze v tomto souctu je scitanec (2:) nejvétsi, dostaneme

. , 02n . . . , o v v/
i levou nerovnost, nebot 22— je aritmeticky primér 2n Cisel

(20n) + @Z) =2, (21n)' (22n)' s (2321)'
Ale to je snadné: plati (2,21:) = (2,.”) a pro libovolné 1 < i < n plati

(,.2_"1) < (2l.") podle lemmatu 3.



Dolni odhad z véty 1: i My —2 < w(N)

Z lemmat 4 a 5 plyne

2n\ _ 22"
2 7r(2n) > > -
(2n) - <n> ~ 2n’
odkud zlogaritmovanim a vydélenim log,(2n) dostaneme
2n
oy > " _
m(2n) 2 log,(2n)

a dolni odhad véty 1 je dokazan pro suda N = 2n.
Je-li naopak N =2n+ 1 liché, uzijeme odvozeny odhad pro 7(2n):

on on 2n+1
2n+1) > m(2n) > ————~—1> - ’
m(2n+1) > m(2n) > log,(2n) logy(2n + 1) logy(2n + 1)

coz je dolni odhad véty 1 pro N =2n+ 1.



Lemma 6. Pro libovolné prirozené Cislo N > 1 plati

[[rp<4"t

p<N
kde v soucinu p probihd vsechna prvocisla neprevysujici N.

Dikaz. Pro prirozené ¢islo m ozname
bm = (2m+1) = CmELEM).(m42) e tedy by, délitelné viemi

prvocisly p spliujicimi m+2 < p < 2m+ 1, nebot tato prvocisla
se vyskytuji v Citateli a nedéli jmenovatele.

Proto b, > Hm+2§p§2m+1 p.
V soudtu Y2M (3m1) = 22m+1 2 se stitanec
b, = (2’"“) = (2’"+1) objevi dvakrat, proto b, < 2.

m m—+1
Celkem tedy

H p < 2°m.
m+2<p<2m-+1




Dokazujeme: [, p < 4"!

H . 2m
Vime: [ [, 0cpcomyr P < 277

Nyni mdzeme lemma dokazat indukci: lemma zfejmé plati pro

N = 2. Predpoklddejme tedy, ze N > 3 a ze lemma bylo dokdzdno
pro vsechna 2 < m < N. Je-li N sudé, neni N prvocislo a z
induk¢niho predpokladu pro m = N — 1 plyne

Hp: H p<4N’2<4N’1.

p<N p<N-1

Je-li naopak N =2m + 1 liché, uzijme indukéni predpoklad pro
m+1 (vzdyt 2 < m+1 < N) a odvozenou nerovnost

[Te= 11 - JI p<4m-4am=4""1

p<N p<m+1 m+2<p<2m+1



Lemma 7. Necht p1 =2, pp =3, p3 =5, ... je rostouci
posloupnost vsech prvocisel. Pak pro kazdé k > 9 plati
P1-..Pk 22k-k!.

Diikaz. Pfimym vypoctem lze ovérit, ze
pL...po=2-3-5---19-23 = 233092870 > 185794560 = 2° - 9!.
Pro k > 9 uzijeme indukci: predpokladejme, ze k > 9 a Ze pro k
lemma plati. Z¥ejmé pxy1 > 2(k + 1), a tedy

P pre1 > 2Kkl 2(k+1) =251 (k + 1)1,

coz jsme méli dokazat.

Lemma 8. Pro libovolné prirozené &islo k plati k! > (k/e)k.

Dikaz. Vzpomenme si z analyzy na Tayloriiv rozvoj funkce X v
Dukaz. Vzp yzy M )

nule:
o
-y
il
i=0

Lk i
Proto plati & < 3% & = ek, odkud plyne lemma.



Horni odhad z véty 1: 7(N) < |ozl2v,\,

Ukazeme nyni sporem, ze w(N) < 2N/In N. Pak totiz
3/logyb N =3In2/InN >2,07/InN>2/InN > m(N)/N, coz
chceme ukazat. Predpokladejme, ze N > 27 (pfipad 2 < N < 26 se
rychle ovéfi vypoctem) a ze plati m(N) > 2N/ In N.
Necht k = w(N), pak p1, ..., pk jsou pravé viechna prvocisla
neprevysujici N. Lemmata 6, 7 a 8 davaji

4N> Hp:pl...kaZk-k! >2k-(§)k.

p<N

Zlogaritmovanim
(2In2)- N> k-((Ink)+(In2) —1).
Dosazenim predpokladu k > 2N/ In N do predchozi nerovnosti

dostaneme
2N
(2In2)-N > N (In2)+ (InN) = (InIn N) + (In2) — 1),
a tedy

(1=m2)InN—(InlnN)+(2In2) —1 < 0.



Dostali jsme
(1=m2)InN—(InlnN)+(2In2) —1 < 0.
pricemz N > 27.

Ovsem funkce f(x) = (1 —In2)Inx — (Inlnx) 4+ (2In2) — 1, ktera
je definovand pro x > 1, spliuje f(27) > % a ma derivaci

f(x) = =n2 _ L Z¥ejmé f'(x0) = 0 jediné pro

xo = et/(1=In2) = 2602 a plati f/(x) > 0 pro x > xq.
Plati tedy f(N) > 0, ale to je spor a véta 1 je dokdzana:

Véta 1. Pro libovolné celé cislo N > 2 plati

N N
—2<7w(N) < 3

logy N logy, N



Dalsi dolni odhad soucinu nékolika nejmensich prvocisel

Dokazali jsme:

Lemma 7. Necht p1 =2, pp =3, p3 =5, ... je rostouci
posloupnost vsech prvocisel. Pak pro kazdé k > 9 plati
P1-.. Pk 22k-k!.

Vé&ta 2. Pro libovolné pfirozené Cislo n > 2 plati | | p<2nP > 2", kde
v soucinu p probihd vSechna prvocisla neprevysujici 2n.

Diikaz. Jako v dilkaze lemmatu 4 rozlozme binomicky koeficient
(2:) na prvocinitele (2n") = p{q ... p%. Vime, Ze libovolné prvocislo,
které se zde vyskytuje, je mensi nez 2n. Je-li p; < +/2n, uzijeme
odhad pf" < 2n z lemmatu 2. Je-li naopak p; > /2n, plati

p? > 2n, a odhad pf < 2n z lemmatu 2 dévé k; = 1. Uitim
lemmatu 5

22n 2
2n<<nn>< H 2n H p-

p<V2n V2n<p<2n



Oznaéme s, = Hpgzn p. Dokazujeme tedy s, > 2". Pfedchozi
nerovnost spolu s vétou 1 davaji

22n

E < (2n)ﬂ(\/ﬂ) sy < (2n)3m/log2m - Sp.
Protoze (2n)1/log2\/ﬂ = (2n)?/ 108221 — (2p)2108202 — 22,
z posledni nerovnosti plyne

sp > 227 /(2n - 20V2N),

Abychom dokazali lemma, musime ukazat, ¥e 2" > 2n - 26V2n,
neboli po zlogaritmovani

n—1—log,n—6v2n>0.

Uvazme funkci f(x) = x — 1 — log, x — 6v/2x. Plati

f(100) =99 — |og2 100 — 64/200 > 7 a derivace

fl(x)=1-— X|n2 rJevet5| nez 1 — 100|n2 10\/>Opro
x > 100. Tim jsme dokazali lemma pro n > 100. Nerovnost

sp > 2" pro hodnoty 2 < n < 100 je mozné ovéfit numericky.



