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Prvni test na prvociselnost, ktery je

» obecny - na vstupu mize byt libovolné prirozené Cislo, ne jen
Cisla specidlniho tvaru,

» polynomialni - ¢as vypoctu (nikoliv jen pravdépodobny, ale
skute¢ny) je omezen polynomem v poctu cifer vstupu,

» deterministicky - neni pravdépodobnostni, v jeho priibéhu se
nic ndhodné nevoli,

» nepodminény - spravnost vystupu i polynomidlnost ¢asu
vypoctu jsou dokazany, nejsou na ni¢em zavislé (napfiklad na
platnosti obecné Riemannovy hypotézy a podobné).



Zakladni myslenka

Véta 1. Necht a,n € Z, n > 1, (a,n) = 1. Pak n je prvocislo, pravé
kdyZ v okruhu Zn|x], tj. okruhu polynomu nad okruhem
zbytkovych trid modulo n, plati (x + a)" = x" + a.

Diikaz. Z binomické véty (x + a)" = x" + a" + S0 (7)alx" "
Je-li n prvodislo, pak z Fermatovy véty plyne a” = a (mod n).
Dale pro libovolné i = 1,2,..., n— 1 ma binomicky koeficient
1) = w prvoaslo n v Citateli a n{ /!, tedy ( ) =0
(mod n). Proto (x+a)"=x"+a.
Je-li naopak n slozené Cislo, zvolme prvodislo p délici n. Necht
s = vp(n), tj. pfirozené Cislo s je uréené podminkami p® | n,
pst1 4 n. Pak koeficient u x"~P v (x + a)" je

(n) P — n(n—l)‘.[.)(!n—p—i-l) . ap7

coz neni délitelné p* (vzdyt ptaapt(n—1)...(n—p+1)), a
tedy ani n. To znamena (x + a)" # x" + a.



Vyuziti véty 1

Véta 1 nabizi jednoduchou metodu na testovani, zda je celé Cislo n
prvocislo: zvolime celé Cislo a nesoudélné s n (napfiklad a =1) a
spocitdme pomoci rychlého umocriovani v okruhu polynomii Z,[x]
mocninu (x + a)".

Tato metoda vSak neni tak rychld, jak se zda na prvni pohled:

v pribéhu umocnovani vznikd u polynomt, které jsou mezivysledky,
mnoho nenulovych koeficientd. Vzdyt stupen polynomu, ktery ma
byt naposledy umocnovan na druhou, je nejméné "%1 a tedy muize
mit az %1 nenulovych koeficienti. To znamena, Ze pocet
provadénych operaci nemiize byt omezen shora ni¢im lepSim nez

O(n), a tedy tato metoda je horsi nez metoda pokusného déleni.



Efektivni vyuziti véty 1
Misto rovnosti (x + a)” = x” + a budeme kontrolovat jen
kongruenci (x + a)" = x" + a (mod x" — 1) pro vhodné r. Zbytek
po déleni mocniny (x + a)” polynomem x" — 1 pak spoéitame
algoritmem rychlého umocnovani, ale po kazdém nasobeni
polynomti bude kazd4 mocnina x* nahrazena mocninou x°', kde s’
je zbytek po déleni Cisla s Cislem r. Pfitom pracujeme v Zp[x]
takto: pocitdme s polynomy ze Z[x| a po kazdém provedeném
vypoltu redukujeme celodiselné koeficienty modulo n. Slozitost
vypoétu bude polynomialni, jestlize r = O((log, n)€) pro néjaké c.
Je-li n prvodislo, davaji (x + a)” a x" + a stejné zbytky po déleni
polynomem x" — 1, at je r jakékoli.
Obtizné bylo dokazat, Ze pro libovolné n, které neni mocninou
prvocisla, existuje prvocislo r (ohrani¢ené polynomidlné), pro které
(x 4+ a)" a x" + a ddvaji rizné zbytky po déleni x" — 1 pro alesporn
jednu hodnotu &isla a v jistém intervalu (jehoz délka je opét
ohrani¢ena polynomialné). To, Ze metoda ,,nepoznd* mocniny
prvocisel, nevadi: tato n pozna jednoduchy polynomialni
algoritmus, ktery provedeme hned na zacatku metody.



Test na mocninu

Timto testem bude AKS test zadinat:

Algoritmus (Test na mocninu). Pro dané celé &islo n > 3
algoritmus rozhodne, zda n = ab, kde a,beN, b>1.

1.
2.

[Inicializace] Poloz b +— 2, a — 1, ¢ « n.

[Vypocet mocniny] PoloZ m — [25€] a rychlym umociiovanim
spocti d < min{m® n+1}.

[Aktualizace mezi a, c] Je-li d = n, vytiskni zpravu, Ze n = mb
Jje mocninou a skonci. Jinak, je-li d < n, poloz a < m,

v opacném pripadé poloz ¢ < m. Je-li c — a > 2, pokracuj
bodem 2, jinak bodem 4.

[ZvysSeni exponentu b] Nejmensi prvocislo vétsi nez b uloz do b.
Je-li 22 > n, vytiskni zpravu, Ze n neni mocninou a skonci.
Jinak poloZ a <+ 1, ¢ < n a pokracuj bodem 2.

Algoritmus je jisté spravny: v pribéhu vypoctu neustdle plati

ab

< n < cP a rozdil ¢ — a se zmensuje, dokud neni ¢ — a = 1.



Test na mocninu - odhad ¢asové narocnosti

Vypocet mocniny v kroku 2 se provadi bindrnim umocnovanim,
jakmile se vsak v pribéhu vypoctu objevi Cisla vétsi nez n, vypoclet
se prerusi a vraci se hodnota n+ 1.

Protoze pro dané b se rozdil ¢ — a pdli pfi kazdém priichodu kroky
2 a 3, provedou se tyto kroky zhruba log, n krat. Rovnéz pocet
kontrolovanych b je mozné omezit shora Cislem log, n (tato mald
prvocisla budou ulozena v tabulce, takze ¢as pro provedeni kroku 4
je konstantni, jakmile se jednou provzdy spocita horni hranice
[log, n] pro b).

V pribéhu celého algoritmu je tedy treba provést

O((logy n)? log, log, n) ndsobeni ¢isel mensich nez n, polet
potfebnych bitovych operaci Ize odhadnout shora

O((log n)* log, log; ).



Algoritmus AKS

Algoritmus (Agrawal, Kayal, Saxena). Pro dané prirozené &islo

n > 1 algoritmus rozhodne, zda je n prvocislo nebo sloZené.

1. [Mocniny| Pokud je n = aP, kde a,b € N, b > 1, vytiskni, e n
je sloZené a skonci. Jinak poloZ r « 2.

2. [Prvni cyklus] Jestlize r > n, pak vytiskni, Ze n je prvocislo a
skonci. Jestlize r|n, pak vytiskni, Ze n je sloZené a skonci. Jinak
pro kazdé i od 1 do [4(log, n)?] provértuj: jestlize pro vsechna
takovd i plati n" 21 (mod r), pokracuj krokem 3, jestlize
naopak pro néjaké takové i platin' =1 (mod r), pak nejmensi
prvocislo vétsi nez r uloz do r a znovu provadéj krok 2.

3. [Druhy cyklus] Pro a od 1 do [2+/rlog, n] provddéj: jestlize
pro nékteré takové a plati

(x+a)"# (x"+a) (modx"—1) vZx],

pak vytiskni, Ze n je sloZené a skondi.

4. [Zavér] Viytiskni, Ze n je prvocislo a skondi.



Algoritmus AKS - dikaz spravnosti algoritmu
Nejprve si promysleme, Ze nikdy na zacatku kroku 2 nemize byt
r > n. Protoze r prochazi postupné vsechna prvocisla, znamenalo
by to, ze n je slozené, ale pak by se algoritmus musel zastavit jiz
dfive, kdyz r se rovnalo nejmensimu prvocislu, které déli n. Je tedy
jasné, ze pokud algoritmus skonci v kroku 1, 2 nebo 3, jisté odpovi
spravné. Zbyva dokdzat, Ze i pFi zastaveni v kroku 4 je odpovéd
spravna.

Ve druhém kroku jsme hledali nejmensi prvocislo r, pro které je fad
&isla n modulo r vétsi nez 4(log, n)2.

Pokud jsme se dostali az do kroku 4, musi pro kazdé prirozené

a < 2y/rlog, n platit (x + a)" = (x" + a) (mod x" — 1) v Z,[x].
Protoze probéhl krok 2, vime, Ze n neni délitelné zadnym
prvocislem mensim nebo rovnym r. Pak je n podle nasledujici véty
mocnina prvocisla.

Vzhledem k tomu, Ze probéhl krok 1, vime, Ze n neni druhou nebo
vy$$i mocninou pfirozeného disla, a tedy n je prvodislo a odpovéd
ve kroku 4 je spravna.



Algoritmus AKS - ditkaz spravnosti algoritmu - véta

Véta 2. Necht n a r jsou cela Cisla spliujici vSechny nasledujici

podminky:

(«) r je prvocislo a r < n;

() pro kazdé a splriujici 2 < a < r plati at n;

(v) Fad &isla n modulo r je vétsi nez 4(log, n)?;

(0) (x+a)"=(x"+a) (mod x" — 1) v Z,[x] pro vSechna
1<a<2yrlog,n.

Pak n je mocninou prvocisla.

Dikaz provedeme pozdéji.

Pro dikaz polynomidlni ¢asové naroénosti algoritmu AKS
potrebujeme pro kazdé celé n > 2 dokazat existenci ,,malého*
prvocisla r takového, ze bud r | n anebo (pokud r t n) ¢islo n ma
modulo r ¥ad vétsi nez 4(log, n)2.

Zde ,malé" znamend, Ze prvocislo r < f(log, n) pro néjaky vhodny
polynom f nezavisejici na n. Nasledujici véta ukaze, Ze tuto
podminku spini f(x) = 20x°.



Algoritmus AKS - odhad ¢asové narocnosti - véta

Véta 3. Pro libovolné prirozené Cislo n > 2 existuje prvocislo

r < 20(log, n)® takové, Ze bud'r | n anebo plati r { n a soucasné
rad &isla n modulo r je vétsi nez 4(log, n)?.

Dikaz. MiZeme predpokladat, ze n > 4, nebot pro mensi n véta
zfejmé plati. Ozna¢me L =logyna P = H[4L ](ni —1). Ztejmé

[4L2]
P < H n [4L2][4L2+1]/2 < 2L(4L2)(4/_2+1)/2 < 28L5+2L3‘

Zvéty 2 z mlnule prednasky plyne dolni odhad pro soudin viech
prvocisel p neprevysujicich 20L°

H p> H p> 2[10L5] > 210L5—1_
p<[20L7] p<2[10L%]
Oviem L > 2 a tedy 2L% — 1 > 213, odkud P < Hp§[20L5] p.
Existuje tedy prvocislo r < [20L°] takové, Ze r { P, a tedy pro
viechna pfirozend &isla i < 4L2 plati r{ n' — 1. Pokud r { n, je ¥ad
&isla n modulo r vétsi nez 4L2 a jsme hotovi.



Odhad casové narocnosti vytvoreni tabulky prvocisel
Potiebujeme tabulku prvocisel neprevy3ujicich 20(log, n)°. Mame-li
pripravit tabulku prvocisel mensich nez m pomoci Eratosthenova
sita, sestavime tabulku v8ech prirozenych &isel od 2 do m a
opakujeme toto: prvni neskrtlé Cislo p vyznacime jako prvocislo a
vSechny jeho ndsobky pocinaje p - p aZ po p - [%] Skrtneme. To
délame az do doby, kdy je prvni neskrtlé Cislo vétsi nez v/m; pak
vSechna zbyla neskrtld Cisla jsou prvocisla. Zrejmé f:l—l % >1/i
(stadi funkci 1/x nahradit jejim minimem na tomto intervalu).
Pocet skrtani (a tedy i aritmetickych operaci) lIze proto odhadnout
shora cislem

[Vm] i
id Vml 4
Zm<m2/ X:m/ —X:mln[\/ﬁ]gﬂlnm.
p : i-1 X 1 X 2
p<y/m i=2

Pocet bitovych operaci potrebnych k tvorbé této tabulky je tedy
O(m(logy m)?). V nagem pripadé je m = 20(log, n)°, a tedy
casova narocnost tvorby tabulky v bitovych operacich je

O((log, n)>(log, log, n)?).



Algoritmus AKS - odhad ¢asové narocnosti

V kroku 2 pro kazdé r, kterych je O((log, n)®), provadime
O((log, n)?) nasobeni ¢isel neprevysujicich r, ¢asova narocnost
kroku 2 v bitovych operacich je proto O((log, n)’(log, log, n)?).
V kroku 3 pro vypocet n-té mocniny v okruhu Z,[x]/(x" — 1) je
zapotfebi O(log, n) okruhovych ndsobeni, kterd jsou provadéna
jako nasobeni polynomd, jejichz stupen je mensi nez r; kazdé
takové okruhové ndsobeni znamena O(r?) nasobeni a s&itani v Z,,.
O(r(log, r)(log, log, r)) operaci (s vétsi O-konstantou). Casova
naroc¢nost obycejného umocnéni polynomu v bitovych operacich je
proto O(r?(log, n)?), téchto umocnéni musime provést celkem
O(+/r log, n). Casova naro¢nost kroku 3 v bitovych operacich je
O(r*?(log, n)?), po dosazeni O((log, n)3/?). Casové naro¢nost
celého algoritmu v bitovych operacich je proto O((log, n)31/?).

vvvvvv

polynomii, dosdhli bychom jesté lepsiho vysledku
O((log, n)?'/2(log, log, n)(log, log, log, n)).



Dikaz véty 2
Predpokladejme tedy, Ze celd Cisla n a r spliuji podminky véty, a
zvolme libovolné prvocislo p délici n. Je-li p = n, neni co
dokazovat, proto predpokladejme, ze p < n, odkud plyne p < 7.
Oznaéme ¢ = [2\/rlog, n]. Z podminky () ihned plyne
r > 4(log, n)?, tj. \/r > 2log, n a tedy z () dostavame

p>r>/{ a rin. (1)

Budeme se zabyvat souc¢iny mocnin polynomt x + a € F,[x] pro
1 < a </, zavedme proto oznadeni

¢
P = {H(x ta)l b, ez, b, > 0} C F,[x].
a=1
Pro struénost vyjadfovani zavedme vyrok /(u, f) znamenajici
vueN, felFpx], (f(x))"=f(x") (modx"—1) vIFp[x].

Napfiklad pro f = x + a, kde 1 < a < ¢, plati I(n,f) diky p| n a
podmince (&) a soudasné plati téz I(p, ) diky vété 1.



I(u,f) < ueN,fel,x],(f(x))"=f(x")(mod x" —1)
Lemma 1. Z I(u,f) a I(v,f) plyne I(uv,f).
Dikaz. Umocnénim kongruence z /(u, f) dostdvame
(F(x)" = (f(x"))" (mod x" —1).
Dosazenim x“ za x do kongruence z I(v, f) dostdvame
(F(x")" = (f(x")) (mod x"" —1).

Protoze x" — 1 | x" — 1, plati tato kongruence i modulo x" — 1, a
proto odtud plyne /(uv, f).
Lemma 2. Z I(u,f) a I(u,g) plyne I(u, fg).

Diikaz. Staci vynasobit obé kongruence, které dostavame z /(u, f)
a I(u, g) a vyuzit toho, ze (f - g)(x") = f(x") - g(x).

Diisledek. Ozna¢me U = {n'p/; i,j € Z, i > 0, j > 0}. Pak I(u, f)
plati pro vsechna f € P a vsechna u € U.



Konstrukce télesa F

Polynom x"~1 + x"=2 + ... 4+ x + 1 € Fp[x] rozlozme v F,[x] na
normované ireducibilni faktory; jeden z nich oznaéme h.

Je tedy h € Fp[x] normovany ireducibilni polynom délici

x4 x2 4. 4+ x+1atedyix”— 1. Oznaéme d stupen
polynomu h. T&leso F = Fp[x]/(h) ma tedy p? prvki a jeho prvek
¢ = x + (h) je kofenem polynomu h, a tedy i polynomu x" — 1.
Protoze p 1 r, neni 1 kofenem polynomu X x4 x4 1,
atedy ( #1. Proto¥ad (v F* je r.

Ozna¢me G mnozinu hodnot polynoma z P v (, tj.

0
G ={f(Q); fe Pt ={[](C+a)* bcZ b= 0} CF.
a=1
Lemma 3. Pro1 < a </ jsou x + a riizné polynomy z F,[x].

Dikaz. Je-li1<a<ad </ pak0<a —a</{<ppodle(??)a
tedy skute¢né a a & jsou rtizné prvky télesa F, = Z/pZ.



Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢").

Dikaz. Z disledku lemmat 1 a 2 vime, Ze existuje polynom
q € Fp[x] spliujici

(F(x))* = F(x") + (x" = 1) - a(x).
Dosazenim ( za x dostdvame dokazované.
Ozna¢me T ={("; ue U} C F*at=|T|.
Lemma 5. Plati r > t > 4(log, n)>?.

Ditkaz. Protoze ¢ ma ¥ad r, plati T C {1,¢,...,¢"1}. Oviem pro
kazdé u € U plati r { u dle definice U a (??), a tedy 1 ¢ T. Proto
t <r. Jisté ¢" e T pro kazde i > 0. Protoze ¢ ma rad r, plati

¢ = (”J pravé tehdy, kdyz n' = n/ (mod r), coz je ekvivalentni s
i=j (mod e), kde e je ¥ad ¢isla n modulo r. Proto

¢ ¢™ ... ¢™ " jsou riizné prvky T a predpoklad () déva

t > e > 4(logy n)?.



T={C"uecU}CF*, t=]|T|

Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢Y).

Lemma 6. Jsou-li f; a f, rizné polynomy z P a oba maji stuperi
mensi nez t, pak f(¢) # f(¢).

Dikaz. Pfedpokladejme naopak, ze f1(() = ((). Pak pro kazdé

u € U z lemmatu 4 plyne A(¢Y) = ()" = R()Y = H(¢Y), a tedy
libovolny prvek z T je kofenem polynomu f; — f. Tento polynom
ma tedy alespon t kofen( a stupen mensi nez t, proto f; = f,.



P={[l\s1(x+a)b b, >0}, G={f(¢); fePyCF
Lemma 5. Plati r > t > 4(log, n)?.

Lemma 6. Jsou-li f; a fo rizné polynomy z P a oba maji stupern
mensi nez t, pak f(¢) # f(¢).

Lemma 7. Plati |G| > %nzﬁ.

Dikaz. Necht = min{{,t — 1}. Z véty o jednozna¢ném rozkladu
polynomi v [Fp[x] na ireducibilni faktory a z lemmatu 3 plyne, zZe
P (x + a)b, kde b, € {0,1}, jsou riizné polynomy z P stupné
mensiho nez t. Podle lemmatu 6 jsou jejich funkéni hodnoty v ¢
rGzné a z toho plyne odhad |G| > 2*. Jsou dvé moznosti: je-li

p =t —1, plati diky odhadu t > 4(log, n)? z lemmatu 5
p=t—1>2tlog,n—1.
Je-li naopak p = ¢, plati diky odhadu r > t z lemmatu 5
1= [2v/rlogy n] > 2v/rlogy n — 1 > 2v/tlogy n — 1.

V obou pfipadech dostavame |G| > 2+ > 22Vitlogan-1 _ %n2ﬁ
a lemma je dokazano.



G={f(¢);feP}CF
Lemma 4. Pro kazdé f € P a kazdé u € U plati f(¢)" = f(¢Y).

Lemma 7. Plati |G| > %nzﬁ.

Oznaéme Uy = {n'p/; i,j € Z,0 < i < [V1], 0 <j < [V1]} C U.
Lemma 8. Pro riiznd u,v € Uy plati ¢" # (V.

Dikaz. Z p < 5 plyne np < %nz, a tedy pro kazdé u € Uy je

u < (3n?)VE < 1n?VE < |G| podle lemmatu 7.

Sporem: predpokladejme, Ze pro rliznd u,v € Uy plati (¥ = (V.
Libovolné g € G je tvaru g = f(() pro néjaké f € P. Podle
lemmatu 4 plati g¥ = f({)" = f(¢") = f(¢Y) = f(¢)” = g¥ a tedy
kazdé g € G je kofenem polynomu x" — x¥. Na zadatku tohoto
diikazu jsme ukazali, ze u a v jsou mensi nez |G|. OvSsem u # v, a
tedy nenulovy polynom x" — x¥ ma vice korenl nezZ je jeho stupen.
To je spor.



Dokonceni dikazu véty 2

T={C"ueU}CF*, t=|T|
Uo=A{n'p;ijeZ 0<i<[Vt],0<j<[Vi]} CU

Lemma 8. Pro riiznd u,v € Uy plati ¢" # (V.

Pocet dvojic (i,)), kde i,j € Z, 0 < i < [Vt], 0 <j < [V1], je
roven ([vt] + 1)? > V£ = t, na druhou stranu z lemmatu 8 plyne
|Ug| < |T|=t. Znamena to, Ze existuji rizné dvojice (i,/) a

(k, m) takové, ze i, j, k,m € {0,1,...,[\/t]} a ze n'p/ = nkp™.
Lze navic predpokladat, ze i > k. Kdyby i = k, muselo by platit i
j= m a dvojice by nebyly rtizné. Je tedy i > k a plati

n'=k = pm=J._ Odtud plyne, Ze v rozkladu &isla n na prvodinitele se
nevyskytuji jind prvocisla neZ p, a tedy n je mocninou prvocisla p.
Véta 2 je dokazana.



