Hledani netrividlniho délitele

Predpokladejme, ze mame dano prirozené Cislo N, o némz vime, Ze
je sloZzené. Nasim Gkolem je nalézt netrividlniho délitele cisla N.

Odhadnéme nejprve ¢asovou naro¢nost metody pokusného déleni:
je tfeba Cislo N postupné vydélit vsemi prvocisly neprevysujicimi
V/N. Kazdé takové déleni zabere &as ¥adu O(In? N), celd metoda je
tedy ¥adu O(Nz In2 N).

Prvni metoda, jejiz Cas je lepsi nez pravé uvedeny, byla navrzena
Lehmannem. Je zaloZena na nasledujici vété.



Lehmannova metoda

Véta (Lehmann). Necht N je liché prirozené Cislo, N = pq, kde

VN < p < q jsou prvocisla. Pak existuji x,y, k € 7 spliujici
(1) x2—y?=4kN, 1<k<I[VN];
(2) 2k = x=1(mod2); 2tk = x=k+ N (mod4);

(3) 0§x2—4kN<%, x> 0.

Jestlize naopak pro dané liché prirozené Cislo N = pq, kde p, q
Jsou prvocisla, mame celd &isla x, y, k spliiujici podminky (1), (2)
a (3), pak jeden z nejvétsich spole¢nych déliteld (x + y, N) a

(x — y, N) je roven p a druhy q.

Rovnéz plati, Ze je-li N liché prvocislo, pak Zadnd trojice celych
Cisel x, y, k spliiujicich podminky (1), (2) a (3) neexistuje.

Dikaz. Pozdéji si ukazeme dilkaz pomoci teorie dobrych
aproximaci, ktery objevil Don Zagier.



Pouziti véty

Mé&jme déno liché prirozené &islo N, o kterém je zndmo, Ze to neni
prvocislo. Metodou pokusného déleni ovéfime, Ze N neni délitelné
prvodisly neprevysujicimi v/N, anebo najdeme netrividlniho délitele.
Tato &ast algoritmu je tedy Fadu O(N% In? ). Pokud N nema
prvoliselného délitele mensiho nez /N, musi byt tvaru N = pg,
kde p, g jsou prvocisla.

Budeme pak postupné volit k € {1, 2, ..., [V/N]} a pro kazdé
takové k nechame x probéhnout vsechna cela Cisla spliujici
podminky (2) a (3) z pfedchozi véty. Pro kazdé takové x pak
testujeme, zda x2 — 4kN je druha mocnina pfirozeného ¢isla.
Pokud ano, oznalime y = v/x? — 4kN a spo&itame (x + y, N), coZ
je p nebo g. Je jasné, Ze Casova narocnost algoritmu zavisi na tom,
jak rychle jsme schopni rozhodnout, zda pfirozené Cislo je nebo
neni druhou mocninou. Cesta vedouci pres vypocet redlné
odmocniny, zaokrouhleni a zkousku jisté neni ta prava.



Algoritmus (Celociselna druha odmocnina). Pro dané
prirozené Cislo n algoritmus najde pfirozené cislo m spliiujici
m? <n<(m+1)>.
1. [Inicializace] Poloz x <« n (viz téz diskusi za algoritmem).
2. [Krok] Pomoci celociselného déleni a posunu spocitej
y — [(x+ [2])/2].
3. [Konec?] Je-liy < x, poloz x «— y a jdi na 2. Jinak vytiskni x a
skonci.
Dukaz algoritmu. Podle kroku 3 hodnota proménné x kles3,
algoritmus se tedy zastavi. Ukazme, Ze vysledek, ktery dava, je
spravny. Protoze x € Z, plati [(x + [2])/2] = [(x + 2)/2].
Ozna¢me q = [/n]. Protoze 1(t — \/n)? > 0 pro libovolné t > 0,
plati %(H— 2) > /n, tedy x > q je splnéno v pribéhu celého
algoritmu. Predpokladejme, Ze se algoritmus zastavil, tj. zZe
y =[(x+ £)/2] > x a dokazme x = q. Pfedpoklddejme x > g + 1.
Pak x > /n a plati
y—x= (30 D] = x = (32 0] = [0 )] <o

spor.



Casova narocnost celociselné odmocniny

V kroku 1 je jisté vyhodnéjsi misto n zvolit ¢islo blizsi \/n. Vhodné
mUze byt napf. zjistit fad e nejvyssi dvojkové cifry n, tj. pfirozené

&islo e spliujici 2¢ < n < 2¢*1 a polozit x «— 214[5]. Pak totiz

x? <2812 < 4n, x*> > 2t > n tj. /n < x < 2\/n. Po provedeni
kroku 2 pak plati

x—y = =X 2 (0 - ) =

= L0+ V) (x = v/n) = A (x+ $)(x = V) = 3(x = Vn).

V kazdém dal$im provedeni kroku 3 se hodnota x — /n zmensi
alespofi &tyfikrat, nebot y —/n = (x —/n) — (x —y) < 3(x — /n)
a tedy krok 3 provadime fadové O(In n)-krat. ProtoZe celociselné
déleni je ¥adu O(In? n), je cely algoritmus ¥adu O(In3 n).



Zkraceni Casu vypoctu

Pokud nds, podobné jako v pfipadé Lehmannova algoritmu, zajima
jen to, zda n je &i neni druhou mocninou pfirozeného Cisla, je
mozné rozhodovani zrychlit: zjistime, zda je n kvadratickym
zbytkem modulo néjaké zvolené ¢islo m (tj. zda m3a FeSeni
kongruence x> = n (mod m) — pokud n je druhou mocninou
prirozeného Cisla, tato kongruence feSeni mit musi). Budeme
postupovat takto: vydélime Cislo n Cislem m se zbytkem a ziskany
zbytek porovname s tabulkou vSech kvadratickych zbytk( modulo
m, kterou budeme mit predem spocitanu v paméti. Vhodnym
modulem muZe byt napiiklad &islo 1989 = 32 - 13- 17 nebo

1925 = 52 .7 - 11. Pravdépodobnost, 7e néhodné zvolené prirozené

Cislo je kvadraticky zbytek modulo 1925 je % 161 = 12745, pro
modul 1989 dokonce j Je l 197 = 221 Provedeme li test pro oba

moduly, pobézi predch02| algorltmus jen s pravdépodobnosti
tedy jen asi v 1,7% ptipadd.

Toto vylepseni nebude mit vliv na asymptotickou ¢asovou
naro¢nost, snizi vsak vyznamné O-konstantu.

5525 !



Algoritmus (Naplnéni tabulek kvadratickych zbytku).

Algoritmus sestavi vektory T1 o délce 1989 a T, o délce 1925 tak,

Ze pro kazdé 0 < i < 1988 plati T1[i] = 1, pravé kdyz kongruence

x? =i (mod 1989) m4 feseni, a pro kazdé 0 < i < 1924 plati

To[i] = 1, prdvé kdyz kongruence x> = i (mod 1925) m4 Feseni.

1. [Napli T1] Pro i od 0 po 1988 poloz T1[i] < 0. Pak pro i od 0
po 994 poloz T[i? mod 1989] « 1.

2. [Naplri T,] Pro i od 0 po 1924 poloz T,[i] < 0. Pak pro i od 0
po 962 poloZ T[i? mod 1925] « 1.



Algoritmus (Test na Etverec). Pro dané prirozené Cislo n

algoritmus zjisti, zda je n druhd mocnina prirozeného Cisla, a

pokud ano, vytiskne \/n.

1. [Test na 1989] Poloz r < nmod 1989. Je-li T1[r] = 0, odpovéz,
Ze n neni druhd mocnina prirozeného cisla a skonci.

2. [Test na 1925] Poloz r — nmod 1925. Je-li T2[r] = 0, odpovéz,
Ze n neni druhda mocnina prirozeného cisla a skonci.

3. [Spocitej odmocninu] Algoritmem celociselné druhé odmocniny
spocitej m = [ﬁ] Je-li n # m?, odpovéz, Ze n neni druha
mocnina pfirozeného Cisla a skonci. Jinak odpovéz, Ze n je
druha mocnina prirozeného Cisla m a skonci.



Casova narocnost Lehmannova algoritmu

Odhadnéme pocet hodnot, které musime za x dosazovat pro pevné
zvolené k € {1, 2, ..., [V/N]}. Odhadneme-li x + 2v/kN > 4/ kN
pomoci (3) ve vyrazu

x2 — 4kN N 1 1 N
X_2W2x+2m< [W]J\/W:zl[em]'\/:’

dostavame, ze x spliuje

1 N
2\/W§x<2\/W+4[3\m]-\/:,

patfi tedy x do intervalu délky 4[\31W] \/g Délka intervalu je radu

O(k_%N%), pro pevné k je tedy asovd nadro¢nost algoritmu ¥adu
O(k~2 N5 In3 N).



Sectenim pres véechna k dostavame, ze celkovad ¢asova narocnost
je Fadu

[/A)
o((N% ) S k*%).
k=1

. _1 1 ,
Pritom flr k~2dk = [2k2]] = 2\/r — 2, volbou r = VN upravime
fad casové narocnosti hledani Cisel k, x, y do tvaru

o((N% In® ) - \/E) = O(N5 In® N).

Protoze ¢asova narocCnost prvni Casti algoritmu, totiz metody
pokusného d&leni &isly neprevygujicimi ¥/N, je ¥adu O(N3 In? N),
je celkova Casova naroc¢nost Lehmannova algoritmu fadu

O(N% In3 N). Lehmannova metoda je tedy asymptoticky vyrazné
lepsi nez algoritmus pokusného déleni, jehoz Casova narocnost je
¥adu O(Nz In? N).



Dalsi metoda hledani netrivialniho délitele:
Pollardova p metoda

Predpokladejme, ze M je kone¢nd mnozinaa f: M — M
zobrazeni. Zvolme xg € M a pro kazdé n € N polozme

Xp = f(Xxp—1). Protoze je M konecnd, v posloupnosti (x,)52
nemohou byt vSechny prvky riizné.

Necht i € NU {0} je nejmensi index, pro ktery existuje néjaky
index n > i s vlastnosti x; = x,. Déle oznacme j nejmensi takové n.
Pak i nazyvdme predperioda a j — i perioda posloupnosti (x,)%% .

Je mozné dokazat, ze stfedni hodnota predperiody i periody
(maji-li véechny dvojice (xo, f) € M x MM stejnou
pravdépodobnost) je fadu O(\/|M]).



Zakladni myslenka Pollardovy p metody

Necht f(x) je mnohoclen s celymi koeficienty. Hleddme
(neznamého) prvodiselného délitele p daného pfirozeného Eisla N,
o kterém jen vime, Ze je slozené. Zvolme celé Cislo xg a pocitejme
Xn = f(xp—1) mod N. Pak ovSem y, = x, mod p vyhovuje téze
rekurzi modulo p. Pokud se f chova jako ndhodné zobrazeni (coz
nevime, ale budeme to pfedpokladat), je predperioda a perioda
posloupnosti (y,)5eo fadu O(,/p), kdeZto predperioda a perioda
posloupnosti (x,)%, je fadu ¥adu O(v/N). D4 se tedy Cekat, Ze
existuji i < j tak, ze y; = yj, ale x; # x;. Pak ovSem je (x; — x;j, N)
netrivialni délitel Cisla M.

Je nutné néjak zvolit xg a f. Volba xg se zda byt nepodstatna, ne
vsak volba f. Je vhodné, aby f byl jednoduchy polynom pro
vypocet, linedrni se vSak nezda byt vhodny. Budeme tedy volit f
jako co nejjednodussi kvadraticky polynom. Je ovéreno
experimentélné, e polynomy f = x? a f = x?> — 2 nejsou vhodné,
kde?to f = x% + ¢, kde ¢ # 0 a ¢ # —2, pracuje docela dobre, i
kdyZ nejsme schopni odhadnout ani periodu ani predperiodu.



Implementace Pollardovy p metody

Je jasné, Ze uchovavani vsech jiz vypoctenych ¢Elend posloupnosti
(%n)52 a jejich neustdlé porovnavani s nové vypoctenou hodnotou
by bylo velmi zdlouhavé. Jednoduchou metodou, jak se tomuto
zdlouhavému vypoctu vyhnout, je porovnavat postupné x, a xo,.
Pak totiz prvociselného délitele p Cisla N objevime nejpozdéji po k
krocich, kde k je soulet predperiody a periody posloupnosti
modulo p. Znamena to pocitat iterace dvou posloupnosti: poloZit
2y = Xp, iterovat x, = f(x,—1) mod N a z, = f(f(z,—1)) mod N a
pocitat (xp, — zn, N).

Za (nedokdzaného) predpokladu, ze f se chové jako ndhodné
zobrazeni, je pocet nutnych krokli O(,/p). V kazdém kroku
pocitame trikrat f, dvakrat zbytek po déleni N a jednou nejvétsi
spoleny délitel, ve je O(In? N). Celkova ¢asova naroénost je tedy
O(/pIn? N), coz vzhledem k p < /N davad O(v/NIn? N). Je
vhodné si uvédomit, ze podobné jako metoda postupného déleni je
i tato metoda citlivd k velikosti prvocliselnych déliteldl — ,,malé”
délitele Cisla N odstranuje rychleji nez ,velké".



Dalsi metoda hledani netrivialniho délitele:
Pollardova p — 1 metoda

Tato metoda je schopna najit i znacné velké prvociselné délitele p
¢isla N, pokud p — 1 neni délitelné pfilis velkou mocninou prvodisla.

Definice. Necht B je pfirozené Cislo. Rekneme, ze pfirozené Cislo n
je B-hladké, jestlize pro libovolné prvodislo p a libovolné prirozené
Cislo k plati

“

pP“Iln = pk<B.

Priklad. Vime, ze pro kazdé n € N plati, ze (2n") je 2n-hladké.
Dokazali jsme totiz uz drive, Ze plati

Lemma 2. Pro libovolné€ pfirozené Cislo n a libovolné prvocislo p
plati: je-li £ = Vp((z:)), pak pt < 2n.



Zakladni myslenka Pollardovy p — 1 metody
Prepokladejme, Ze pro néjaky prvociselny délitel p Cisla N plati, ze
Cislo p — 1 je B-hladké pro néjaké nepfilis velké prirozené Cislo B.
Zvolme libovolné 1 < a < N. Je-li (a, N) > 1, jsme hotovi. Budeme
proto predpokladat, ze (a, N) = 1. Pak podle definice ¢islo p — 1
déli nejmensi spolecny nasobek Lg cCisel 1,2,3,..., B. Z Fermatovy
véty pak plyne at® = 1 (mod p) a tedy (at® — 1, N) > 1. Budeme
tedy testovat posledni podminku pro zvysujici se hodnoty
exponentu e | Lg (budeme postupné umocriovat na faktory
z kanonického rozkladu &isla Lg). Je velmi nepravdépodobné, ze
poprvé, kdy plati (a® — 1, N) > 1, je tento nejvétsi spoleny délitel
roven N. Miize se ovsem stejné stat, ze metoda selze, jestlize pro
zadné prvocislo p | N islo p — 1 neni B-hladké.

PFi vypoctu zabere nejvice Casu vypocet nejvétsiho spole¢ného
délitele, proto budeme postupovat tak, ze budeme uchovavat
souciny a pocitat nejvétsi spoleény délitel jen ¢as od ¢asu. Pokud
je totiz soucin nékolika Cisel nesoudélny s N, musi byt kazdy Cinitel
nesoudélny s N. Je-li naopak tento soucin soudélny s N, vratime se
zpét a spoclitdme nejvétsi spolecné délitele s N vSem cCiniteltim.



Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, prvni stadium). Dano

slozené N a hranice B, hledame netrividlniho délitele N. Mame

tabulku p[1], p[2], ..., p[k] vSech prvolisel mensich nebo rovnych B.

1. [Inicializace] Poloz x — 2,y «— x, P+—1,¢c«0,i <0, j « I.

2. [Dalsi prvocislo] Poloz i < i+ 1. Je-li i > k, spocti nejvétsi
spolecny délitel g — (P, N). Je-li g = 1, napis, Ze jsi neuspél a
skondi, jinak poloZ i — j, x < y a jdi na 5. Jinak (tj. pro i < k)
poloz q — pli], r — q, £ — [Z].

3. [Spocti mocninu] Dokud r < ¢, délej r — r - q. Pak poloz
x—x"modN, P— P-(x—1)modN, ¢+ c+1 ajeli
c < 20, jdi na 2.

4. [Nejvétsi spole¢ny délitel] Poloz g <~ (P, N). Je-li g = 1, poloz
c—0,j«— i, y«—xajdina2 Jinak poloZi«— j, x — y.

5. [Pocitej znovu] Poloz i — i+ 1, q < pli], r — q.

6. [Skoncil jsi?] Poloz x < x9mod N, g «+ (x — 1, N). Je-li g = 1,
poloZz r — q-r a je-lir < B, jdi na 6, jinak jdi na 5. Jinak (tj.
pro g > 1), je-li g < N, vytiskni g a skonci. Konecné, je-li
g = N (velmi nepravdépodobné), napis, Ze jsi neuspél a skonci.



Pokud algoritmus selhal v bodé 6, znamena to, ze vSechna
prvocisla p délici N byla nalezena soucasné, coz je zna¢né
nepravdépodobné. Miize proto mit smysl zkusit tentyz algoritmus
s jinou pocateéni hodnotou (napf. x « 3).

| v této jednoduché formé jsou vysledky algoritmu plsobivé.
Samoziejmé, jsou-li p < g prvodisla zhruba stejné velka takova, ze
i2p+1a2qg+1jsou prvocisla, pro N = (2p+ 1)(2g + 1) by
algoritmus rozlozil N jen pro B > p. Uspél by tedy za dobu
srovnatelnou s algoritmem pokusného déleni.

Obvyklé hodnoty B jsou mezi 10° a 10°.



Druhé stadium Pollardovy p — 1 metody
Pozadavek, aby existovalo prvocislo p | N takové, ze p — 1 je
B-hladké, je pomérné silny. Ma proto smysl jej zeslabit a
pozadovat jen, aby bylo p — 1 zcela rozlozeno po pokusném déleni
do hranice B, tj. pozadovat, aby p—1 = f - q, kde f je B-hladké a
q je prvodislo vétsi nez B (ale zase ne prilis velké). Pro nase cely
budeme predpokladat, ze f je Bi-hladké a prvocislo g splnuje
B1 < g < By, kde B; je nade staré B a By je o dost vétsi
konstanta. Samozrfejmé, ze bychom p objevili i pfedchozim
algoritmem pro B = By, ale to by trvalo pfilis dlouho.
Podobné jako predtim nyni plati (a9-8 — 1, N) > 1. Budeme
postupovat takto: po ukonceni prvniho stadia (tj. pfedchoziho
algoritmu) mame spocitano b = a8 mod N. Predpokladejme, Ze
mdame ulozeny rozdily prvocisel od By do B;. Tyto rozdily jsou
malé a je jich nemnoho. Mtzeme proto snadno predpodéitat b? pro
vSechny mozné rozdily d a ziskat b9 postupnym donasobovanim
pavodni mocniny b predpoéitanymi hodnotami b9. Znamena to, Ze
pro kazdé prvocislo mezi B; a B, nahradime umocnovani pouhym
nasobenim, které je samozifejmé mnohem rychlejsi.



Algoritmus (Pollardova p — 1 metoda, druhé stadium). Daéno sloZené N a

hranice By a B>, hledime netrividlniho délitele N. Mame tabulku

pl1l, p[2],. .., plki] vsech prvoéisel mensich nebo rovnych By a tabulku

d[1], d[2],..., d[kz] vSech diferenci prvoéisel mezi By a B, tak, ze

d[1] = plki + 1] — p[ki] atd.

1. [Prvni stadium] Pro B = By (a k = ki) zkus rozloZit N pomoci pfedchoziho
algoritmu. Jestlize tento algoritmus uspéje, skoncCi. Jinak tento algoritmus
dal x. Poloz b<— x, P«—1,c«0,i«0,j« 1.

2. [Predpocitani] Pro vsechny hodnoty rozdili d[i] (které jsou malé a je jich
maélo) spocitej a uloz b, Poloz x — xPll mod N, y — x.

3. [Vpfed] Poloz i — i+ 1, x — x - bW (pomoci predpocitané hodnoty b?),
P—P-(x—=1)modN, c — c+1. Je-lii > ke, jdi na 6. Jinak, je-li c < 20,
Jdi na 3.

4. [Nejvétsi spole¢ny délitel] Poloz g — (P, N). Je-li g =1, poloZ ¢ «— 0,
j«— i,y xajdina3.

5. [Pocitej znovu] Poloz i — j, x « y. Pak opakuj x — x - b, i — i1,

g <« (x — 1, N) dokud nenastane g > 1 (coZ musi nastat). Je-lig < N,
vytiskni g a skonéi. Jinak (tj. je-li g = N, coZ je velmi nepravdépodobné),
napis, Ze jsi neuspél a skondi.

6. [Neuspél jsi?] PoloZ g — (P, N). Je-li g > 1, jdi na 5. V opa&ném pripadé
(4. je-li g = 1), napis, Ze jsi neuspél a skonci.



V pripadé nepravdépodobného neiispésného konce v kroku 5 by
také bylo mozné zacit znovu prvni stadium pro x «<— 3 misto x «— 2
v kroku 1.

V této formé je algoritmus mnohem efektivnéjsi nez ve formé
pouze prvniho stadia. Obvyklé hodnoty konstant jsou By = 2 - 10°,
B, = 108.

Algoritmus je zaloZen na aritmetice grupy ;. Podobné Ize
pracovat i v IE‘:2/IFX, v tomto pripadé je pozadovdna B-hladkost
Cisla p+ 1 misto p — 1.

Bylo by mozné samoziejmé pracovat i v F:4/IF:2 nebo IF;/F;
nebo F:6/(IF;2 -F:3) s pozadavkem B-hladkosti &isla p? + 1 nebo
p> 4+ p+ 1 nebo p> — p+ 1. To uZ jsou ale mnohem vétsi &isla a
splnéni pozadavku B-hladkosti téchto Cisel je méné
pravdépodobné. Potrebujeme proto dalsi grupy, jejichz rad je
zhruba p, ve kterych jsme schopni pracovat (aniz zndme prvocislo
p). Takovymi grupami jsou grupy eliptickych kfivek nad IFp.



