
Souvislost dobrých aproximaćı s řetězovými zlomky
Předpokládejme, že θ ∈ R− 1

2Z a definujme celá č́ısla pn, qn pro
n ≥ 0 a an pro n ≥ 1 jako ve větě o dobrých aproximaćıch. Pro
každé n ≥ 1 ještě označme

θn = |qnθ−pn|
|qn−1θ−pn−1| .

Rekurentńı vztahy z věty zaručuj́ı, že pro každé n ≥ 1 plat́ı

|qn−1θ − pn−1| = an|qnθ − pn|+ |qn+1θ − pn+1|,
a tedy θ−1n = an + θn+1, odkud

θn = 1
an+θn+1

,

což spolu s θ1 = 〈θ〉 dává
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Př́ıklad: spoč́ıtejme několik dobrých aproximaćı č́ısla
√

15
Je tedy p0 = 1, q0 = 0, p1 = [

√
15] = 3, q1 = 1 a plat́ı

θ−11 = 1√
15−3 =

√
15+3
15−9 = 1 +

√
15−3
6 , a1 = 1,

θ−12 = 6√
15−3 = 6(

√
15+3)

15−9 = 6 + (
√

15− 3), a2 = 6,

θ−13 = θ−11 , a3 = a1 = 1, a4 = a2 = 6, atd.

Posloupnost an
je periodická. Výpočet č́ısel pn, qn je výhodné uspǒrádat do tabulky:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pn 1 3 4 27 31 213 244 1677 1921 13203 15124
qn 0 1 1 7 8 55 63 433 496 3409 3905
an 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6

Protože a1 = 1, dostáváme dobré aproximace č́ısla
√
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Daľśı moderńı metody hledáńı netriviálńıho dělitele
Nejúčinněǰśı metody:

I Lenstrova metoda eliptických ǩrivek,

I metoda kvadratického śıta,

I metoda śıta v č́ıselném tělese.

Základńı myšlenka kvadratického śıta i śıta v č́ıselném tělese je
stejná jako základńı myšlenka metody řetězových zlomk̊u, která je
historicky prvńı metodou subexponenciálńıho času a byla na konci
60-tých let a v 70-tých letech hlavńı použ́ıvanou metodou.

Necht’ N je (velké) složené p̌rirozené č́ıslo, které neńı dělitelné
žádnými

”
malými“ prvoč́ısly (tj. prvoč́ısly ≤ B) a které neńı

mocninou prvoč́ısla. Hledáme netriviálńıho dělitele č́ısla N.

Budeme hledat x , y ∈ Z, aby platilo

x2 ≡ y2 (modN) a p̌ritom x 6≡ ±y (modN).

Protože x2 − y2 = (x − y)(x + y), je jasné, že pak nejvěťśı
společný dělitel (x + y ,N) bude netriviálńı dělitel č́ısla N.



Jak hledat x , y ∈ Z, x2 ≡ y 2 (modN), x 6≡ ±y (modN)
Hledáme kongruence tvaru

x2k ≡ (−1)e0kpe1k1 pe2k2 · · · p
emk
m (modN),

kde pi jsou
”
malá“ prvoč́ısla a eik ∈ {0, 1}. Nalezneme-li

dostatečně mnoho takových kongruenćı (tj. alespoň n ≥ m + 2),
můžeme Gaussovou eliminaćı nad F2 v m + 1-rozměrném prostoru
Fm+1
2 naj́ıt lineárńı závislost mezi n vektory (e0k , e1k , . . . , emk),

(ztotožňujeme {0, 1} s F2), tj. naj́ıt ε1, . . . , εn ∈ F2, ne všechna
nulová, pro která je

∑n
k=1 εk(e0k , e1k , . . . , emk) nulový vektor.

Budeme-li nyńı ε1, . . . , εn považovat za celá č́ısla, pak pro každé
i ∈ {0, 1, . . . ,m} je č́ıslo vi = 1

2

∑n
k=1 εkeik ∈ Z, protože∑n

k=1 εkeik lež́ı v jáďre homomorfismu okruhů Z→ F2.
Pak pro x =

∏n
k=1 x

εk
k , y = pv11 pv22 · · · pvmm , plat́ı

x2 =
n∏

k=1

x2εkk ≡
n∏

k=1

(
(−1)e0kpe1k1 pe2k2 · · · p

emk
m

)εk = y2 (modN),

což nám dá netriviálńıho dělitele č́ısla N, pokud x 6≡ y (modN).



Jak hledat x , y ∈ Z, x2 ≡ y 2 (modN), x 6≡ ±y (modN)

V p̌ŕıpadě, že liché N je dělitelné právě r prvoč́ısly, je
pravděpodobnost, že nastane x ≡ ±y (modN) za p̌redpokladu, že
plat́ı x2 ≡ y2 (modN) a (N, xy) = 1, rovna 21−r . Proto je vhodné
volit n o něco věťśı než m + 2, abychom Gaussovou eliminaćı našli
v́ıce závislost́ı.

Množina {p1, . . . , pm} se nazývá báze faktorizace. Způsoby, jak ji
zvolit optimálně a jak hledat poťrebné kongruence

x2k ≡ (−1)e0kpe1k1 pe2k2 · · · p
emk
m (modN),

se u jednotlivých metod lǐśı. Vždy však je mezi exponenty na pravé
straně kongruence jen několik jedniček.

Matice takové soustavy má tedy v každém řádku jen několik
jedniček a zbytek tvǒŕı nuly. Uložit celou tuto obrovskou

”
ř́ıdkou“

matici do paměti se nám patrně nepodǎŕı. Proto je ťreba Gaussovu
eliminaci provádět jinak, než u malých matic.



Gaussova eliminace
”
ř́ıdké“ matice

Nemáme uloženou celou matici, ale pro každý řádek máme uloženy
jen informace o poloze jedniček v tomto řádku.
Při prováděńı eliminace se rozlǐsuje mezi

”
ř́ıdkými“ a

”
hustými“

sloupci: hodnoty v
”
hustých“ sloupćıch se neuchovávaj́ı, ḿısto nich

se uchovává pro každý řádek informace o tom, jak byl odvozen
z původńı matice (tj. kterých řádk̊u původńı matice je součtem).
Eliminace se provád́ı tak, že hledáme řádek, který má pouze jednu
jedničku v

”
ř́ıdkých“ sloupćıch. Ten pak p̌ričteme ke všem řádk̊um,

které v tomto sloupci maj́ı jedničku. Poté už tento řádek
nebudeme poťrebovat. V p̌ŕıpadě, že žádný řádek, který by měl
pouze jednu jedničku v

”
ř́ıdkých“ sloupćıch, neexistuje, vybereme

ten, který má jedniček co nejméně. Vybereme v něm jednu
jedničku a sloupce, ve kterých jsou ostatńı jedničky tohoto řádku,
prohláśıme za husté. Skonč́ıme v okamžiku, kdy už nemáme žádný
ř́ıdký sloupec. Pomoćı informaćı o odvozováńı řádk̊u nyńı
sestav́ıme mnohem menš́ı

”
hustou“ matici, v ńıž se provede

Gaussova eliminace obvyklým způsobem.



Metoda řetězových zlomk̊u

Poťrebujeme hledat kongruence tvaru

x2k ≡ (−1)e0kpe1k1 pe2k2 · · · p
emk
m (modN),

kde pi jsou pevně zvolená prvoč́ısla a eik ∈ {0, 1}.

Budeme vycházet z toho, že pokud zvoĺıme do naš́ı báze
faktorizace všechna prvoč́ısla p1, . . . , pm menš́ı než nějaká hranice
a najdeme-li kongruenci x2 ≡ t (modN) s

”
malým“ |t|, je reálná

šance, že v rozkladu č́ısla |t| se nevyskytuj́ı jiná prvoč́ısla než
p1, . . . , pm a tedy že źıskáme kongruenci požadovaného tvaru.



Metoda řetězových zlomk̊u - základńı myšlenka
Necht’ p

q je dobrá aproximace č́ısla
√
kN, kde k je nějaké nep̌ŕılǐs

velké p̌rirozené č́ıslo nedělitelné druhou mocninou prvoč́ısla. Pak∣∣∣√kN − p
q

∣∣∣ < 1
q2
.

Označme t = p2 − kNq2. Pak p2 ≡ t (modN). Nalezněme odhad
pro |t|. Pak

− 1
q <

√
p2 − t − p < 1

q .

Přičteńım p, umocněńım a odečteńım p2 dostaneme

−2p
q + 1

q2
< −t < 2p

q + 1
q2
,

odkud vzhledem k
√
kN > p

q −
1
q2

plyne

|t| < 2p
q + 1

q2
< 2
√
kN + 3

q2
.

Č́ıslo |t| tedy opravdu neńı
”
velké“ a šance na źıskáńı užitečné

kongruence hledaného tvaru je.



Metoda řetězových zlomk̊u - postup

Metoda řetězových zlomk̊u tedy dává následuj́ıćı algoritmus:
postupně za k voĺıme p̌rirozená č́ısla nedělitelná druhou mocninou
prvoč́ısla a pro každé takové k poč́ıtáme jistý počet dobrých
aproximaćı p

q . Pro každou dobrou aproximaci zkouš́ıme rozložit

č́ıslo |t| = |p2 − kNq2| pomoćı prvoč́ısel z báze faktorizace. Jestliže
se to podǎŕı, źıskáme kongruenci požadovaného tvaru.

Pokud |t| neńı možné rozložit pomoćı prvoč́ısel z báze faktorizace,
avšak plat́ı |t| = F · U, kde F se pomoćı prvoč́ısel z báze
faktorizace rozkládá a U je (asi) prvoč́ıslo podle testu Millera a
Rabina, je vhodné uložit i trojici (p, t,U). Źıskáme-li totiž později
ještě jinou trojici (p′, t ′,U) se stejným U, pak z p2 ≡ t (modN) a
(p′)2 ≡ t ′ (modN) źıskáme kongruenci požadovaného tvaru
x2 ≡ tt′

U2 (modN), kde x je řešeńı kongruence Ux ≡ pp′ (modN).



Lepš́ı metoda: metoda kvadratického śıta

Jiným způsobem budeme opět hledat kongruence tvaru

x2k ≡ (−1)e0kpe1k1 pe2k2 · · · p
emk
m (modN),

kde pi jsou pevně zvolená prvoč́ısla a eik ∈ {0, 1}.
Označme d = [

√
N] a uvažme kvadratický polynom

Q(x) = (x + d)2 − N.

Je jasné, že Q(a) ≡ (a + d)2 (modN) a že |Q(a)| nebude
”
velké“

pro celá č́ısla a s
”
malou“ absolutńı hodnotou. Ačkoli je to

jednoduš̌śı metoda generováńı
”
malých“ kvadrát̊u modulo N než

metoda řetězových zlomk̊u, zat́ım neńı p̌ŕılǐs zaj́ımavá. Rozhoduj́ıćı
důvod, proč je tato metoda rychleǰśı než metoda řetězových
zlomk̊u, je tento: neńı nutné rozkládat

”
malé“ kvadráty modulo N.

Vzhledem k tomu, že věťsinu z nich rozložit nad zvolenou báźı
faktorizace nelze, znamená toto marné rozkládáńı plýtváńı časem.



Metoda kvadratického śıta - postup prośıváńı
Předpokládejme, že pro nějaké n ∈ N v́ıme, že n | Q(a). Pak ovšem
pro každé k ∈ Z plat́ı n | Q(a + kn). Hledat takové a znamená
řešit kongruenci x2 ≡ N (mod n) a vźıt a = x − d . Přitom řešeńı
této kongruence pro malé n neńı tak obt́ıžné (pro prvoč́ıslo n
existuje Shanks̊uv algoritmus časové náročnosti O(ln4 n)).

Jak budeme č́ısla prośıvat: pro každé celé č́ıslo a z velmi dlouhého
intervalu ulož́ıme do vektoru indexovaného a p̌ribližnou hodnotu
log2 |Q(a)| (stač́ı 1

2 plus řád prvńı jedničky binárńıho zápisu, pak je
chyba menš́ı než 1

2).

Pak pro všechny mocniny prvoč́ısel pk ≤ B pro zvolené B
odečteme log2 p od všech prvk̊u v našem vektoru, jejichž index a je
kongruentńı modulo pk s p̌redem vypočteným řešeńım kongruence
Q(a) ≡ 0 (mod pk), tj. (a + d)2 ≡ N (mod pk). Protože
p̌redpokládáme, že p - N, má pro lichá p tato kongruence dvě
řešeńı, je-li N kvadratický zbytek modulo p, a žádné, jestliže je N
kvadratický nezbytek modulo p – do báze faktorizace tedy dáváme
kromě 2 jen ta prvoč́ısla, pro která je N kvadratický zbytek.



Metoda kvadratického śıta - vyhodnoceńı prośıváńı
Po ukončeńı prośıváńı zjist́ıme, pro která a neńı Q(a) dělitelné
mocninou prvoč́ısla věťśı než B. Pro tato a je totiž prvek ve
vektoru indexovaný a malý (kdyby logaritmy byly p̌resné, byla by to
nula). V opačném p̌ŕıpadě zde muśı být č́ıslo věťśı než log2 B
(odhlédneme-li od nep̌resnosti logaritmů).

Odhadněme poťrebnou p̌resnost ε výpočtu log2 p. Označme k
nejvěťśı č́ıslo ve vektoru p̌red započet́ım prośıváńı. Pak každé č́ıslo
|Q(a)| má nejvýše k činitel̊u. Je-li Q(a) rozložitelné pomoćı naš́ı
báze faktorizace, je po provedeńı odč́ıtáńı logaritmů ve vektoru
s indexem a č́ıslo menš́ı než 1

2 + kε. Naproti tomu pro
nerozložitelné Q(a) dostaneme č́ıslo věťśı než

(log2 B)− 1
2 − (k + 1

2 − log2 B)ε. Stač́ı tedy ε < −1+log2 B

2k+ 1
2
−log2 B

.

Pak pro všechna a, pro které jsme dostali ve vektoru č́ıslo menš́ı
než 1

2 + kε, spoč́ıtáme znovu Q(a) a rozlož́ıme, č́ımž źıskáme
kongruenci požadovaného tvaru. Máme-li dost ḿısta v paměti,
ukládáme v pr̊uběhu prośıváńı u každé položky a několik nejvěťśıch
prvoč́ısel, jejichž logaritmy odč́ıtáme, což pak urychĺı rozkládáńı.



Metoda kvadratického śıta - možnosti vylepšeńı

Podobně jako u metody řetězových zlomk̊u i v tomto p̌ŕıpadě
můžeme hledat kongruence x2 ≡ F · U (modN), kde F se pomoćı
prvoč́ısel z báze faktorizace rozkládá a U je

”
nep̌ŕılǐs velké“ č́ıslo.

V tom p̌ŕıpadě rozkládáme Q(a) pro všechna a, pro které po
prośıváńı z̊ustalo ve vektoru č́ıslo menš́ı než nějaká p̌redem daná
mez a nerozložitelný faktor spolu s a uchováváme pro p̌ŕıpad, že by
se týž faktor objevil ještě jednou.

Nevýhodou je, že na dlouhém intervalu prośıváńı hodnoty
polynomu Q(x) značně rostou a s t́ım i klesaj́ı naše šance na
úspěšné rozložeńı. Mohli bychom proto vźıt ještě daľśı polynom a
prośıvat i jeho hodnoty, nap̌ŕıklad Q(x) = (x + [

√
`N ])2 − `N pro

nějaké p̌rirozené č́ıslo ` nedělitelné druhou mocninou prvoč́ısla.
V tom p̌ŕıpadě bychom však museli doplnit naši bázi faktorizace:
máme v ńı pouze ta prvoč́ısla p, pro která je N kvadratický zbytek
modulo p, kdežto nyńı poťrebujeme ta, pro která je `N kvadratický
zbytek modulo p. Ovšem zvěťseńı báze faktorizace znamená
poťrebu v́ıce kongruenćı a také Gaussovu eliminaci věťśı matice.


