Souvislost dobrych aproximaci s fetézovymi zlomky
P¥edpokladejme, Ze § € R — %Z a definujme cela &isla pn, gn pro
n>0a a, pro n>1 jako ve vété& o dobrych aproximacich. Pro
kazdé n > 1 jesté oznalme

6. = [Gn0—pn
n |Qn719*Pn71| :

Rekurentni vztahy z véty zaruluji, Ze pro kazdé n > 1 platfi

|gn—10 — Pn—1| = an|qn® — pn| + |qn160 — pnt1l,
atedy 01 =a,+ 60,1, odkud
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Ptiklad: spocitejme nékolik dobrych aproximaci &isla v/15
Jetedy po=1, g0 =0, p1 = [V/15] = 3, q1 = 1 a plati

-1 _ 1 1543 _ V/15-3 _

0" = 5 ="ne =1+t  a=1L

by = \/£—3 - 6(\{533) =6+ (V15 - 3), a =6,
93_1:91_]" az = a; = 1, as = ap =6, atd.

Posloupnost a,
je periodickd. Vypocet Cisel pp, g, je vyhodné usporadat do tabulky:

n|0|1(2, 3|4 |5 |6 | 7 | 8 9 10

pn |1 4|27 | 31| 213 | 244 | 1677 | 1921 | 13203 | 15124

3
g |01 |1| 7 | 8 | 55 | 63 | 433 | 496 | 3409 | 3905
an 116 1] 6 1 6 1 6 1 6

ProtoZe a; = 1, dostdvame dobré aproximace &isla v/ 15 aZ pro
n > 2, jsou to &isla
27 31 213 244 1677 1921 13203 15124
77 87 557 637 4337 496 3409 3905




Dals$i moderni metody hledani netrividlniho délitele
Nejacinngjsi metody:
» Lenstrova metoda eliptickych k¥ivek,
» metoda kvadratického sita,
» metoda sita v &iselném télese.

Z3akladni myslenka kvadratického sita i sita v &iselném télese je
stejnd jako zdkladni myslenka metody Fetézovych zlomkd, ktera je
historicky prvni metodou subexponencidlniho ¢asu a byla na konci
60-tych let a v 70-tych letech hlavni pouZivanou metodou.

Necht N je (velké) sloZené p¥irozené &islo, které neni d&litelné
Zadnymi ,malymi" prvolisly (tj. prvotisly < B) a které nenf{
mocninou prvocisla. Hledame netrividlniho délitele &isla .
Budeme hledat x, y € Z, aby platilo

x?=y? (mod N) a pfitom x # £y (mod N).

Protoze x?> — y2 = (x — y)(x + y), je jasné, Ze pak nejv&tsi
spole¢ny dé&litel (x + y, N) bude netrividlni délitel &isla V.



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

Hleddme kongruence tvaru
xp = (—1)%kpgteps* - - p&mk (mod N),

kde p; jsou ,mald" prvotisla a ey € {0,1}. Nalezneme-li
dostate&n& mnoho takovych kongruenci (tj. alespofi n > m + 2),
muzeme Gaussovou eliminaci nad Fy v m + 1-rozmé&rném prostoru
F;’H najit linedrni zavislost mezi n vektory (epk, €1k, - - - » €mk),
(ztotoziujeme {0, 1} s F2), tj. najit €1,...,e, € F2, ne viechna
nulovd, pro kterd je Yy _; ck(€ok, €1ks - - - » €mk) nulovy vektor.
Budeme-li nyni €1,...,e, povaZovat za celd &isla, pak pro kazdé
i€{0,1,...,m} je&islo v; = %22:1 exeix € 7, protoze

> k1 Ekeik lezi v jad¥e homomorfismu okruhii Z — Fy.

Pak pro x = [[i_q1 x*, y = pi*py? - - pyry, plati

Xzsk_ _1 €0k p€1k n€2k ... pemk )k — 2 (mod N
H H( )Py p; Pm y ’

k=1

coz ndm da netrividlniho dé&litele &isla N, pokud x #Z y (mod N).



Jak hledat x, y € Z, x> = y? (mod N), x # £y (mod N)

V ptipadé, zZe liché N je délitelné pravé r prvocisly, je
pravdé&podobnost, Ze nastane x = +y (mod N) za p¥edpokladu, Ze
plati x2 = y? (mod N) a (N, xy) = 1, rovna 21", Proto je vhodné
volit n o néco vétsi nez m 4+ 2, abychom Gaussovou eliminaci nasli
vice zavislosti.

MnoZina {p1,...,pm} se nazyva baze faktorizace. Zpisoby, jak ji
zvolit optimalné a jak hledat potfebné kongruence

o = (~1)™ M pg - ply (mod ),

se u jednotlivych metod lisi. VZdy vSak je mezi exponenty na pravé
stran& kongruence jen nékolik jednigek.

Matice takové soustavy ma tedy v kazdém ¥adku jen nékolik
jednitek a zbytek tvofi nuly. UloZit celou tuto obrovskou ,Fidkou"
matici do paméti se ndm patrné nepodaf¥i. Proto je tfeba Gaussovu
eliminaci provadét jinak, nez u malych matic.



Gaussova eliminace | fidké" matice

Nemdame uloZenou celou matici, ale pro kazdy fadek mame ulozeny
jen informace o poloze jednitek v tomto Fadku.

P¥i provadéni eliminace se rozliSuje mezi , ¥idkymi* a ,,hustymi*
sloupci: hodnoty v ,hustych” sloupcich se neuchovdvaji, misto nich
se uchovava pro kaZzdy ¥adek informace o tom, jak byl odvozen

z plvodni matice (tj. kterych ¥adkd plvodni matice je souttem).
Eliminace se provadi tak, Ze hleddme ¥adek, ktery ma pouze jednu
jedni¢ku v ,Fidkych" sloupcich. Ten pak pfi¢teme ke véem ¥Fadkim,
které v tomto sloupci maji jedni¢ku. Poté uZ tento ¥adek
nebudeme potfebovat. V pFipadé, Zze Zadny ¥adek, ktery by mél
pouze jednu jedni¢ku v ,Fidkych” sloupcich, neexistuje, vybereme
ten, ktery ma jedni¢ek co nejméné. Vybereme v ném jednu
jedni¢ku a sloupce, ve kterych jsou ostatni jedni¢ky tohoto ¥adku,
prohlasime za husté. Skon&ime v okamZiku, kdy uZ nemame Z3dny
Fidky sloupec. Pomoci informaci o odvozovani ¥adkd nyni
sestavime mnohem mensi ,hustou” matici, v nizZ se provede
Gaussova eliminace obvyklym zplisobem.



Metoda fetézovych zlomki

Potfebujeme hledat kongruence tvaru
X3 = (~1) St - pl (mod ),

kde p; jsou pevné zvolend prvotisla a ey € {0,1}.

Budeme vychdzet z toho, Ze pokud zvolime do na&i baze
faktorizace v8echna prvodisla ps, ..., pm mensi nez né&jaka hranice
a najdeme-li kongruenci x> =t (mod N) s ,malym" |t], je redIn4
Sance, Ze v rozkladu &isla |t| se nevyskytuji jind prvocisla nez
pi,-..,Pm a tedy Ze ziskdme kongruenci pozadovaného tvaru.



Metoda fetézovych zlomki - zdkladni myslenka

Necht 2 q je dobrd aproximace &isla v kN, kde k je néjaké nepfilis
velké p¥irozené &islo nedélitelné druhou mocninou prvoéisla. Pak

VAN 2| < L
Oznatme t = p?> — kNg?. Pak p? = t (mod N). Naleznéme odhad

pro |t|. Pak
—*<VP - P<*

P¥i¢tenim p, umocn&nim a odettenim p? dostaneme
2 1 - _ 2p 1
g T <—t<T+a
odkud vzhledem k vk > £ = pIyne
It] <2—;’+$<2\/kN+%

Cislo |t| tedy opravdu neni ,velké" a 3ance na ziskdni uZite&né
kongruence hledaného tvaru je.



Metoda fetézovych zlomki - postup

Metoda Yetézovych zlomki tedy dava nasledujici algoritmus:
postupné za k volime pfirozena &isla nedélitelnd druhou mocninou
prvolisla a pro kazdé takové k po&itame jisty pocet dobrych
aproximacfi g. Pro kazdou dobrou aproximaci zkou$ime rozloZit
&islo [t| = |p? — kNg?| pomoci prvotisel z baze faktorizace. Jestlize
se to podafi, ziskdme kongruenci poZadovaného tvaru.

Pokud |t| neni moZné rozloZit pomoci prvotisel z bize faktorizace,
aviak plati |[t| = F - U, kde F se pomoci prvotisel z baze
faktorizace rozklada a U je (asi) prvotislo podle testu Millera a
Rabina, je vhodné uloZit i trojici (p, t, U). Ziskdme-li totiZz pozdé&ji
jest& jinou trojici (p', ', U) se stejnym U, pak z p> = t (mod N) a
(p')? = t' (mod N) ziskdme kongruenci poZadovaného tvaru

x? = fj—t; (mod N), kde x je Fe3eni kongruence Ux = pp’ (mod ).



Lepsi metoda: metoda kvadratického sita
Jinym zplisobem budeme opét hledat kongruence tvaru
= (1) p{ps - pig* (mod N).

kde p; jsou pevné zvolend prvoiisla a ey € {0,1}.
Oznatme d = [v/N] a uvazme kvadraticky polynom

Q(x) = (x + d)?> — N.

Je jasné, ze Q(a) = (a+ d)? (mod N) a Ze |Q(a)| nebude ,velké"
pro cela &isla a s ,malou” absolutni hodnotou. Ackoli je to
jednodussi metoda generovani ,,malych* kvadratli modulo N neZ
metoda ¥etézovych zlomki, zatim neni p¥ili§ zajimava. Rozhodujici
dlivod, pro¢ je tato metoda rychlej$i neZ metoda fetézovych
zlomkd, je tento: neni nutné rozkladdat , malé" kvadraty modulo N.
Vzhledem k tomu, Ze v&tSinu z nich rozloZit nad zvolenou bazi

faktorizace nelze, znamend toto marné rozkladani plytvani ¢asem.



Metoda kvadratického sita - postup prosivani

P¥edpokladejme, Ze pro n&jaké n € N vime, Zze n | Q(a). Pak oviem
pro kazdé k € Z plati n | Q(a + kn). Hledat takové a znamend
¥edit kongruenci x> = N (mod n) a vzit a = x — d. P¥itom ¥eeni
této kongruence pro malé n neni tak obtizné (pro prvocislo n
existuje Shanksiiv algoritmus €asové narognosti O(In* n)).

Jak budeme ¢&isla prosivat: pro kaZdé celé &islo a z velmi dlouhého
intervalu uloZime do vektoru indexovaného a p¥ibliZnou hodnotu
log, |Q(a)| (sta&i 3 plus ¥ad prvni jednitky bindrniho zapisu, pak je
chyba mengi nez 1).

Pak pro vechny mocniny prvotisel pk < B pro zvolené B
odetteme log, p od v3ech prvk( v nasem vektoru, jejichZ index a je
kongruentni modulo pX s predem vypottenym Yedenim kongruence
Q(a) =0 (mod p¥), tj. (a + d)?> = N (mod p¥). Protoze
predpoklddame, Ze p{ N, ma pro lichd p tato kongruence dvé
teSeni, je-li N kvadraticky zbytek modulo p, a Zadné, jestlize je N
kvadraticky nezbytek modulo p — do baze faktorizace tedy davame
kromé& 2 jen ta prvocisla, pro kterd je N kvadraticky zbytek.



Metoda kvadratického sita - vyhodnoceni prosivani

Po ukongeni prosivéni zjistime, pro kterd a neni Q(a) délitelné
mocninou prvod&isla vé&tsi neZz B. Pro tato a je totiz prvek ve
vektoru indexovany a maly (kdyby logaritmy byly p¥esné, byla by to
nula). V opa&ném p¥ipad& zde musi byt &islo v&tsi nez log, B
(odhlédneme-li od nepfesnosti logaritmi).

Odhadné&me pot¥ebnou presnost € vypoltu log, p. Oznaéme k
nejvétsi &islo ve vektoru pred zapoletim prosivani. Pak kaZzdé &islo
|Q(a)| ma nejvyse k Zinitell. Je-li Q(a) rozloZitelné pomoci nasi
baze faktorizace, je po provedeni od&itani logaritmi ve vektoru

s indexem a &islo mensi nez % + ke. Naproti tomu pro
nerozloZitelné Q(a) dostaneme &islo v&tsi nez

(log, B) — % — (k+ % — log, B)e. Stati tedy € < —Ltog; B

Pak pro v8echna a, pro které jsme dostali ve vektoru &islo mensi
neZ %—F ke, spotitdme znovu Q(a) a rozloZime, &imz ziskame
kongruenci pozadovaného tvaru. Mame-li dost mista v paméti,
ukladame v priib&hu prosivani u kazdé polozky a nékolik nejvétsich
prvocisel, jejichZ logaritmy od¢itame, coz pak urychli rozkladani.



Metoda kvadratického sita - moznosti vylep$eni

Podobné jako u metody Fetézovych zlomki i v tomto p¥ipadé
miizeme hledat kongruence x?> = F - U (mod N), kde F se pomoci
prvolisel z baze faktorizace rozklada a U je ,nepfilis velké" &islo.
V tom pt¥ipadé rozkladame Q(a) pro vechna a, pro které po
prosivani zlstalo ve vektoru &islo mensi neZ n&jaka predem dand
mez a nerozloZitelny faktor spolu s a uchovdvame pro p¥ipad, Ze by
se tyz faktor objevil jeté jednou.

Nevyhodou je, Ze na dlouhém intervalu prosivani hodnoty
polynomu Q(x) zna¥&n& rostou a s tim i klesaji nase 3ance na
Uspésné rozlozeni. Mohli bychom proto vzit je$té dalsi polynom a
prosivat i jeho hodnoty, napfiklad Q(x) = (x + [V/N])? — ¢N pro
n&jaké prirozené &islo £ nedélitelné druhou mocninou prvodisla.

V tom p¥ipadé bychom vSak museli doplnit nasi bazi faktorizace:
mdme v ni pouze ta prvodisla p, pro kterd je N kvadraticky zbytek
modulo p, kdeZto nyni potfebujeme ta, pro ktera je /N kvadraticky
zbytek modulo p. Ov8em zvéteni baze faktorizace znamena
potfebu vice kongruenci a také Gaussovu eliminaci vétsi matice.



