Korelacni analyza (jednoduchd, mnohonasobna a parcialni korelace

Jednoducha korelace - opakovani

Pearsontiv koeficient korelace
Necht’ X, Y jsou ndhodné veli€iny se stfednimi hodnotami E(X), E(Y) a rozptyly D(X), D(Y).
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Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a;, Y) =R(X, a) =R(a;, 35) =0
R §( Y ,pro bb, >0
b) R(a; +b;X, a;, +bY) = bib,) R(X, Y) =4
) R(a a, t byY) = sgn(b;b,) R( ) —Rs(Y/probb < 8
c) R(X, X) =1 pro D(X) # 0, R(X, X) =0 jinak
d) R(X, Y)=R(Y, X)
) |R(X.Y)|=1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veli¢inami X, Y existuje s pravdépodobnosti 1 plna linedrni
zavislost, tj. existuji konstanty a, b tak, ze pravdépodobnost P(Y =a + bX) = 1. Pfitom R(X, Y)=1,kdyzb>0a R(X, Y)
= -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova — Schwarzova — Bunakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vyplyva, Ze se hodi pouze k méfeni t€snosti linearniho vztahu veli¢in X a Y.
Pti slozitéjSich zavislostech muze dojit k paradoxni situaci, Zze Pearsontiv koeficient korelace je nulovy.



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pak fekneme, ze nahodné veli¢iny jsou . (Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna
linearni zévislost. Jsou-li ndhodné veliiny X,Y stochasticky nezavislé, pak jsou samoziejme i nekorelované.)

Je-li R(X, Y) > 0, pak fekneme, ze nahodné veli¢iny jsou . (Znamena to, ze s ristem hodnot veli¢iny X
rostou hodnoty veliciny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X klesaji hodnoty veli¢iny Y.)

Je-1i R(X, Y) < 0, pak fekneme, Ze ndhodné¢ veliCiny . (Znamena to, ze s ristem hodnot veli¢iny X
klesaji hodnoty veli¢iny Y a s poklesem hodnot veli¢iny X rostou hodnoty veliiny Y.)

Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X, Y)), ..., (X4, Y,) ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozloZeni daného distribucni funkci @(x,y).
Z tohoto dvourozmérného ndhodného vybéru mizeme stanovit:
VybErové priméry M, = =3 X, M, = - v,
n n

i=1 i=1

ks 1< 1
vybérové rozptyly s> = —2. X.-M, 2,8, =—2 Y, - M, _,
L
251 7 g 5 1 5 - . o oo ,
vybérovou kovarianci s, = —2> x, - M, €, - M, _as jejich pomoci zavedeme
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L0 jinak

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace se pfendseji 1 na vybérovy koeficient korelace. (Vybérovy koeficient korelace

neni nestrannym odhadem skutecného koeficientu korelace, je odhadem vychylenym. Vychyleni je zanedbatekné malé pro
rozsahy vybért nad 30.)
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Pearsontv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozloZeni
Necht’ ndhodny vektor (X, Y) ma dvourozmérné normalni rozloZeni s hustotou
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pfléemz H = E(X)a W = E(Y)a G12 = D(X)a 022 = D(Y)a p= R(XaY)
Marginalni hustoty jsou:
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Je-lip=0,pakpro vV k,y € :?:0&y - o € o, € _ tedy ndhodné veli¢iny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost sloZzek X, Y normalné rozloZeného ndhodného vektoru je ekvivalentni jejich nekorelovanosti. Pro
jin& dvourozmérnd rozlozeni to neplati!

nadale budeme predpokladat, ze (X, Y)), ..., (X,, Y,) je ndhodny vybér rozsahu n z dvourozmérného

((u \ ([ 2 1)
normalniho rozlozeni N,| I ' 1! 7 PPl

KKHZ}.’Lmlcz 0-22 J)
Predpoklad dvourozmérné normality 1ze orientacné ovéfit pomoci dvourozmérného teckového diagramu: tecky by mély
zhruba rovnomérné vyplnit vnittek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvourozmérného normalniho rozlozeni jsou
totiz elipsy.

Do dvourozmérného teCkového diagramu mizeme jesté zakreslit 100(1-a)% elipsu konstantni hustoty pravdépodobnosti.
Bude-li vice nez 100a% tecek lezet vné této elipsy, svedci to o poruseni dvourozmérné normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou smérnici, znamena to, ze mezi veli¢inami X a Y existuje urcity stupeii ptimé resp. nepiimé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladiné vyznamnosti a testujeme Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny (tj. p = 0) proti
- oboustranné¢ alternativé H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodné veliciny (tj. p # 0)

- levostranné alternativé H;: X, Y jsou zaporné korelované ndhodné¢ veliCiny (). p < 0)

- pravostranné alternativé H;: X, Y jsou kladné korelované nahodné veli¢iny (tj. p > 0).

R

2

I- R,

Testova statistika ma tvar: T, =

Plati-1i nulové hypotéza, pak T ~ t(n-2).
Kriticky obor pro test Hy proti

~

- oboustranné alternativé: w == -t %-230 ¢, -2 »
- levostranné alternativé: w =“» -, -2,
- pravostranné alternativé: w = (tl_,~ ¢ -2 » |

H, zamitame na hladin€ vyznamnosti a, kdyz t, € v .



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti

V dilné pracuje 15 d€lnikd. Byl u nich zji$tén pocet smén odpracovanych za mésic (ndhodna velic¢ina X) a pocet
zhotovenych vyrobkl (nahodna veli¢ina Y):

X20211817201819212014161921 1515

Y 9293 83 8091 85829890 60 73 86 96 64 81.

Orientacné ovéite dvourozméernou normalitu dat, vypoctéte vybérovy koeficient korelace mezi X a Y a na hlading 0,01
testujte hypotézu o nezavislosti X a Y.

Reseni: Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci dvourozmémého teckového diagramu.

)

L
Vidime, ze piredpoklad dvourozmérné normality je opravnény.
Vypocteme realizace

vybérovych praméri: m; =LY x = 18,267, m, = iz v, = 83,6,

n -

1 1

Y x-m 2 =56381,57= -3 y -m, * =121,4,

n—1. n—1.

1_li x.-m, & -m, =242571,

vyb&rovych rozptyli: s,> =

vybérové kovariance: s, =
n

vybérového koeficientu korelace: r,, = ~2- =0,927.
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Realizace testové statistiky: ¢, = ﬁ =8,912,
1—:

2
12

kriticky obor w = “»,—¢, . 433w 1, €3 © = - -3012)V 3,012, .

0,995
Protoze t, € v, hypotézu o nezavislosti veli¢in X a Y zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvyse 1%
jsme tedy prokézali, ze mezi poctem smén odpracovanych za mésic a poctem zhotovenych vyrobku existuje zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvotime datovy soubor o dvou proménnych X, Y a 15 ptipadech. Dvourozmérnou normalitu dat ovéfime pomoci
dvourozmérného teckového diagramu — viz vyse.

Statistiky — Zéakladni statistiky/tabulky — Korela¢ni matice — OK — 1 seznam promén. — X, Y — OK — na zaloZce MozZnosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vysledki — Vypocet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pfipady vynechany u ChD)
Prom. X & Pramér Sm.Odch. rXY) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. Smérnic
prom. Y zav.: Y zav: Y zav.: X zav.: X
X 18,26667 2,37447
X 18,26667 2,37447 [ 1,000000  1,000000 15 0,000000  1,000000 | 0,000000 ' 1,000000
X 18,26667 2,37447
Y 83,60000 11,01817 |1 0,927180 | 0,859663 | 8,923795 | 0,000001 15 5,010135 | 4,302365 | 1,562407 | 0,199812
Y 83,60000 11,01817
X 18,26667 2,37447 |[0,927180 | 0,859663 | 8,923795 | 0,000001 151 1,662407 | 0,199812 | 5,010135 | 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817 | 1,000000 @ 1,000000 15 0,000000 @ 1,000000 | 0,000000 ' 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotou 0,92718, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, odpovidajici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,01 zamitdme hypotézu o nezévislosti veli¢in X, Y.



Interval spolehlivosti pro korelacni koeficient

14 14 W 1 l + R 14 W W W 14 14 W 14 A 14
Néhodna veli¢ina z = —in ——% ma4 piiblizn¢ normalni rozlozeni se stfedni hodnotou
2 1-R,
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Tudiz 100(1-a)% asymptoticky interval spolehlivosti pro %m

Standardizaci veli¢iny Z dostaneme veli¢inu u = , kterd ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

b) , u._,
bude mit meze z + \/1_ z
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Interval spolehlivosti pro p pak dostaneme zpétnou transformaci.

Poznamka: Jelikoz Z = arctgh R,,, dostavame R, = tgh Z a meze intervalu spolehlivosti pro p miiZeme psat ve tvaru
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Priklad: Ucitel t€locviku zjistoval, zda existuje vztah mezi poctem shybi (veli¢ina X) a po¢tem klikl (veli¢ina Y) u 15
nahodné vybranych chlapcii:

Cislo chlapcell [2 [3 [4|5 |6 [7]8 (9 |1011{12[13|14{15
Pocet shybt |I 3 2 {05 |6 |14 3|56 2 (1|1 8
Pocet klikdi  |10[15(15]0[40125|7]31{30[35{41{10{14/9 |64
Za ptedpokladu, Ze uvedené udaje tvofi Ciselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 15 z dvourozmérného normalniho roz-
lozeni, vypoctéte vyberovy korelacni koeficient a na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jsou nezavislé
nahodné veliCiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehlivosti pro skute¢ny korelacni koeficient p.
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ResSeni: Piedpoklad o dvourozmérné normalité dat ovéfime orientacné pomoci dvourozmérného teCkového diagramu.
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Vzhled diagramu svédci o tom, Ze pfedpoklad je opravnény.
Testujeme Hy: p = 0 proti H;: p # 0. Vypocitame R, = 0,9276, tedy mezi poctem shybu a poctem kliku existuje silna pfima
linearni zavislost. Testova statistika: T = 8,9511, kvantil ty75(13) = 2,1604, kriticky obor w = = »,=2,1604 ) 2,604, _. Jeli-

koZ T € v, zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislosti velicin X a Y.

“rer 1 1+R, 1 1+)9276 o o :
Vypocitame z = —in 2= _n = 1,6409 . Meze 95% asymptotického intervalu spolehlivosti pro p jsou
2 1-R, 2 1-),9276

tgh {1,6409 + 1’&\3 tedy 0,7914 <p <0,9761 s pravdépodobnosti ptiblizné¢ 0,95.

Viz )



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Ve STATISTICE vypoc¢teme meze 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro koeficient korelace p tak, Ze ote-
vieme novy datovy soubor se dvéma proménnymi (pojmenujeme je DM a HM) a jednim ptipadem.

Do Dlouhého jména proménné DM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*1og((1+0,9276)/(1-0,9276))-VNormal(0,975:0;1)/sqrt(12))

a do Dlouhého jména proménné HM zapiSeme piikaz

= TanH(0,5*log((1+0,9276)/(1-0,9276))+VNormal(0,975;0;1)/sqrt(12))

1 2
DM HM
0,791382 | 0,976062

-

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koeficient korelace p ma tedy meze 07914 a 0,9761. (Protoze nepokryva hod-
notu 0, zamitdme hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.) S rizkem nejvyse 5

%jsme tedy prokazali, Ze mezi poc¢tem shybil a poctem klikl existuje linedrni zavislost.



Vyuziti modulu ,,Analyza sily testu® v systému STATISTICA

Testujeme-li na hlading vyznamnosti a nulovou hypotézu (v nasem piipadé Hy: p = 0) proti alternativni hypotéze (v naSem
pripadé H;: p # 0), mizeme se dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spociva v tom, ze Hy zamitneme, ac ve
skutecnosti plati a chyba 2. druhu spociva v tom, ze Hy nezamitneme, a¢ ve skutecnosti neplati.

Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci o a nazyva se

Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci B.

Cislo 1 — B se nazyva a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, Zze Hy neplati.

Modul ,,Analyza sily testu* ndm umozni vyftesit tfi ukoly:

a) pro dany korelacni koeficient p a danou hladinu vyznamnosti a stanovit, jaky musi byt rozsah vybéru n, aby sila testu byla
aspoinl rovna danému ¢islu 1 — f3

b) pro dané p, a, n vypocitat silu testu 1 —

¢) pro dany vybérovy koeficient korelace r a dané o urcit meze 100(1- a)% intervalu spolehlivosti pro p.



Ad a) Stanoveni rozsahu vybéru

Ptedpokladame, ze ndhodny vybér (X, Y)), ..., (X, Yn) pochdzi z dvourozmérného normalniho rozlozeni rozlozeni s koefi-
cientem korelace p = 0,3. Jak velky musi byt rozsah tohoto vybéru, aby test Hy: p = 0 proti H;: p # 0 mél silu 0,8, je-li hladi-
na vyznamnosti o = 0,05?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet velikosti vzorku — Jedna korelace, t-test — OK — R6: 0,3, Alfa: 0,05, Pozadovana
sila: 0,8 — OK — Vypocitat N.
Zjistime, Zze minimalni velikost vybéru je 29.

Ad b) Vypocet sily testu

Predpokladame, ze ndhodny vybér (X, Y)), ..., (X35, Y2s) pochazi z dvourozmérného normalniho rozloZeni s koeficientem
korelace p, ktery je nezndmy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Na hladin€ vyznamnosti o = 0,05 testuje-
me Hy: p =0 proti H;: p # 0. Jaka je sila testu?

Statistiky — Analyza sily testu — Vypocet sily testu - Jedna korelace, t-test — OK — R6: -0,56, N: 25, Alfa: 0,05 — OK — Vy-
pocetni algoritmus: zaskrtneme t-statistika — Vypocitat silu.
Zjistime, ze sila testu je 0,5282.

Ad ¢) Nalezeni intervalu spolehlivosti
Ptedpokladame, Ze ndhodny vybér (X, Y1), ..., (Xas, Yas) pochazi z dvourozmérného normalniho rozloZeni s koeficientem
korelace p, ktery je neznamy. Vybérovy koeficient korelace nabyl hodnoty -0,56. Najdéte 95% interval spolehlivosti pro p.

Statistiky — Analyza sily testu — Odhad intervalu - Jedna korelace, t-test — OK — Pozorované R: -0,56, N: 25, Spolehlivost:
0,95 — Vypocetni algoritmus: zaSkrtneme Fisherova Z (ptivodni) — Vypocitat.
Zjistime, Ze Dolni mez = -0,7821, Horni mez = -0,2117.



Mnohonasobna a parcialni korelace

Variané¢ni, kovarian¢ni a korela¢ni matice

Necht' X = (X, ..., X;,)’ je nahodny vektor. OznaCme

u; = E(Xj)) sttedni hodnotu ndhodné veli¢iny X,

o> = D(X;) rozptyl nahodné veli¢iny X,

c;; = C(X, Xj) kovarianci ndhodnych veli¢in Xj, X| (pfitom cj; = 6)

pij = R(Xj, X)) koeficient korelace ndhodnych veli¢in X;, X

Vektor E(X) = (W, ..., 1p)’ S€ nazyva nahodného vektoru X.
Ctvercova matice fadu p var(X) = (Gijij=1,....p S€ NAZYVA nahodného vektoru X.
Ctvercova matice fadu p cor(X) = (pjj)ij=1, ... p S€ Nazyva nahodného vektoru X.

Je zfejmé, Ze varian¢ni matice a korela¢ni matice jsou symetrické.

Necht X = (X, ..., X)) aY =(Yy, ..., Yy’ jsou ndhodné vektory.
Matice typu pxq cov(X,Y) = (C(X;, Yj)) se nazyva vektori X, Y.
Matice typu pxq cor(X,Y) = (p(X;, Y;)) se nazyva vektorti X,Y.



Odhady vektoru stfednich hodnot, variancni a korela¢ni matice jednoho nahodného vektoru X
Necht’ X je ndhodny vektor, ktery ma p-rozmérné rozloZeni s vektorem stiednich hodnot p, varian¢ni matici var(X) a kore-

la¢ni matici cor(X). Necht’ je dan ndhodny vybér X = (X4, ..., Xip)’, ..., Xp = (X1, ..., Xpp)” T0z8ahu n z tohoto rozlozZeni.

Nestranny odhad vektoru p je M=M,,...,M,)’, kde M, = 1—2 X, Jje vyberovy primér j-t€ho

n -

vybéru,j=1, ..., p.

1

Nestranny odhad matice var(X) je S=(Si)= ] > X, -M & - M - fadu p.
n— 1
Vychyleny odhad matice cor(X) je R = (Rj), kde Rjj je vybérovy korelacni koeficient 1-t€ a j-té
slozky vektoru X, tedy
R.=——,1,]=1,...,p. (Je zftegme, Ze diagonalni prvky matice R jsou jednicky a matice R je symetricka.)



Priklad: U 28 nahodné vybranych osob byly zjistovany tyto udaje:
Sex ... I —muz, 2 — Zena (muzi 1 Zen bylo po 14)

vyska (v cm), proménna X;

hmotnost (v kg), proménna X,

boty (¢islo bot), proménna X;

Vypoctéte realizaci vybérové variancni matice a vybérové korelacni matice. (Soubor udaje o lidech 1.sta)

Reseni:
Statistiky — Vicendsobna regrese - Proménné Zavisla Xs, nezavislé X;, X, — OK — OK — Residua/ptedpoklady/piredpovedi —

Popisné statistiky — Dalsi statistiky — Kovariance resp. Korelace.

Vybérova kovarianéni matice Vybérova korelacni matice
Proménna vyska hmotnost boty Proménna vyska hmotnost boty
vyska 112,8611 161,0926 @ 41,45370 vyska 1,000000 0,961979 | 0,963360
hmotnost 161,0926 248,4709 | 61,99206 hmotnost 0,961979 1,000000 | 0,970948
boty 41,4537 61,9921 | 16,40608 boty 0,963360 0,970948 | 1,000000

Z vybérove varian¢ni matice plyne, Ze nejvétsi variabilitu ma hmotnost, pak vySka a nakonec ¢islo bot. Z vybérove
korelacni matice plyne, Ze mezi v§emi tfemi dvojicemi proménnych existuje velmi silnéd ptima linearni zavislost, nejsilnéjsi

je mezi hmotnosti a velikosti bot.



Test hypotézy o shodé dvou a vice varianénich matic

Je dano r > 2 nezavislych nahodnych vybéri z p-rozmérnych normalnich rozlozZeni, jejichZ varianéni matice jsou X4, ...

Rozsahy téchto vybéri jsou ny, ..., n; a celkovy rozsah je n. Na hladiné vyznamosti a testujeme hypotézu Hy: X, = ...
proti alternativé H;: aspoi jedna dvojice varian¢nich matic se lisi.
Oznaéme S, ..., S; vybérové varian¢ni matice a S« vazeny prumeér vybérovych varian¢nich matic.

9

Uvedenou hypotézu budeme testovat pomoci , ktery je zobecnénim

2p +3p-1(¢ 1 1)

.. 1 ~ : ~ .
Testova statistika: B= — € - r In[S.|- —1nls|l,kde C=1+ ! - ..
cl ' n| | Enl n| I|J 6‘_1—1)+1/ki:1ni_1 n-r)

Plati-li nulova hypotéza a rozsahy viech vybéri jsou aspoi 6, pak testova statistika B = y*(r-1).

/er (1—1}$+1:\|7w 1

Kriticky obor: w = L 5 j

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyZ B € v .

(Boxtv test je implementovan v systému STATISTICA v modulu ANOVA.)



Priklad: Na 45 vzorcich ropy pochazejicich ze tii lozisek, byly zjiStény hodnoty téchto proménnych:

X1 ...

X2
X3

X4 ...

podil vanadia

... podil Zeleza

... podil nasycenych uhlovodikti

podil aromatickych uhlovodika.

Proménné X1 a X2 vyjadiuji obsah vanadia resp Zeleza v popelu (v promile), proménné X3 a X4 jsou urcené

chromatograficky a vyjadieny v setinach procenta.

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze variancni matice normalnich rozlozeni, z nichZ pochazeji ndhodnych

vektorl (X1, Xi2, Xi3, X14), (Xa1, X22, X3, X24), (X531, X32, X33, X34) Jsou shodné.

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA

Otevieme datovy soubor ropa.sta
Statistiky — ANOVA — Jednofaktorovd ANOVA — OK — Proménné — Seznam zavislych proménnych X1-X4, Kategor.
nezév. Prom. ID — OK — OK — Vice vysledktli — Pfedpoklady — Boxtiv M test.

Boxovo M Chikv. |SV p

Boxovo M 35,40891 | 27,28347 | 20 0,127476

Protoze p-hodnota je rovna 0,1275, nelze na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o shod¢

varian¢nich matic.



Odhady kovarianc¢ni a korela¢ni matice dvou nahodnych vektora X, Y

Necht ndhodny vektor X ma p-rozmérné rozloZeni a necht’ Xj, ..., X,, je ndhodny vybér z tohoto rozloZeni. Necht’ nahodny
vektor Y mé g-rozmérné rozloZeni a necht’ Y, ..., Y, je nahodny vybér z tohoto rozlozeni. Predpokladejme, ze obé
rozloZeni maji konecné druhé momenty. Necht’ cov(X, Y) je kovarian¢ni matice téchto vektori a cor(X, Y) je korelacni

matice té&chto vektor. Oznaéme M = —Z o= e P My, = Iy = s ds
; n .
MX =5 (MXIJ 0oo0g MXp),) MY =5 (MYb s0og MYq) .
Nestrannym odhadem kovarian¢ni matice COV(X Y) vektori X, Y je vektort X, Y definovana
vzorcem Sxy = (SU)——Z X -M, & -Mm,5i=1,...,p,j=1,...,q.
Vychylenym odhadem korelacni matice cor(X, Y) vektori X, Y je vektoril X, Y definovana

vzorcem Rxy = (Rjj), kde Rj; je vyb&rovy korelacni koeficient i-t€ a j-t€ slozky vektora X, Y,1=1, ...,p,j=1, ..., q.

Priklad: Necht’ vektor X = (X, X,, X3)’ obsahuje tidaje o vySce, hmotnosti a ¢islu bot muzi, vektor Y =(Y, Y;)’ obsahuje
udaje vySce a hmotnosti Zen. Vypoctéte realizace vybérové kovarianéni a vyberové korelacni matice vektorti X, Y. (Soubor
udaje o lidech 2.sta)
Reseni:
Statistiky — Pokrocil€ linearni/nelinearni modely — Obecné linearni modely — OK — Zavislé proménné: Vyska z,
Hmotnost z — Spojité nezavislé proménné: Vyska m, Hmotnost m, Boty m — OK — na zaloZce Moznosti zaSkrtneme Bez
abs. ¢lenu — OK — na zalozce Matice vybereme Kovariance resp. Korelace. Ve vzniklych tabulkach ponechame pouze
posledni dvé proménné a prvni tii piipady.

Vybérova kovarianni matice ~ Vybérova korelani matice

Sloup.4 Sloup.5 Sloup.4 Sloup.5
Ef ekt Vyska_z | Hmotnost z Ef ekt Vyska_z | Hmotnost_z
Vyska_m 10,81319 17,39560 Vyska_m 0,467318 0,767160
Hmotnost_m 15,70879 15,22527 Hmotnost_m 0,514047 0,508409
Boty_m 4,43407 5,13736 Boty m 0,560289 0,662427




Koeficient mnohonasobné korelace a vybérovy koeficient mnohonasobné korelace
Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou veli¢inou Y a ndhodnym vektorem X = (X, ..., X;)’ méfime pomoci
py. x. Jeho druh4d mocnina je dana vzorcem
py.x~ = cor(Y, X) cor(X)" cor(X, Y).
Ma tyto vlastnosti:

a) py.x=0
b) pYX>|P‘{,X #prov =l P
C) Prx,.x = f,xlxzzayxl’

d) py.x =1+ existuji konstanty By, B, ..., Bp tak, zZe Y = Bo + B: X, +... + B, X,.

Necht’ nahodny vektor (Y, X, ..., X;,)” ma (p+1)-rozmérné rozlozeni s koeficientem mnohonasobné korelace py x.
Necht’ je dan nahodny vybeér (Y, X1, ..., Xip)s --vs (Y, Xai, ..., Xpp)’ rozsahu n z tohoto rozlozeni. Pak jako odhad py. x
slouzi Iy. x, jehoZ druha mocnina je dana vzorcem

ry x - = Ryx R" Rxy,

kde Ryx je vybérova korelaéni matice veli¢iny Y a vektoru X (v tomto ptipad¢ se redukuje na vektor iyxl .t -)aRje

vybérova korelac¢ni matice vektoru X.

Vlastnosti koeficientu mnohonasobné korelace se pienasSeji i na vybérovy koeficient mnohondsobné korelace.



Priklad: Pii zkoumani zavislosti hodinové vykonnosti délnika (veli¢ina Y — v kusech) na jeho véku (veliCina X; — v letech)

a dob¢ zapracovanosti (veli¢ina X, — v letech) byly u 10 nahodné vybranych délnikii zjiStény tyto udaje:

Y [67][65[75][66|77[84[69[60]|70]|66
X;143140149146 141141148 |34132]42
X, |6 |8 [14]14[8 [12]16]1 |5 |7

Vypoctéte vybérovy koeficient mnohondasobné korelace r, ¢ . - popisujici zavislost hodinove vykonnosti d€lnika na na jeho

veéku a dobé€ zapracovanosti.
ReSeni:
Statistiky — Vicenasobna regrese — Proménné — Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Koeficient r, ¢ , -najdeme v zahlavi vystupni tabulky pod ozna¢enim R = 0,54

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Uprav ené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 zb* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 | 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 | -0,70031 0,76071 = -0,920604 @ 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 | 0,167937

Jeho druha mocnina (ozn. R2) nam tika, Ze variabilita vykonl délnikl je z 29% vysvétlena jejich vékem a dobou zapracova-
nosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢iny Y a vektoru X

Popis testu

Necht’ nahodny vybér (Y, Xi1, ..., Xip)’s -y (Yn, Xai, -.., Xpp)’ pochazi z (p+1)-rozmérného normalniho rozlozeni, které ma
koeficient mnohonasobné korelace py. x. Musi platit n > p+1.

Testujeme hypotézu Hy: py. x = 0 proti H: py. x # 0. Vzhledem k tomu, ze se jedna o vybér z (p+1)-rozmérného normalniho
rozloZeni, testujeme, zda existuje zavislost mezi veli¢inou Y a vektorem X. (Je-li py. x = 0, pak z vlastnosti (b) plyne, Ze
p(Y,X;) =0 pro vSechnai=1, ..., p, tudiZ ndhodné veli¢iny Y a X jsou stochasticky nezavislé pro vSechnai=1, ..., p.)

f— e 2 <
Testova statistika F = 1‘; 3 : iY;" — se fidi rozloZenim F(p, n-p-1), pokud H, plati. Kriticky obor: w = (F, $.,n—p-1. ..

Jestlize F € v, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.

Priklad

Predpokladdme, Ze tdaje o vykonnosti 10 ndhodné vybranych dé€lnik, jejich véku a dobé zapracovanosti predstavuji
Ciselné realizace ndhodného vybéru rozsahu 10 ze tfirozmérného normalniho rozlozeni. Na hladin€ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze vykon délnika nezévisi na jeho véku a dobé zapracovanosti.

Reseni:

Statistiky — Vicendsobna regrese — Proménné — Zavisla proménna Y, seznam nezav. proménnych X1, X2 — OK — OK.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Uprav ené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 z b* zb
Abs.¢len 86,74217 25,32397 3,425299 | 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 | -0,70031 0,76071 = -0,920604 @ 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,637994 | 0,167937

Hodnota testove statistiky pro test nevyznamnosti koeficientu mnohonasobné korelace r, ¢ , -je 1,4411, poCet stupriil

volnosti Citatele je 2, jmenovatele 7, odpovidajici p-hodnota je 0,2991, tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 nezamitame
hypotézu, ze vykon délnika neni zavisly na jeho véku a dobé zapracovanosti.



Koeficient parcialni korelace

Necht’ Y, Z jsou ndhodné veli¢iny a X = (X, ..., X))’ je ndhodny vektor. Korela¢ni koeficient p(Y,Z) udava miru tésnosti
linearniho vztahu mezi veli¢inami Y a Z. Ta vSak mize byt ovlivnéna 1 tim, Ze mezi veli¢inami X, ..., X, existuji veli¢iny,
kter¢ silné koreluji jak s Y, tak se Z. Zajima nas proto, jaka je ,,Cistd* korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vliv ndhodného
vektoru X.

Pokud se omezime na linearni vztahy, mtizeme vliv vektoru X na veli¢inu Y popsat linearni regresni funkci

Y =a+p’X, kde p=var(X)" cov(X,Y), o = E(Y) - p’E(X).

Tu &ast veliciny Y, kterou vektor X nevysvétli, si miZzeme predstavit jako reziduum Y - v . Analogicky pro veli¢inu
Z dostavame

z =y+&X, kde 8 = var(X)" cov(X,Z), y=E(Z) - 8’E(X),

tudiz reziduum Z - z chapeme jako tu ¢ast veli¢iny Z, kterou vektor X nevysvétli.
Korelacni koeficient mezi rezidui Y - vy aZ - z se nazyva mezi ndhodnymi veli€inami Y a
Z pti pevné daném vektoru X a znafise r,, . Tedy p,,, =p(Y - Y, Z - z). Pocita se podle vzorce

p‘{ Z,— ov‘( X,GOI‘ 5(/ covk Z/

P, —.
\/I ov‘( Xgor §(, covs( Y. I— sov t,XJ:OI' 5(/ cov k,z,_

Necht’ ndhodny vektor (Y, Z, X, ..., X,)’ pochazi z (p+2)-rozmérného rozlozeni, které ma parcialni korela¢ni koeficient
P, ,«- Necht' je dan nahodny vybér (Yl, Z1, Xits oo Xip) s ooos (Yn, Ziny Xai, .., Xpp)” rozsahu n z tohoto rozlozeni. Musi

platit n > p+2. Jako odhad » slouzi r

v.Z.X Y.ZX *

YXRXX XY - 5ZX XX Xz —



Testovani hypotézy o nezavislosti veli¢in Y a Z pri eliminaci vlivu vektoru X

Popis testu

Budeme ptedpokladat, Ze uvedeny nahodny vybér pochdzi z (p+2)-rozmérného normalniho rozloZeni.

Testujeme hypotézu Hy: py , x = 0 proti H;: py , x # 0.

Vzhledem k tomu, Ze se jednd o vybér z normalniho rozloZeni, testujeme, zda existuje zavislost mezi Y a Z pfi eliminaci

viivu X.

Testova statistika T, = se tidi rozlozenim t(n-p-2), pokud Hj plati.

o 5 Jn T p 2
’ 2
1 "Y,Z.X

Kriticky obor:w = “ »,t, % -p-239U it % -p-2..

1- /2

Jestlize T, € ¥ , Hy zamitame na hladiné vyznamnosti o



Priklad
Pro data z pfikladu o vykonnosti délnikd vypoctéte vybérove parcialni korelacni koeficienty r, . .r interpretujte je,

X, Y, X,.X, ?

porovnejte je s obyCejnymi vybérovymi korelaénimi koeficienty r,, ,r,, apro a= 0,05 otestujte vyznamnost uvedenych

parcialnich korela¢nich koeficient.

Vypocet pomoci systému STATISTICA
Nejprve vypocteme koeficient korelace mezi vykonem a vékem.
Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — 2 seznamy — 1. seznam Y, 2. seznam X;, X, — Vypocet.

Proménna X1
Y 0,2287

Dale vypocteme parcialni korelacni koeficient mezi vykonem a v€kem pii vylouceni vlivu doby zapracovanosti a otestujeme
jeho vyznamnost.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korelacni matice — OK — na zaloZce MozZnosti zaskrtneme Zobrazit r, irovné p,
pocty N, na zalozce Detaily zvolime Parcidlni korelace — 1. seznam proménnych Y, X1, druhy seznam proménnych X2 —
OK

Proménna Y X1
Y 1,0000 @ -,3286
p=---  p=388
X1 -,3286 = 1,0000
p=,388 p= ---

Korelaéni koeficient mezi vykonem a vékem vySel 0,2287, tedy s rostoucim vékem roste vykon. Parcidlni korelacni
koeficient mezi vykonem a vékem pii vylouceni vlivu doby zapracovanosti vysel -0,3286, tedy u délnikli se stejnou dobou
zapracovanosti klesa s rostoucim vékem vykon.

Odpovidajici p-hodnota je 0,388, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnosti p . .



Nyni vypocteme koeficient korelace mezi vykonem a dobou zapracovanosti:

Proménna

X2

Y

0,4538

Dale vypocteme parcialni korelacni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti pii vylouceni vlivu véku pracovnika a
otestujeme jeho vyznamnost.

Proménna Y xX2
Y 1,0000 ,5026
p=---  p=168
x2 ,5026 | 1,0000
p=,168 p= ---

Korelaéni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti vysel 0,4538, tedy ¢im delsi doba zapracovanosti, tim lepsi
vykon délnik podava. Parcidlni korela¢ni koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanosti pii vylouceni vlivu véku vysel
0,5026, tedy u stejné starych délniki je ponékud silnéjsi pfima linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracovanosti.

Odpovidajici p-hodnota je 0,168, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnosti ¢,

X, *



