Pokrocilé metody v jednoduché linearni regresi

Test adekvatnosti regresniho modelu

Hodnoty veli¢iny Y jsou roztfidény do r > 3 skupin podle variant Xy, ..., X veliciny X.

Oznaéme n; pocet pozorovani v i-t€¢ skupiné, 1 =1, ..., r, pficemz aspon jedna skupina ma vice nez jedno pozorovani.
Budeme predpokladat, ze kazda skupina hodnot ma normalni rozlozeni a ze vSechny skupiny maji tyz rozptyl.
Vsech pozorovani je n.

Priimér hodnot v i-té skupiné ozna¢me M; a primér vSech hodnot oznacme M.

Charakter zavislosti Y na X popiSeme regresni funkci II?QB JRRPIagp

Budeme testovat hypotézu, zda je tato regresni funkce vhodnym modelem pro naSe data. Pfi testovani budeme potiebovat
tyto soucty ctvercu:

celkovy soucet Ctverct Sr TY
skupinovy soucet Ctverct SA 'n M NP

regresni soucet Ctverctl S{ 'ﬂ y 1\/,[‘2

Testova statistika: F _Sl‘ — - sefidi rozloZzenim F(r-p-1, n-1), jestlize Hy plati.
- 7

Kriticky obor: W = <F_, (r-p-1, n-r), )
F _ W =>na hladin€ vyznamnosti a zamitame hypotézu, ze funkce II?;B )R je vhodnym regresnim modelem

zavislosti Y na X.

Tésnost zavislosti Y na X Vyj édfenou skupinovymi prﬁméry méﬁ P =S A/ St.
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je zéavislost slabsi.



Priklad: Mame k dispozici udaje o cenach 23 nahodné vybranych domt (veli¢ina Y - v tisicich $) a poctu jejich pokojt
(veli¢ina X) v jednom americkém méste.

pocet pokojii  cena

5 155,168,180

6 166,172,179,190,200

7 210,215,218,225,230,245
8 213,225,240,247,249

9 267,275,290,298
Zavislost ceny domu na poctu pokoji popiste regresni primkou.
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptimka je vhodnym regresnim modelem pro tato data.
Tésnost zavislosti vyjadiete pomérem determinace.

Znazornéte data s prolozenou regresni piimkou.



Reseni: MNC odhadneme parametry regresni piimky. M4 tvar y = 17,2885 + 28,5851 x.

rA
Vypocitame regresni soucet ctverct: S{_ ny _M‘g= 30907,9041,
il )

=

T
celkovy soucet Ctverct: Sr _ Yj_l\/EZ 35870,6087,
il i

‘l_.

— =

—

skupinovy soucet Ctvercti: &_ U} M_l\/lz= 32474,1087.
il )

Dosadime do vzorce pro testovou statistiku: F:Q_%r_ \/%_ __ PLA e ,)99)04/ B :‘76

Stanovime kriticky obor W = <F,, (r-p-1, n-r), ©) = <F( 5 (3, 18), 00) = <3,161, o).

Jelikoz F _W, nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze ptimka je vhodnym regresnim modelem.
Pomér determinace: P> = S,/St = 32474,1087/35870,6087 = 0,9053,

tedy zavislost ceny domu na poctu pokojli je v daném datovém souboru znacné silna.

Znazornime data s proloZenou regresni pfimkou.
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Reseni v systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a 23 ptipady:
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Odhadneme parametry regresni primky:

RyS|ed'§é re rese S€ zavislou promennoy

86164 8 Upravene

F(1,21) 130 79 p< < 00000 Smérod. chybz

Beta bm chy B |Sm.chy t(21 Urovel
N=23 beta B

ADs.CI 17,20 106,00 0,900 0,54/

X 0,926 0,081 238,06 2,491 11,45 0,000

Cena =17,28851 + 28,5806*pocet pokoji




Sestavime tabulku ANOVA:
Vratime se do Vysledky — vicendsobna regrese — Detailni vysledky — ANOVA.
Analyza rozptylu (ceny bytu
Souc/sYPrum[ F 0rovel
Efeki| Ctverc | Ctver
Regre 5090, 7173090, 130,/ 0,000
Rezid| 4902 2 236,
Celk.| 3938/(
Vidime, ze Sg = 30907,9, St = 35870,61

Provedeme jednofaktorovou analyzu rozptylu, abychom ziskali skupinovy soucet ¢tvercii:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — OK — Proménné — Zavislé — Y, Grupovaci - X —
OK — OK — Analyza rozptylu.

Analyza rozptylu (ceny bvtu.sta
Oma& efelty |S0u wir. ha hiad. p < 05000

. ?U \‘?V PC oC | OV PC F p
Promé| efekiefel efeki chybichyk chyb:
Y 324/(<¢ 46118, 3390, 10 1606,6/45,02/ 0,000
Zde najdeme S, = 32474,11.

Vypocteme testovou statistiku F_

= S8ADE ! =

\Yr_ 324008 )9 -
\;@r__{ﬁ_' it e 76

<
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a najdeme kriticky obor W = <3,161, «). Jelikoz F _-W, nezamitdme na hladin€¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze ptimka je
vhodnym regresnim modelem.



Test adekvatnosti modelu pomoci Obecnych regresnich modeli

Zadame data a pouzijeme cestu:

Statistiky — Pokrocilé linearni/nelinearni modely — Obecné regresni modely — Jednorozmérna regrese - OK — na zalozZce
MozZnosti zaSkrtneme Kvalita proloZeni — OK — Zavisla Y, Spoj. nezdv. prom. X — OK — Vice vysledkil — Celkové R —

stromové strukture vlevo vybereme Test kvality modelu.

[ est Kvallty modelu (ceny bytu sta)

Zavislg C VSV KY PCKY ta P
Prome Re2|d Re2|d ReZ|d Chvb Ch | Chyt prolo: proloz proloz F
Y 4967, 2 230,3] 3390, ’I 1808,0] 1000, < bZZ,U Z2,/bb 0,0/

Citatel testové statistiky F je roven 1566,205 a je uveden ve sloupci Kvalita prolozeni.
Jmenovatel testové statistiky F je roven 3396.5 a je uveden ve sloupci SC Chyba.
Hodnota testové statistiky je 2,767 a odpovidajici p-hodnota je 0,0717. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 tedy nemiizeme

zamitnout hypotézu, ze ptimka je vhodnym modelem k popisu zavislosti ceny domu na poctu pokoju.



Problém autokorelovanych rezidui a jeho odstranéni

Predpokladejme, Ze ndhodna odchylka . je linearn€ zavisla na piedeslé nahodné odchylee . , tj. jde o autokorelaci 1. fadu
(v praxi nejcasté€jsi ptipad):

e - . L »1=2,...,n(yjje ndhodna odchylka od modelu linearni zavislosti a p je koeficient korelace dvou sousednich
nahodnych odchylek ., . ).

Ptedpoklad o existenci autokorelace 1. fadu miizeme ovétit pomoci Durbinova — Watsonova testu, ktery je zalozen na

n

Vo6 <

Durbinové — Watsonové statistice: D: @y —

Tato statistika nabyva hodnot z intervalu <Q47 a ma stfedni hodnotu 2. Nizké hodnoty statistiky D znamenaji, Ze sousedni

rezidua jsou spiSe podobna, coZ svéd¢i ve prospech kladné autokorelace. Naopak, vysoké hodnoty statistiky D jsou
zpusobeny negativni autokorelaci, avSak s tou se v praxi piili§ Casto nesetkavame.
Pro dané ., dany pocet pozorovani n a dany pocet p regresnich parametrii — bez konstanty (v pfipadé regresni piimky p = 1)

jsou tabelovany kritické hodnoty ¢k | ”adU v



Testujeme-li na hladiné vyznamnosti . existenci pozitivni autokorelace, pak pii L -

DCQde se prijima H;.

y S¢nezamita Hy a pfi

Je-li & ‘Y D<dU‘ (y » Pak nelze piijmout Zadne rozhodnuti (fikame, ze test mlci).
Testujeme-1i na hladin€ vyznamnosti ., existenci negativni autokorelace, pak pti Dc 2,4_dU‘ ~ S¢nezamita Ho a pfi
LC _ vy Sepiijima Hj.

Je-li 4_dU‘ Y Dél- a .y Pak nelze ucinit zadne rozhodnuti.

Statisticky
nevyznamna

: . L autokorelace
Vyznamna pozitivni

autokorelace

e

Vyznamna negativni
autokorelace

N A

0 d(a) dy(a)

1
4-dy(a) 4-d(a) 4

Intervaly nepriikaznosti



Prokazeme-li na dané hladin¢ vyznamnosti a existenci autokorelace 1. fadu, méli bychom ji eliminovat.

R %QQ‘_I

n+
S

Nejprve odhadneme koeficient korelace p:

Pak uz miizeme vypocitat odhady nahodnych odchylek (tj. rezidua) v autokorelact: 4 _ _ -,1=2,...,n.
Ziskané odhady U; pfi¢teme k predikovanym hodnotam Y1 ziskanym z regresniho modelu a znovu provedeme regresni
analyzu, kde roli zavisle proménné veli¢iny bude hrat soucet y1 e

Postup v systému STATISTICA

(Pouzijeme data z ptikladu o zavislosti trzeb na poc¢tu zdkaznik.)

Rezidua z modelu Y__ 0 .1Xy X2 _ Jsouulozena v proménne Rezidua. Pro tato rezidua je hodnota D-W statistiky

D =0,702506 a kritické hodnoty pro o = 0,05, n =20, p =2 jsou: d = 1,1, dy = 1,54. Protoze D < d;, zamitdme na hladin¢
vyznamnosti 0,05 hypotézu o nekorelovanosti rezidui ve prospéch alternativy o pozitivni autokorelaci 1. fadu.

Ziskani odhadu rezidui v autokorelaci: U4 __ ,1=2, ..,

Statistiky — Pokro¢ilé linearni/nelinearni modely — Casové fady/predikce — Proménné Rezidua — ARIMA & autokorelaéni
funkce — v Parametrech modelu ARIMA zvolime p-Autoregresni 1 — OK (Zahajit odhady parametri) — Souhrn: Odhady
parametra.

VSTup: HI:LIL)U/;\,%I apulka3dY)

Transformace: @ na.

I\/IPodeI:(1,O,O)AP Rezid. = ,63)4?20 -
arail Asym m olnl_Horn

Paran EAR YN P 959 959

p(1) (0,999 0,169 3,101/ 0,000 0,202 0,995

Vidime, ze odhad koeficientu korelace dvou po sob¢ nasledujicich rezidui je 0,6 a na hlading 0,05 je vyznamny (p-hodnota
0,005134 < 0,05).



Ulozime rezidua z autokoreace: Pfehled & rezidua — Piehled rezidui. Vzniklou proménnou okopirujeme do piivodniho
datového souboru a k tomuto datovému souboru ptfidame jesté promeénnou s predikovanymi hodnotami z parabolického
modelu. Do nové proménné nazvané nove y ulozime soucet rezidui a predikovanych hodnot. Pak znovu provedeme regresni

analyzu:
sledky reqre s a | Iou romennou
Ry 9% % 2= 9400 g pravené R2—
7) 133, ,00000 merod chyba odh
b" om. Ch b om.chY (17, p-hoc
N=20 T e WP
ADS.CI ZU,’I Z,b&)b -/,40/ 0,000
X 4 08. 0,403 1,0¢ 0,191 ’IU,’I’I 0,000
XKV -3,/8, 0,453 -0,0° 0,002 -8,34 0,000

Nova regresni parabola ma tvar: y = -20,1238 + 1,5323x - 0,0169x”.

Porovname vyslednou tabulku regrese s pivodni tabulkou:

Vysledk gre € S€ zavislou promennoy .
R— 99 192 6 2= 91239322 Upravene F
F(2,17)=88,524 p<,00000 Smérod. chyba ¢
b~ [Sm.ch! b Sm.chY t(17 p-hoc
N=20 zb zb -
ADbs.Cl 20,7 5,9/3] -6,15/0,000
X 4,02¢ 0,048/ 1,00 U,18Y 8,20t U,000
XKV -5,/3 0,046 -0,07 0,002 -6b,61 0,000

Ziskali jsme vys$i hodnotu testové statistiky F (a tedy 1 vyssi adjustovany index determinace) a mensSi smérodatné chyby
odhadil regresnich parametra (tudiz také vyssi hodnoty testovych statistik pro dil¢i t-testy).



Nyni prozkoumame chovani rezidui v novém regresnim modelu pomoci Durbinovy — Watsonovy statistiky:

DurbiT Serio
Watso korele
1,300 0,200

Odn:e

Hodnota D-W statistiky D = 1,35663 a kritické hodnoty pro a = 0,05, n =20, p =2 jsou: d. =
Protoze d; < D < dy, nelze ptiyjmout Zadné rozhodnuti.

1,1,dy =

Pokud cely postup zopakujeme jesté jednou, dostaneme hodnotu D-W statistiky 1,6885. Nyni je D > dy, tudiz nelze
zamitnout hypotézu, Ze rezidua nejsou kladné korelovana.
Parametry vysledného modelu jsou:

Vysledk res e Se zaw Iou 8romennoq
R— 971 62 8 R2= 943 4 ravene
F(2,17)=142,06 p<,00000 mero . chyb;
b™ Sm. Cp\ b om.chy t(1/7, p-hoc

N=20 zb zb -
ADS.Cl -19, 7 Z,bUb -/,90/ 0,000
X 4.05¢ 0,440 1,b’| 0,140 10,31 0,000
XKV -3,/3 0,440 -0,0° 0,007 -6,438 0,000

Regresni parabola ma tedy rovnici: y =-19,7523 + 1,5103x - 0,0166x>.



Linearizujici transformace

Odhad parametra regresnich funkei, které nejsou linedrni z hlediska parametrl, se neprovadi metodou nejmensich ¢tverct
piimo, protoze jeji pouZziti vede k soustavé nelinearnich rovnic. V nékterych specialnich ptipadech vSak nelinedrni regresni
funkci miizeme vhodnou transformaci pfevést na linearni.

Napft. mame exponencialni regresni funkci y__ . Provedeme logaritmickou transformaci Iny= In 3y + xIn f;, ¢imz

ziskame regresni funkci linearni v parametrech. Parametry In By a In B; odhadneme metodou nejmensich ctverct a
odlogaritmovanim ziskdme odhady ptivodnich regresnich koeficienti By, B;.

Piehled linearizujicich transformaci

Funkce Linearizujici transformace
y_ Iny=Infy + xInp,
y_ Iny=1Infy+p; Inx
y:“' Iny=1InBo-p;Inx

1 1



Priklad: Hotelova spolecnost vlastnici 12 hotelli analyzuje vztah mezi celkovymi mési¢nimi trzbami (veli¢ina Y) a
trzbami vyprodukovanymi stravovacimi tseky (velicina X).

.12 3 4 5 6 7 g8 9 10 11 12
20 1,2 148 83 84 3,0 48 15,6 16,1 11,5 14,2 14,0
12,0 8,0 76,4 17,0 21,3 10,0 12,5 97,3 88,0 25,0 38,6 47,3

¢.h
X
y

Popiste tuto zavislost exponencialni regresni funkei y_ . Najdéte odhady parametrt By, B; a vypoctéte predikovanou
hodnotu celkovych mési¢nich trzeb pro x = 10.

Reseni: Provedeme logaritmickou transformaci Iny = In By + x In ;. Metodou nejmensich étverci ziskame odhady In by
=1,8559, In b, = 0,1504.
Odlogaritmovanim dostaneme by = 6,3973, b; = 1,1623. Predikovand hodnota y pro x =10 je 6,3973.1,1623'° = 28,7859.

Reseni v systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor se dvéma proménnymi a 12 piipady:

| Y
Y X
7 T y
y ¢ 1,
4 (/6 14
L 1 8,
A 8,
t 11 :
| 12 4,
g 97/ 15
¢ .16
1i 20 11
1| 38 14
1| 4/ 1.




Ptiddme novou proménnou In y. Do jejiho Dlouhého jména napiSeme =log(y).
Pak provedeme regresm analyzu se zavisle proménnou In y a nezavisle proménnou X:

RySIed@é rese _se zayvislou promennoy

1609 R2= 91875303 Upravené

F(1,10)=113,08 p<,00000 Smérod. chybs
tseta bm chy_ B |Sm.chy f(10 Urove

N=12 beta B

ADbs.Cl 1,600 0,154 12,02 U,000

X U,900 0,090 0,190 0,014 10,65 0,00V

K vysledné tabulce pridame novou proménnou b, do jejihoz Dlouhého jména napiSeme =exp(B).

Vysledk rese Sse zayislou promennoy ._ Iny
R— 99 16 5 R2=.91875303 Upravené R2=
F(1,10)=113,08 p<,00000 Smérod. chyba odha
Beta Sm.ch) I:S Sm.chy t(10 Urovel b
N=12 beta B =exp(
ADbs.Cl 1,600/ 0,194 12,02 U,000 b,59/
X U,9008 0,090 0,150 0,014 10,635 0,000 1,162

Model ma tedy tvar: y = 6,397333.1,162332".

Ziskani predikované hodnoty pro x = 10:
Vratime se do Vysledky — vicenasobna regrese — na zaloZce Rezidua/ptedpoklady/ptedpoveédi vybereme Predpovéd’ zavisle
proménné — X = 10 — OK. K vysledné tabulce pfidame proménnou predikce a do jejiho Dlouhého jména napiseme =exp(v3).

Predpovezene hodnoty (N
promenneé: Iny
.| b-varTHodn[ b-vaf predik
Promén *Hod =exp(
X 10,1790 10,00 1,004 4,000
ADbS. Cle 1,800 6,38/
Predpoy 3,300 28,79
-99,0%l 3,18Y 24,28
+Y99,0% 3,930 54,14

Vidime, ze predikovand hodnota je 28,79.



Vytvotime jesté dvourozmérny teckovy diagram s proloZzenou exponencialou. Na zaloZce Rezidua/predpoklady/predpoveédi
vybereme rezidualni analyza — UloZit — UloZit rezidua & ptedpovédi — vybereme X, Y — OK.

Ve vzniklé tabulce odstranime proménné €. 5 az 10 a proménnou rezidua prejmenujeme na Predikce. Do Dlouhého jména
této proménné napiSeme =exp(v3).

Tento datovy soubor uspofadame podle velikosti hodnot proménné X: Data - Settidit — Proménna X — OK.

hotely.sta

T 2 3 g

Y X |Predpo\ Predik
T g T, Z( 7€
1 1. y 21 8t
3 1l < 2,2 10,
4 12 4, 25 13,
5 1 8, 3,1 22
6 21 8, 3,1 22,
/ 2 11 3t 36,
8 4/ 1. 3L b2,
Y 38 14 3¢ b4,
1M /6 14 4 bHY,
1 Y/ 15 4, bb,
1. 8 16 4. (2]

Vytvoteni grafu:

Grafy — Bodové grafy — zaSkrtneme Vicenasobny — Proménné X: X, Y: Y, Predikce — OK. Ve vytvofeném grafu pak

vypneme zobrazovani znacek pro Predikce a naopak zapneme Spojnici.
HIbH gl Z Ve X
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Provedeni regresni analyzy pomoci modulu Jednoducha nelinearni regrese
Pro data z pfedesI¢ho ptikladu najdeme odhady parametrii modelu y__ pomoci modulu Jednoducha nelinearni regrese.

Statistiky - Pokrocilé linearni/nelinearni odhady - Jednoducha nelinearni regrese — Proménné X, Y — OK — OK — zaSkrtneme
LN(X) — OK — Proménné — Zavislé LN-V1, Nezavislé¢ X — OK. Dostaneme stejnou tabulku jako predeslym postupem a
vysledné hodnoty odhadi regresnich parametrti ziskdme exponencidlni transformaci.

Ziskani odhadi parametri modelu y__ pomoci Bodovych grafi

Grafy — Bodové grafy — Proménné X, Y — OK — na zalozce Detaily zaskrtneme Prolozeni Exponencialni — OK.

BxbygdzYpdi X
hdeysad/r it

1 Y=GHSeaUTaRX)
0
10
D
8
0
> @
D
D
KY)
D
0
0

0 2 4 6 8 0 © “ 6 8

V zéhlavi grafu je uvedena regresni rovnice y = 6,3973*exp(0,1504*x), tedy
by =6,3973, b, =>"** = 1,1623.



Kritické hodnoty Durbinova-Watsonova testu pro autokorelaci 1. fadu pro a = 0,05, rozsah vybéru n a pocet regresort p
(bez konstant)

p=1 p=2 p=3 p=4 p=5

n dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99
30 135 1,49 128 1,57 121 1,65 1,14 1,74 1,07 1.83
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78



