Cviceni 9.: Mnohonasobna linearni regrese

Priklad: U 19 vzorki potravinarské pSenice byl zjisStovan obsah zinku v zrnu (proménna Y),
v kofenech (proménnd X;), v otrubach (X;) a ve stonku a listech (X3).

Y X X2 X3
175 164 198 162
169 160 198 159
175 158 211 164
181 162 211 162
539 520 567 523
526 502 540 491
344 339 355 334
475 460 500 446
820 683 813 695
841 731 832 714
828 710 846 697
775 716 818 709
622 543 635 563
661 577 712 580
579 505 596 531
936 790 946 814
903 806 946 834
927 793 912 824
889 820 919 807

a) Normalitu proménnych Y, Xj, X, X3 posud’'te pomoci Lilieforsova varianty K-S testu
s hladinou vyznamnosti 0,05.

b) Zavislost mezi dvojicemi proménnych (Y,X;), (Y,X:), (Y,X3) znazornéte
dvourozmérnymi teckovymi diagramy.

c) Vypoctéte vybérovou korelacni matici vSech Ctyf proménnych a pro a = 0,05
otestujte vyznamnost jednotlivych korelacnich koeficientt.

d) Vypoctéte vyberové parcialni korelacni koeficienty ryy x,x,)»  Tyx, (x,.x.)°

Iy x, (x,.x,) @ porovnejte je s vyberovymi parovymi korelacnimi koeficienty ryy , Ty, , Tyx, -
Na hladin¢ vyznamnosti a = 0,05 testujte hypotézy o nevyznamnosti parcialnich korelacnich
koeficientu Py.x,.(X,.x5) 7 Py.x,.(x,.x3) > Py.x;.(x,.x,) "

e) V prvni fazi zpracovani piedpokladejte, Ze je vhodny regresni model Y = Bot+ Pix;
+ B ax2 + Bsx3 + & Vypoctéte index determinace a interpretujte ho. Proved’te celkovy F-test.
Odhadnéte parametry regresniho modelu. Proved'te dilci t-testy pro regresni koeficienty.
Zjistéte odhad rozptylu. Vypoctéte parcidlni indexy determinace. (Hladinu vyznamnosti volte
a=0,05.)

f) Posud’te pomoci beta koeficientl vliv jednotlivych nezavisle proménnych veli¢in na
regresni model.

g) Z regresniho modelu odstranite ty proménné, jejichz regresni koeficienty se
neprokazaly vyznamné pro o = 0,05. Sestavte novy regresni model a proved’te v ném tytéz
ukoly jako v bodé¢ e).

h) Normalitu rezidui v tomto novém regresnim modelu posudte K-S testem na
hladin€ vyznamnosti a = 0,05.



1) V novém regresnim modelu najdéte 95% interval spolehlivosti pro teoretickou
regresni funkci a 95% predikéni interval.
j) Proved'te regresi metodou STPEPVISE, a to jak Forward, tak Backward.

Reseni: Natteme datovy soubor zinek.sta.
ad a) Vysledky Lilieforsova varianty K-S testu normality

proménnd | testova statistika | p-hodnota
Y 0,15792 >0,2
X, 0,15613 >0,2
X 0,18177 <0,1
X3 0,16420 <0,2

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 nelze ani v jednom pfipad¢€ zamitnout hypotézu o normalité.

ad b)
Dvourozmérné teckové diagramy dvojic (Y,X)), (Y,X2), (Y,X3) svédci o existenci dosti silné
ptimé linearni zavislosti.
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ad c) Vybérova korela¢ni matice proménnych Y, X;, X, X3 spolu s odpovidajicimi p-
hodnotami:

Poménnal Y | X1 | x2 | x3
Y 1,00000 ,9947 ,9981 ,9959
= ---| p=,000! p=0,00/ p=0,00
X1 ,9947/ 1,0000 ,9954 ,9980
p=,0000 p=--- p=,000 p=0,00
X2 ,9981/  ,9954 1,0000 ,9962
p=0,00 p=,000 p=--- p=0,00
X3 ,9959  ,9980 ,9962 1,0000
p=0,00 p=0,00! p=0,00. p=---

Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitdme hypotézu o nevyznamnosti jednotlivych korelacnich
koeficientt.

ad d)
Vyberovy koeficient parcialni korelace ry y (x, x,)

Proménna| Y | X1

Y 1,0000 -,0390
p= --- p=,882
X1 -,0390 1,0000
p=.882 p=-—-
Vyberovy koeficient korelace ryy je 0,9947, zatimeo 1y x (x, x,) Je -0,039.

Pokud eliminujeme vliv proménnych X,, X3, tak mezi proménnymi Y a X, existuje velmi
slabé neptima linearni zavislost, kterd neni na hladin€ 0,05 vyznamna.
Vyberovy koeficient parcialni korelace ry y (x x,)



Proménna| Y | X2

Y 1,0000 7515
p=--- p=,001

X2 7515 1,0000
p=,001 p=--

Vyberovy koeficient korelace 1y, je 0,9981, zatimco ry x (x x,) poklesl na 0,7515.

Pokud eliminujeme vliv proménnych X;, X3, tak mezi proménnymi Y a X, existuje silna
piima linearni zavislost, ktera je na hladin€ 0,05 vyznamna.

Vyberovy koeficient parcialni korelace 1y (x x,)

Proménna| Y | X3

Y 1,0000 ,2230
p=-- p=,390

X3 ;2230 1,0000
p=,390 p=---

Vyberovy koeficient korelace r,y je 0,99589, zatimeo 1y y (x, x,) Je pouze 0,223.

Pokud eliminujeme vliv proménnych X;, X,, tak mezi proménnymi Y a X; existuje slaba
pfima linearni zavislost, ktera neni na hlading 0,05 vyznamna.
Vidime, Ze existuji znacné rozdily mezi parovymi a parcidlnimi vybérovymi korela¢nimi
koeficienty. Lze tedy soudit na existenci multikolinearity. O tom svéd¢i ikoeficienty VIF:
Statistiky kolineace za danych podminek (zinek.sta)
Sigma-omezend parametrizace

Toler. | Rozptyl RA2 Y Y Y Y Y
Efekt Infl fak Beta v Parcial. | Semipar. t p
X1 0,003802 262,9861 0,996198 -0,037425 -0,038960 -0,002308 -0,15100€ 0,881983
X2 0,007214 138,6290 0,992786 0,793836 0,751501 0,067422 4,411716 0,000505
X3 0,003120 320,5035 0,996880 0,242409 0,223005 0,013540 0,886006 0,389598

ad e) Vysledky pro regresni model Y = o+ Bix; + Boxo + Bsxs + ¢

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)

R=,99824679 R2=,99649665 Upravené R2=,99579598

F(3,15)=1422,2 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 18,094

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba | t(15) |Urovei p

N=19 beta B
Abs.¢len -28,7607| 10,60478 -2,71205 0,016066
X1 -0,037425 0,247835 -0,0439 0,29089 -0,15101 0,881983
X2 0,793836/ 0,179938  0,8079 0,18312 4,41172| 0,000505
X3 0,242409 0,273598  0,2802 0,31623 0,88601 0,389598

Adjustovany index determinace je 0,9958, tedy zvoleny regresni model s proménnymi X,
X5, X3 vysvétluje variabilitu proménné Y z 99,58%. Testova statistika pro celkovy F-test
nabyva hodnoty 1422,2, odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0, tedy model jako celek je
vyznamny na hladiné 0,05.

Odhad rozptylu ziskdme z tabulky analyzy rozptylu:

Soucet |sv| Primér F Uroven p
Efekt étvercu Stvercu
Regres. | 1396846 3| 465615,2| 1422,205 0,000000
Rezid. 4911/ 15 3274
Celk. 1401757
s*=3274

Odhadnuta regresni funkce ma tvar: Y= -28,7607 — 0,0439x; + 0,8079%, + 0,2802x3.



Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy Hy: Bo = 0 je -2,71205, p-hodnota je 0,016066, tedy Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Hy: B; = 0 je -0,15101, p-hodnota je 0,881983, tedy Hy
nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Hy: B, = 0 je 4,41172, p-hodnota je 0,000505, tedy Hy
zamitame na hladiné vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Hy: B3 = 0 je 0,88601, p-hodnota je 0,389598, tedy Hy
nezamitame na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vypocet parcidlnich indexii determinace:

Iy x, ?=0,9947% =0,9894 (Pokud do modelu Y = By + € zafadime veli¢ina X;, pak bude
vysvétlovat variabilitu hodnot veli€iny Y z 98,94%.)

Iy x, x, ’= 0,8079% =0,6527 (Pokud do modelu Y = B+ B 1x; + € zafadime veli¢inu X,, pak
bude vysvétlovat variabilitu hodnot veli¢iny Y z 65,27%.)

rY,X‘zA(X“XZ)2 =0,223% =0,0497 (Pokud do modelu Y = B+ B 1x; + P 2x2 + € zatadime velicinu

X3, pak bude vysvétlovat variabilitu hodnot veli¢iny Y z 4,97%.)

ad f) Interpretace beta koeficienti:
betal = -0,037425, beta2 = 0,793836, beta3 = 0,242409. V absolutni hodnoté¢ je nejvétsi
beta2, tedy obsah zinku v otrubach mé nejvétsi vliv na obsah zinku v zrnu.

ad g) Protoze dilci t-testy prokazaly, ze na hladin€ 0,05 nejsou proménné X; a X3 vyznamné,
sestavime novy regresni model Y = o+ B x, + €.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

Beta |Sm.chyba B Sm.chyba t(17) | Urovefi p

N=19 beta B
Abs.c¢len -30,2507 10,31117| -2,93378 0,009274
X2 0,998076/ 0,015037 1,0157 0,01530| 66,37372 0,000000

Adjustovany index determinace je 0,9959, tedy zvoleny regresni model s proménnou X,
vysvétluje variabilitu proménné Y z 99,59%. Testova statistika pro celkovy F-test nabyva
hodnoty 4405,5, odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0, tedy model jako celek je vyznamny
na hladin¢ 0,05.

Vidime, Ze Y =-30,2507 + 1,0157x,.

Dil¢i t-testy pro jednotlivé regresni koeficienty:

testova statistika pro test hypotézy Hy: Bo = 0 je -2,93378, p-hodnota je 0,009274, tedy Hy
zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05;

testova statistika pro test hypotézy Ho: B, = 0 je 66,37372, p-hodnota je 0,000000, tedy Hy
zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti 0,05.

ad h) Ovéfeni normality rezidui

Abychom mohli analyzovat rezidua, musime je ulozit. Ve vystupni tabulce zvolime
Rezidua/ptedpoklady/ptfedpovédi — Rezidudlni analyza — Ulozit — Ulozit rezidua& piedpovédi
- OK.

Testova statistika pro K-S test nabyva hodnoty 0,1163, odpovidajici p-hodnota je vétsi nez
0,20, tedy hypotézu o normalité rezidui nezamitdme na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Pro Uplnost jesté posoudime vzhled N-P plotu:
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N-P plot sv€d¢i o tom, Ze rozloZeni rezidui se pfili§ nelisi od normalniho rozlozZeni.

ad 1) Intervaly spolehlivosti pro regresni funkci a pro predikci ziskdme pomoci
dvourozmérnych teckovych diagramii, kde v Detailech vybereme linearni prolozeni a zvolime
regresni pasy.
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ad j) Nejprve aplikujeme metodu Forward:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle proménna Y, Nezavisle proménné
X1, X2, X3 — OK — Detailni nastaveni — zaSkrtneme Dal§i moznosti — OK — Metoda —
zvolime Krokova dopfednd — na zaloZce Metoda zvolime Zobrazit vysledky Po kazdém kroku
— OK (V kroku 0 nejsou v regresni rovnici zadné proménné.) Klikneme na Dalsi — Vypo-
cet:Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.

N=19 zb* zb
Abs.Clen -30,2507| 10,31117| -2,93378 0,009274
X2 0,998076/ 0,015037,  1,0157 0,01530 66,37372 0,000000

V prvnim kroku byla vybrana proménna X2. Opét klikneme na Dalsi a dostaneme vysledky
kroku 2, ktery je jiz kone¢ny:



Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824412 R2=,99649132 Upravené R2=,99605274
F(2,16)=2272,1 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,533

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(16) p-hodn.

N=19 zb* zb

Abs.¢len -28,9426 10,20929 -2,83493| 0,011948
X2 0,788109 0,170440  0,8020 0,17345 4,62396| 0,000282
X3 0,210764 0,170440  0,2436 0,19700 1,23659 0,234086

Empiricka regresni funkce ma tvar Y= -28,9426 + 0,802x, + 0,2436x5.

Model jako celek je vyznamny na hlading 0,05, avSak nezdvisle proménna X; vyznamna neni.
Ptispiva vSak k vysvétleni variability hodnot zavisle proménné veli€iny Y. Adjustovany index
determinace je 0,9961. V modelu s nezavisle proménnou X; byl 0,9959 a v modelu se v§emi
ttemi nezavisle proménnymi byl 0,9958.

Normalitu rezidui prozkoumame pomoci N-P grafu a S-W testu:

Normalni p-graf z Rezidua
Tabulka52 1v*19¢c
Rezidua : SW-W =0,9547; p = 0,4725
2,0
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Rezidua neporusuji pfedpoklad normality.

Nyni provedeme metodu Backward:

Statistiky — Vicerozmérna regrese — Proménné — Zavisle proménnd Y, Nezavisle proménné
X1, X2, X3 — OK — Detailni nastaveni — zasSkrtneme DalSi moznosti — OK — Metoda —
zvolime Krokova zpétna — na zalozce Metoda zvolime Zobrazit vysledky Po kazdém kroku —
OK — Vypocet:Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824679 R2=,99649665 Upravené R2=,99579598
F(3,15)=1422,2 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 18,094

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(15) p-hodn.

N=19 zb* zb

Abs.Clen -28,7607| 10,60478 -2,71205 0,016066
X1 -0,03742¢ 0,247835 -0,0439  0,29089 -0,15101 0,881983
X2 0,793836/ 0,179938 0,8079] 0,18312 4,41172 0,000505
X3 0,242408 0,273598 0,2802  0,31623 0,88601 0,389598

V prvnim kroku byly zafazeny vSechny proménné.



Klikneme na Dalsi — Vypocet: Vysledky regrese.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99824412 R2=,99649132 Upravené R2=,99605274
F(2,16)=2272,1 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,533

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(16) p-hodn.
N=19 zb* zb
Abs.¢len -28,9426/  10,20929 -2,83493 0,011948
X2 0,788109 0,170440  0,8020, 0,17345 4,62396 0,000282
X3 0,210764 0,170440 0,2436  0,19700 1,23659 0,234086

V tomto kroku byly vylou€ena proménna X1.

Opét klikneme na Dalsi — Vypocet: Vysledky regrese a dostaneme konecnou tabulku:

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (zinek.sta)
R=,99807615 R2=,99615600 Upravené R2=,99592988
F(1,17)=4405,5 p<0,0000 Smérod. chyba odhadu : 17,803

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(17) p-hodn.
N=19 zb* zb
Abs.¢len -30,2507| 10,31117, -2,93378| 0,009274
X2 0,998076 0,015037, 1,0157  0,01530 66,37372 0,000000

Vidime, ze metoda STEPWISE, Backward poskytla stejné vysledky jako metoda ENTER.



