KAPITOLA 5

Z¥izeni ZOO

V této kapitole zacneme budovat ndstroje umoZziujicich
modelovdni zdvislosti, které nejsou ani linedrn{ ani diskrétni.
S takovou potiebou se Casto setkdme, kdyZ popisujeme sys-
tém vyvijejici se v Case a to ne jen v nékolika vybranych
okamzicich, ale ,,souvisle®, tj. pro vSechny mozné okamZiky.
Nekdy je to pfimo zdmér ¢i potieba (tfeba ve fyzikdlnich
modelech klasické mechaniky), jindy je to vhodné ptibliZzen{
diskrétnitho modelu (tfeba u ekonomickych, chemickych nebo
biologickych modeli).

Kli¢ovym pojmem budou stéle funkce. Cim vé&tsi tidu
funkei ptipustime, tim obtiznéjsi bude vybudovat nastroje pro
nasi praci. Kdyz ale bude rtiznych typt funkcei malo, nebu-
deme patrné¢ umét budovat dobré modely pro redlné situace
vibec. Cilem nésledujicich dvou kapitol bude proto explicitné
zavést nékolik typl elementdrnich funkcfi, implicitné popsat
daleko vice funkef a vybudovat standardn{ ndstroje pro préci
s nimi. Souhrnné se tomu k4 diferencidlni a integrdlni pocet
jedné proménné. Zatimco dosud jsme se spiSe pohybovali v
oblasti matematiky nazyvané algebra, nyni se poustime do
tzv. matematické analyzy.

1. Interpolace polynomy

V predchozich kapitolach jsme pracovali ¢asto s posloup-
nostmi hodnot redlnych nebo komplexnich ¢isel, tj. se ska-
larnimi funkcemi N — K nebo Z — K, kde K byl zvoleny
¢iselny obor. Pfipadné jsme pracovali s posloupnostmi vek-
torti nad redlnymi nebo komplexnimi ¢isly.

Pripomenime si diskusi z odstavce 1.4, kde jsme
premysleli nad zpUsoby, jak pracovat se skaldrnimi funkcemi.
Na této diskusi neni tfeba nic dopliiovat a rdadi bychom
(pro zac¢dtek) uméli pracovat s funkcemi R — R (redlné
funkce redlné proménné) nebo R — C (komplexni funkce
redlné proménné), pripadné funkcemi Q@ — @ (funkce
jedné raciondlni proménné s raciondlnimi hodnotami) apod.
VétSinou plijdou nase zdvéry snadno rozsifit na pripady
s vektorovymi hodnotami nad stejnymi skaldry, ve vykladu se
ale zpravidla omezime jen na pifpad redlnych a komplexnich
Cisel.

Zacneme od nejednodussich funkef, které umime zadat
explicitné pomoci kone¢né mnoha algebraickych operaci se
skaldry.
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5.1. Polynomy Skaldry umime scitat a ndsobit a tyto ope-

- T race spliiuji fadu vlastnosti, které jsme vyjme-
» novali uZ v odstavcich 1.1 a 1.3. KdyzZ pfipus-
time konec¢ny pocet téchto operaci, pfi¢emz
jednu proménnou ponechdme jako nezndmou a dalsi vstupu-
jict skaldry budou pevné zvolené, dostdvame tzv. polynomy:

PoLyNomY '
=

Polynomem nad okruhem skalard K rozumime zobrazeni
f : K — Kdané vyrazem

F) = ax" +ap 1 x" -+ arx +ap,

kde a;,i = 0, ..., n, jsou pevné zadané skalary, ndsoben{
je znazornéno prostym zietézenim symboli a ,,+“ oznacuje
s¢itani. Pokud je a, # 0, fikdme, Ze polynom f je stupné
n. Stupent nulového polynomu neni definovdn. Skaldry «;
oznacujeme jako koeficienty polynomu f.

Polynomy stupné nula jsou pravé konstantni nenulova
zobrazeni x +— ap. V algebie jsou Castéji polynomy defi-
novany jako formdlni vyrazy uvedeného tvaru f(x), tj. jako
posloupnosti koeficientti ag, ay, ... s kone¢né mnoha nenulo-
vymi prvky. V zapéti si ale ukdZzeme, Ze v analyze budou oba
pfistupy ekvivalentni.

Je snadné ovéfit, Ze polynomy nad okruhem skaldrti tvoi{
opét okruh, kde ndsobeni a s¢itan{ je dano operacemi v piivod-
nim okruhu K pomoci hodnot polynomd, tzn.

(f - &) = fx)-gx), (f +8)x) = fx) +g(x),

kde nalevo a napravo musime spravné interpretovat piislusné
operace v okruhu polynomd a v samotném okruhu skalart.

5.2. Déleni polynomii se zbytkem. Jak jsme jiz zminili, bu-
deme v dal§im pracovat vyhradné s poli skalarti Q, R nebo
C. Pro vSechna pole skalart vSak plati

Tvrzeni (O déleni polynomti se zbytkem). Pro libovolné po-
lynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznacné urcené
polynomy q a r takové, Ze [ = q - g + r a pFitom je stupen r
mensi nez m nebo je r = Q.

Dtkaz. Za¢néme jednoznacnosti. Predpoklddejme, Ze
{1, mame dvé pozadovana vyjadfeni polynomu f s po-
,p lynomy g, g’, r ar/, tj. plati

k
f=q-g+r=q g+r.
Pak také odectenim dostaneme 0 = (¢ — ¢’) - g + (r — /).

Jestlize ¢ = ¢/, pak také r = r’. Je-li ¢ # ¢’, pak Clen s
nejvyéél’m stupném v (¢ — ¢’) - ¢ nemiiZe byt vykompenzovén
r — r’, coz vede na spor. Dokdzali jsme tedy jednozna¢nost
vysledku déleni, pokud existuje.

Zbyva dokdzat, Ze umime polynom f vzdy napsat poza-
dovanym zptsobem. Pokud by stupeni g byl vétsi neZ stuperi
f, pak miZeme rovnou psit f = 0- g + f. Pfedpokladejme
proto n > m a dokazme tvrzeni indukcfi pies stupen f.
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Pokud je f polynom stupné nula, je tvrzeni ziejmé. Pfepo-
klddejme tedy, Ze tvrzeni plati pro stupné mensi nezn > 0
a uvazme vyraz h(x) = f(x) — "” x""g(x). Budje h(x)
pfimo nulovy polynom a pak mame co jsme hledali, nebo
jde o polynom nizstho stupné a tedy jej jiZ umime napsat
potiebnym zpﬁsobem hix)=q-g+ra tedy také

f) —h(X)+ x""eg(x) = (q+ X" gx) +r

b
a tvrzeni je dokazano. g

Je-li pro néjaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to
znamend, Ze v podilu f(x) = g(x)(x —b)+r musibytr = 0.
Jinak by totiZ nebylo moZzné dosdhnout f(b) = q(b) - 0 +r,
kde stupeti r je nulovy. Rikdme, Ze b je kofen polynomu f.
Stupeii g je pak pravé n — 1. Pokud md g opét kofen, mtizeme
pokracovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstatnimu
polynomu. Dokdzali jsme tedy, Ze kaZdy nenulovy polynom
nad polem K ma nejvyse tolik kofend, kolik je jeho stuperi.
Odtud jiz snadno dovodime i ndsledujici pozorovani:

Disledek. Je-li K pole s nekonecné mnoha prvky, pak dva
polynomy f a g jsou si rovny jako zobrazent, pravé kdyz maji
shodné koeficienty.

DtUkaz. Predpokladejme f = g, tj. f — g = 0, jako
zobrazeni. Polynom (f — g)(x) tedy ma nekonec¢né mnoho
kofen, coZ je moZné pouze tehdy, je-li nulovym polynomem.

g

Uvédomme si, Ze u kone¢nych poli samozfejmeé takové
tvrzeni neplati. Jednoduchym piikladem je napf. polynom
x? 4 x nad Zy, ktery predstavuje nulové zobrazeni.

5.3. Interpolaéni polynom. Cast4 praktickd dloha vyZaduje
D stanoveni pocitatelné formule pro funkci, pro

¢ W kterou mdme zaddny hodnoty v pfedem danych
"I(A}r bodech xy, ..., x,,. Pokud by §lo o nulové hod-

noty, umime pifmo zadat polynom stupné n + 1

Fx) =& —x0)(x —x) ... (x —x),
ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a ni-
kde jinde. To ale nenf jedind odpovéd, protoZe pozZadovanou
vlastnost md i nulovy polynom. Ten je pfitom jediny s touto
vlastnosti ve vektorovém prostoru polynomi stupné nejvyse
n. Obdobné to dopadne i v obecném pripadé:

INTERPOLACNT POLYNOMY L_

Necht K je nekone¢né pole skalara. Interpolacni poly-
nom f pro mnoZinu po dvou riznych bodt xo, ..., x, € K
a predepsanych hodnot yy, ..., y, € K je polynom stupné
nejvyse n nebo nulovy polynom, ktery splituje f(x;) = y;
pro vSechnai =0, 1,...,n.

Véta. Pro kaZdou mnoZinu n + 1 po dvou riiznych bodii

X0, - .., Xn € Ka predepsanych hodnot yy, ..., y, € K exis-
l tuje prave jeden interpolacni polynom f.
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DtUkaz. Za¢néme jednodussi Casti, tj. jednoznacnosti.
ﬁ-‘ Jsou-li f a g dva interpola¢ni polynomy
/' se stejnymi defini¢nimi hodnotami, pak je
- 5 jejich rozdil polynomem stupné n, ktery
ma n + 1 kofend, a proto je f — g = 0.
Zbyvi existence. Oznacme si prozatim nezndmé koefici-
enty polynomu f stupné n

f=ax"+---+ax+a.

Dosazenim pozadovanych hodnot dostaneme systém n + 1
rovnic pro stejny pocet nezndmych koeficientl a;

ap + xoay + -+ + (x0)"an = yo

ap+ xpa; + -+ -+ (xn)nan = Yn-

Existenci feSeni tohoto systému rovnic miiZzeme snadno
ukdzat pfimou konstrukei patfi¢ného polynomu pomoct tzv.
Lagrangeovych polynomt pro dané body xo, . . ., x,,, viz. dal§{
odstavec textu niZe.

Nyn{ ale dikaz dokon¢ime pomoci jednoduchych zna-
losti z linedrni algebry. Tento systém linedrnich rovnic ma
totiZ pravé jedno feSeni pokud je determinant jeho matice
invertibiln{ skaldr, tj. pokud je nenulovy (viz 3.1 a 2.23). Jde
o tzv. Vandermondiiv determinant, ktery jsme jiz diskutovali
v ptikladu ?? na strané ??.

Protoze jsme ale uz ovéfrili, Ze pro nulové pravé strany
existuje feSeni pravé jedno, vime, Ze tento determinant nenu-
lovy byt musi.

ProtoZe polynomy jsou jako zobrazenf stejné, pravé kdyz
maji stejné koeficienty, véta je dokdzdna. g

5.4. Uziti interpolaci. Na prvni pohled se miize zdit, Ze
@& redlné nebo piipadné raciondlni polynomy, tj. po-
@f:-? lynomiélné zadané funkce R — R nebo Q — Q,
Q?”L;“‘\ tvori hezkou velikou tfidu funkci jedné proménné.
“ o, st MiZzeme jimi proloZit jakékoliv sady pfedem za-
danych hodnot. Navic se zdaji byt snadno vyjadfitelné, takze
by s jejich pomoci mélo byt dobie mozné pocitat i hodnoty
téchto funkci pro jakoukoliv hodnotu proménné. Pfi pokusu
o praktické vyuZiti v tomto sméru ovSem narazime hned na
nékolik problémt.

Prvnim z nich je potieba rychle vyjadrit polynom, kte-
rym zadand data proloZime. Pro feSeni vySe diskutovaného
systému rovnic totiZ budeme obecné potiebovat ¢as imérny
tieti mocniné poctu bodul, coz pfi objemnéjsich datech je
jisté tézko prijatelné. Podobnym problémem je pomalé vycis-
leni hodnoty polynomu vysokého stupné v zadaném bodé¢.
Oboji 1ze ¢astecné obejit tak, Ze zvolime vhodné vyjadieni
intepolacniho polynomu (tj. vybereme lepsi bazi prislusSného
vektorového prostoru vSech polynomt stupné nejvyse k, nez
je ta nejobvyklejsi 1, x, x2, ..., x™).

UkdZeme si pouze jediny piiklad takového postupu:

178



KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

LAGRANGEOVY INTERPOLACN{ POLYNOMY I_

Lagrangeiiv interpolacni polynom snadno zapiSeme po-
moci tzv. elemntdrnich Lagrangeovych polynomti ¢; stupné n

s vlastnostmi
1 i=j
Li(xj) = .,
0 i#]
Ziejmé musi byt tyto polynomy aZ na konstantu rovny vy-
razim (x — xp) ... (x — x;—-1)(x — x;4+1) ... (x — x,) a proto

Hj;/:i(x _xj)
[T (xi —xj)

Hledany Lagrangetiv interpolacni polynom je pak dan vzta-
hem

Li(x) =

Fx) = yolo(x) + yili(x) + - 4 vl (x).

dat n&jaké dalsi
odkazy

Pouziti Lagrangeovych polynomu je obzvlast efektivni,
kdyz opakované prokldiddme zadané hodnoty zdvislé
proménné y; pro stdle stejné hodnoty nezdvislé proménné x;.
Pak totiZ mdme elementarni polynomy ¢; predem pfipraveny.

Toto vyjadfeni md nevyhodu ve velké citlivosti na nepies-
nosti vypoctu pii malych rozdilech zadanych hodnot x;, pro-
toZe se v ném témito rozdily deli.

Dals{ nepiijemnosti je velice $patnd stabilita hodnot redl-
nych nebo raciondlnich polynomt pfi zvétsujici se hodnoté
proménné. Brzy budeme mit ndstroje na presny popis kva-
litativniho chovén{ funkci, nicméné i bez nich je ziejmé, Ze
podle znaménka koeficientu u nejvyssi mocniny polynomu se
hodnoty velice rychle pfi rostoucim x vydaji bud’do plus nebo
minus nekonecna. Ani toto znaménko koeficientu u nejvyssiho
stupné se ale u interpolacniho polynomu pfi malych zménach
proklddanych hodnot nechova stabilné. Ndzorné€ to vidime
na dvou obrdzcich, kde je proloZeno jedendct hodnot funkce
sin(x) s riznymi malymi ndhodnymi zménami hodnot. Zele-
nou barvou je vynesena aproximovand funkce, kolecka jsou
malinko posunuté hodnoty a ¢ervené je vynesen jednoznacné
zadany interpola¢ni polynom. Zatimco uvnitf intervalu je
aproximace vcelku dobrd, stabilita na okrajich je otfesnd.

Kolem interpola¢nich polynomu existuje bohata teorie.

5.5. Poznamka. Numerickd nestabilita zptisobend piipad-
nou blizkosti (nékterych) z bodl x; je dobfe viditelnd i na
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systému rovnic z dikazu Véty 5.3. Pri feSeni systému linedr-
nich rovnic totiZ nestabilita do zna¢né miry souvisi s velikosti
determinantu matice systému, tj. v naSem piipad¢ Vandermon-
dova determinantu. Ten umime vcelku snadno pifmo spocist:

Lemma. Pro posloupnost po dvou riiznych skaldrii
X0 - - -5 Xn € K plati
n
Vixo,...,x,) = H (xi — xp).

i>k=0
Dtkaz. Vztah dokaZeme indukci pies pocet bodti x;. Evi-
dentné je spravny pron = 1 (apron = 0 je Gloha nezajimava).
Predpokladejme, Ze vysledek je spravny pro n — 1, tj.
n—1
Vixo,...,x,21) = H (xi — xp)-
i>k=0
Nyni povazujme hodnoty xy, . .., x,_; za pevné a hodnotu x,,
ponechme jako volnou proménnou. Rozvojem determinantu
podle posledniho fadku (viz ??) obdrzime hledany determi-
nant jako polynom
(5.1)
Vo, .o x) = ()" V (o, X)) = ()"

Toto je polynom stupné n, protoze vime, Ze jeho koeficient u
(x,)" je nenulovy dle induk¢éniho pfedpokladu. Pritom bude
zjevn€ nulovy pfi dosazeni kterékoliv hodnoty x,, = x; pro
i < n, protoZe bude v takovém piipadé obsahovat ptivodni de-
terminant dva stejné fadky. N4s polynom tedy bude délitelny
vyrazem

(xn - x())(xn - X]) e (xn - xnfl),
ktery ma sam jiz stupeni n. Odtud vyplyva, Ze cely Vander-
mondiv determinant coby polynom v proménné x, musi byt
tomuto vyrazu roven az na konstantni ndsobek, tj.

V(xo, ..., xp) = ¢ (X — x0)(Xq — X1) -+ - (X — Xp1).

Porovnanim koeficientti u nejvyssi mocniny v (5.1) a tomto
vyrazu dostdvdme

c=V(xo,...,X,—1)
a tim je dtikaz lemmatu ukoncen. g

Opét tedy vidime, Ze determinant bude velmi maly, pokud
jsou malé vzdélenosti bodi x;.

5.6. Derivace polynomu. Zjistili jsme, Ze hodnoty poly-
o nomi s rostouci proménnou rychle miif k ne-
" kone¢nym hodnotdm (viz také obrazky). Proto
"~ je ziejmé, Ze polynomy nemohou nikdy vhodné
‘i"_j-v popisovat jakékoliv periodicky se opakujici déje
(jako jsou napt. hodnoty goniometrickych funkci). Mohlo by
se ale zdat, Ze podstatné lepsi vysledky budeme alespoil mezi
body x; dosahovat, kdyZ si budeme kromé hodnot funkce
hlidat, jak rychle naSe funkce v danych bodech rostou.
Za timto ucelem zavedeme (prozatim spise intuitivné)
pojem derivace pro polynomy. MiiZeme pfitom pracovat opét
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s redlnymi, komplexnimi nebo racionalnimi polynomy. Rych-
lost rtstu v bodé x € R pro redlny polynom f(x) dobie
vyjadfuji podily
fx+Ax) — f(x)

Ax
a protoze umime spocist (nad libovolnym okruhem)

(5.2)

(x4+AX)F = xF kT Ax+- - -+(];)xl(Ax)k71+~ (A,

dostaneme pro polynom f(x) = a,x" +- - - +aop vySe vedeny
podil ve tvaru

fx+ Ax) — f(x) nx"TAx 4+ -+ (Ax)¥
=a + ..

AXx " Ax
=na X" "+ (= Dapx" 2+ +a + Ax(...)

kde vyraz v zdvorce je polynomidlné zdvisly na Ax. Evi-
dentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hodnotu
libovolné blizkou ndsledujicicmu vyrazu:

| DERIVACE POLYNOMU L—_
e

Derivaci polynomu f(x) = a,x" + --- + ap podle
proménné x rozumime polynom

F'x) =na,x" '+ (n — Da,_1x" 24 +a.

Z definice je jasné, Ze pravé hodnota f’(x) derivace
polynomu ndm dava dobré pfibliZzeni jeho chovani v okol{
bodu x. Presnéji feceno, primky

_ flxo+ Ax) = f(x)
y= (x
Ax

tj. secny grafu polynomu prochézejici body [xg, f(xo)] a [xo+
Ax, f(xo+ Ax)] se, se zmenSujicim se Ax, ptiblizuji piimce

y = f'(xo)(x = x0) + f(x0),

coZ tedy musi byt te¢na grafu polynomu f. Hovofime o line-
drnim pribliZeni polynomu f jeho tecnou.

Derivace polynomt je linedrni zobrazeni, které ptifazuje
polynomum stupné nejvyse n polynomy stupné nejvyse n — 1.

Iteraci této operace dostdvame druhé derivace f”, tieti
derivace f® a obecné& po k—ndsobném opakovani polynom
f® stupné n —k. Po n+1 derivacich je vysledkem nulovy po-
lynom. Toto linedrnim zobrazeni je piikladem tzv. cyklického
nilpotentniho zobrazeni, kterd jsou podrobnéji rozebirdna v
odstavci 3.32 o nilpotentnich zobrazenich.

— xo) + f(x0),

5.7. Hermiteuv interpolac¢ni problém. UvaZme opétm + 1
; 1 po dvou rtiznych redlnych hodnot xo, . . ., X, tj.
(§ == X; # xj pro viechna i # j. Budeme chtit zase
/\m proklddat pomoci polynomt pfedem dané hod-
~Fr~e=—2— noty, tentokrdt ale budeme vedle hodnot ptede-
pisovat i prvni derivace. Tj. pfedpiSeme y; a y; pro vSechna i.
Hleddme polynom f, ktery bude nabyvat téchto predepsanych
hodnot a derivaci.

-+a

Ax
! Ax
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Zcela analogicky jako u interpolace pouhych hodnot ob-
drzime pro nezndmé koeficienty polynomu f(x) = a,x" +
-+ 4 ap systém 2(m + 1)rovnic

ap + xoap + -+ + (x0)"a, = yo

ap + xpap + -+ -+ (xm)nan = Ym
ay + 2xpar + -+ -+ n(xp)" la, = Yo

ar + 2xpa0 4 -+ n(x,)" a, =y,

Opét bychom mohli ovéfit, Ze pfi volbé n = 2m + 1 bude
determinant tohoto systému rovnic nenulovy a tudiZ bude
existovat pravé jedno feseni. Nicméné, obdobné ke konstrukci
Lagrangeova polynomu lze zkonstruovat takovy polynom f
piimo. Prosté si vytvoiime jednu sadu polynomu s hodnotami
nula nebo jedna jak u derivaci tak u hodnot, abychom jejich
jednoduchou linedrni kombinaci uméli dosdhnout potfebné
hodnoty. Ovéfeni ndsledujici definice a tvrzeni nechdme na
Ctendri;
HERMITEGV INTERPOLACNT POLYNOM

Hermiteiiv interpolacni polynom definujeme pomoci fun-

damentédlnich Hermiteovych polynomd:

L VN D
p—ﬂu»u—xﬂ%@»

R (x) = (x —x;) (X)),

kde £(x) = []/_, (x — x;). Tyto polynomy spliiuji:

i 1 r0i = j
loyy = §/ = p J
hiGj) = §; _[ 0 proi #j

hl(x) =

) x) = 0
h(xj) = 0
) (x)) = 8

a proto je Hermitetiv interpola¢ni polynom dan vyrazem

k
) =" (vik} (i) + yihi(x)) .
i=1

5.8. Piiklady Hermiteovych polynomi. Uplné nejjed-

Tim ur¢ime beze zbytku polynom stupné jedna

f@) = fxo) + f'(xo)(x — xo)

tj. pravé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé
xo. KdyZ zaddme hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo =
f(xo), o = f'(x0), yi = f(x1), y; = f'(x1) pro dva riizné
body x;, dostaneme jesté porad snadno pocitatelny problém.
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Ukazme si jej ve zjednoduSeném provedent, kdy x¢ = 0,
x; = 1. Pak matice systému a jeji inverze budou

0001 2 2 1 1
) -3 3 2 -
A=loo 1 o' Tlo o 1 o

3210 1 0 0 0

Pifmym vyndsobenim A - (yo, y1, ¥, ¥)7 pak vyjde vektor
koeficientti (a3, as, a;, ag)” polynomu £, tj.

F(x) = Q2yo = 2y1 + yo + y)x7 4+ (=3y0 + 3y1 — 2y5 — y)x?

+ yox + Yo.

5.9. Interpolace splajny. Obdobné miZeme piedepisovat li-

~ "\ bovolny konecny pocet derivaci v jednotlivych
), bodech a vhodnou volbou stupné polynomu ob-
" drzime vzdy jednoznacné interpolace. Nebu-

deme zde uvadét podrobnosti. Bohuzel, u v§ech
techto 1nterpola01 pofad zGstdvaji problémy zminéné uz v
piipadé jednoduchych interpolaci hodnot — slozZitost vypocti
a nestabilita. Pouziti derivaci vSak podbizi jednoduché vy-
lepSeni metodiky:

Jak jsme vidéli na obrazcich demonstrujicich nestabilitu
interpolace jednim polynomem dostate¢né vysokého stupné,
malé lokdln{ zmény hodnot zapficifiovaly dramatické celkové
zmény chovani vysledného polynomu. Nabiz{ se tedy vyu-
Zit{ malych polynomidlnich kouskd nizkych stupnd, které ale
musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodd
linedrnim polynomem. Tak se nej¢astéji zobrazuji data. Z po-
hledu derivaci to znamend, Ze budou na jednotlivych dsecich
konstantni a pak se skokem zméni.

O néco sofistikovanéjsi moZnosti je pfedepsat v kazdém
bodé hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hod-
noty a jednozna¢né tim uréime Hermitetiv polynom 3. stupné,
viz vyse. Tento polynom pak mtizeme pouZzit pro vSechny hod-
noty nezdvislé proménné mezi krajnimi hodnotami xy < x;.
Hovofime o intervalu [xg, x;]. Takové polynomidlni pfiblizen{
po kouskdch uz bude mit tu vlastnost, Ze prvni derivace na
sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace do-
state¢né a navic pfi naméfenych datech nemivdme hodnoty
derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje pokus vyuZzivat
pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale poza-
dovat zdroveri rovnost prvnich i druhych derivaci u soused-
nich kouskl polynomi tfetiho stupné. To totiZ bude znamenat
stejné mnozZstvi rovnic a nezndmych a pravdépodobné tedy i
obdobnou praktickou fesitelnost problému:

KUBICKE SPLAINY L——‘

Nechf xg < x; < --- < x, jsou redlné hodnoty, ve kte-
rych jsou zaddny poZadované hodnoty yo, ..., y,. Kubickym
interpolacnim splajnem pro toto zadani je funkce S : R — R,
kterd spliiuje ndsledujici podminky:
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e ziizeni S na interval [x;_i, x;] je polynom S; nejvyse
tretiho stupné, i = 1,...,n

S,'(x,-,l) =Yyi-14a Si(x,-) = Yi pro véechny i = ], ..o.on,
Si(x;) = S;,(x;) provSechny i =1,...,n—1,

S (xi) = S/, (x;) pro viechny i = 1,...,n — 1.

Kubicky splajn' pro n + 1 bodi sestdvé z n kubickych
polynomi, tj. mdme k dispozici 4n volnych parametrt (prvn{
defini¢ni podminka). Dalsi podminky pfitom zaddvaji 2n +
(n — 1) + (n — 1) rovnosti, tj. dva parametry zGstdvaji volné.
Pfi praktickém pouziti se doddvaji predpisy pro derivace v
krajnich bodech, tzv. iiplny splajn, nebo jsou tyto zadany jako
nula, tzv. pfirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuZzel tak jednoduchy
jako u nezavislych vypocti Hermiteovych polynomu tfetiho
stupné, protoZe data se prolinaji vZdy mezi sousednimi inter-
valy. Pfi vhodném usporadani se v§ak dosdhne matice systému,
kterd md nenulové prvky prakticky jen ve tfech diagondlach,
a pro takové existuji vhodné numerické postupy, které umoZzn{
splajn pocitat také v ¢ase imérném poctu bodt. Pro srov-
nani se podivejme na interpolaci stejnych dat jako v piipadé
Lagrangeova polynomu, nyni pomoci splajni:

2. Redlna ¢isla a limitni procesy

Je dulezité mit dostateCné velkou zasobu funkci, se kte-
rymi bude mozné mozné vyjadiovat v§echny béZné zavislosti,
zdroven ale musi byt vybér Sikovné omezen, abychom uméli
vybudovat néjaké univerzdlni a hlavné Gc¢inné néstroje pro
préaci s nimi. Ve skutecnosti se budeme muset hned z kraje
soustiedit na to, jak viibec hodnoty funkei definovat, kdyz
pomoci kone¢né mnoha ndsobeni a s¢itdni dostdvdme jen
polynomy a navic skute¢né pocitat umime jen s ¢isly racio-
ndlnimi. S t€mi ale nevystac¢ime ani pfi pocitini odmocnin,
protoZe uZ /2 raciondlni &islo nen.

Prvnim na$im krokem tedy musi byt porddné zavedeni
tzv. limitnich procest, tj. ddme presny obsah tvrzenim, Ze se
néjaké hodnoty bliZ{ jejich hodnoté limitni.

103Klivé Eeské slovo ,splajn** vzniklo fonetickym prepisem anglic-
kého ekvivalentu ,,spline®, ktery znamenal tvarné pravitko uzivané inZe-
nyry pro kreslen{ kiivek.
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Vsimnéme si také, Ze vyraznou vlastnosti polynomt je
jejich ,,spojitd“ zavislost hodnot na nezavislé proménné. In-
tuitivné feceno, kdyZ dostate¢né médlo zménime x, urcité se
ndm moc nezméni ani hodnota f (x). Takové chovani naopak
nemame u po ¢astech konstantnich funkei f : R — R v okol{

»skokt*. Napf. u tzv. Heavisideovy funkce

0 pro vSechny x < 0
fx)=11/2 prox =0
1 pro vSechny x > 0

takovd ,,nespojitost* nastane pro x = 0.
Zacneme formalizaci takovychto intuitivnich vyrokda.

2 M2

5.10. Redlna ¢isla. Prozatim jsme docela dobfe vystacili s

i1 algebraickymi vlastnostmi redlnych ¢isel, které fikaly,

f:@ Ze R je pole. UZ jsme ale pouzivali i relaci usporadani
k‘,}l’: redlnych cisel, kterou znac¢ime ,,<* (viz odstavec

11 1.38). Vlastnosti (axiomy) redlnych &fsel, vietng sou-
vislosti uspordddni a ostatnich relaci, jsou srhnuty v nasle-
dujici tabulce. Délici ¢ary naznacuji, jak axiomy postupné
zarucuji, Ze jsou redlna ¢isla komutativni grupou vici s¢itani,
ze R\ {0} je komutativni grupa vici ndsobeni, R je pole,
mnozina R spolu s operacemi +, - a s relaci uspotfadani je
tzv. usporddané pole a kone¢né poslednimu axiomu mizZeme
rozumét tak, Ze R je ,,dostatecné husté®, tj. nechybi ndm tam
body, jako napf. chybi ~/2 v &islech raciondlnich.

AXIOMY REALNYCH CISEL L——

(R1) (a+b)+c=a+ (b+c),provsechnya, b,c € R

(R2) a+b=>b+a,provsechnya,b e R

(R3) existuje prvek 0 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platia +0=a

(R4) pro viechny a € R existuje opacny prvek (—a) € R
takovy, Ze platia 4+ (—a) =0

R5) a-b)y-c=a-(b-c),provsechny a, b, c € R

(R6) a-b=0b-aprovsechnya,b e R

(R7) existuje prvek 1 € R takovy, Ze pro vSechny a € R
platil-a =a

(R8) pro kazdy a € R, a # 0 existuje inverzni prvek
a~' € Rtakovy, Ze platia -a' =1

R9) a-(b+c)=a-b+a-c,provsechny a,b,c € R

(R10) relace < je uplné usporadani, tj. reflexivni, antisy-
metrickd, tranzitivni a dplnd relace na R

(R11) pro vSechny a, b, c € R plati, Ze za < b vyplyva
takéa +c<b+c

(R12) pro vSechny a,b € R,a > 0, b > 0, plati také
a-b>0

(R13) kazdd neprdzdnd ohrani¢end mnoZzina A C R ma
supremum.

Pojem supremum musime ale také zavést pofddné. Md
smysl pro kazdou uspofddanou mnoZinu, tj. mnoZinu s pevné
zadanou relaci uspofddani, a budeme se s nim takto i pozdé&ji
setkdvat ve vice algebraickych souvislostech. Pfipomeiime,
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Ze v obecné Urovni je uspordddnim jakakoliv bindrn{ relace
na mnoZzing, kterd mad vlastnosti reflexivity, antisymetrie a
tranzitivity, viz odstavec 1.38.

____1 SUPREMUM A INFIMUM

Definice. Uvazme podmnoZinu A C B v usporddané
mnoziné B. Horni zavorou mnoziny A je kazdy prvek b € B,
pro ktery plati, Ze b > a pro vSechny a € A. Obdobné defi-
nujeme dolni zavory mnoziny A jako prvky b € A takové, Ze
b < a pro vSechny a € A.

Nejmensi horni zdvora podmnoziny A, pokud existuje,
se nazyva supremum této podmnoziny a zna¢ime ji sup A.
Obdobné, nejvétsi dolni zavora, pokud existuje, se nazyva
infimum, piSeme inf A.

Poslednim axiomem v nas{ tabulce vlastnosti redlnych
¢isel tedy predpokladdme, Ze pro kazdou mnoZinu redlnych
Cisel A plati, Ze pokud existuje né€jaké ¢islo a vétSi nebo
rovno nez vSechna x € A, pak existuje také nejmensi takové
&islo a. Napf. volbou A = {x € Q, x? < 2} dosteneme jako
supremum sup A pravé /2.

Okamzitym diisledkem je také existence infim pro kaZzdou
zdola ohrani¢enou mnoZzinu redlnych ¢isel (staci si v§imnout,
Ze obracenim znaménka vSech ¢isel zaménime suprema a
infima).

Pro formdlni vystavbu dals{ teorie ale potfebujeme védét,
zda ndmi pozadované vlastnosti redlnych ¢isel 1ze realizo-
vat, tj. zda existuje takova mnoZzina R s operacemi a relac{
uspofadani, které vSech tfindct axiomu skutecné spliiuji. Za-
tim jsem zkonstruovali korektné jen ¢isla raciondlni, kterd
tvori usporddané pole, tj. spliluji axiomy (R1) — (R12), coZ si
Ctendr jist€ snadno overi.

Ve skutecnosti 1ze redlnd ¢isla nejen zkonstruovat, ale
také 1ze ukdzat, Ze aZ na izomorfismus to jde jedinym zpiso-
bem. Pro nasi potfebu vystacime s intuitivni predstavou redlné
pfimky. Jednoznacnost proto nebudeme diskutovat viibec a
existenci jen nazna¢ime v dalSich odstavcich.

5.11. Komplexni rovina. Pfipomerime, Ze komplexni ¢isla
- jsou ddna jako dvojice redlnych c¢isel, které jsme
< zvykli zapisovat jako z = re z 4 i im z. Dobrou
3 %():re;ls}tlgzou o komplexnich ¢islech je proto rovina
Se s¢itdnim a ndsobenim spliiuje pole komplexnich ¢isel axi-
omy (R1)—(R9), neni na nich ale Zddnym rozumnym zpuso-
bem definovano usporadani, které by naplnilo axiomy (R10)—
R(13). Nicméné s nimi budeme také pracovat a jiz dfive jsme
vidéli, Ze rozsifeni skaldri na komplexni ¢isla je casto pro
vypocty mimoradné uZitecné.
Dilezitou operaci na komplexnich ¢isel je tzv. konjugace.
Je to zrcadleni podle primky redlnych Cisel, tj. obraceni zna-
ménka u imagindrn{ slozky. Zna¢ime ji pruhem nad danym
¢islem z € C,

z=rez—iimz.
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ProtoZe je proz = x + iy
2= +iy)(x —iy) =x>+y%,

zaddva nam tento vyraz pravé kvadrat vzdalenosti komplex-
niho ¢isla od nuly. Odmocning z tohoto redlného nezdporného
¢isla fikdme absolutni hodnota komplexntho ¢isla z, piSeme

(5.3) lzP=z-2

Absolutni hodnotu mame definovanu také na kazdém
usporadaném poli skaldrd, prosté definujeme absolutni hod-
notu |a| takto
a jelia>0
lal = o

—a je-lia <0.

N2

Samoziejmé plati pro kazdd dvé ¢islaa, b € K

5.4) la + bl < lal + |b].

Této vlastnosti fikdme trojihelnikova nerovnost a spliiuje ji
také absolutni hodnota komplexnich ¢isel definovand vyse.

Zejména pro pole raciondlnich a redlnych cisel, kterd
jsou podmonoZinami v komplexni roviné zjevné obé definice
absolutni hodnoty splyvaji.

5.12. Konvergence posloupnosti. V dalsich odstavcich bu-
~ "\ deme pracovat s n¢kterym z Cislenych obordi K
=, raciondlnich, redlnych nebo komplexnich cisel.
; "V tomto kontextu je tedy tfeba chdpat absolutni
el hodnotu a skute¢nost, Ze ve vSech pripadech
plati trojihelnikovd nerovnost.

CAUCHYOVSKE POSLOUPNOSTI L——

Uvazme libovolnou posloupnost ¢isel ag, ay, ... v K ta-
kovou, Ze pro libolné pevné zvolené kladné ¢islo € > O plati
pro vechny dvojice prvkii a;, a; posloupnosti, az na kone¢né

mnoho vyjimek (které zavisi na volbé €),

la; —a;| <e.

Jinak feceno, pro kazdé pevné € > 0 existuje index N takovy,
Ze predchdzejici nerovnost plati pro vSechna i, j > N.Takové
l posloupnosti prvki se fikd Cauchyovska posloupnost.

Intuitivné jisté citime, Ze bud jsou v takové posloupnosti
vSechny prvky stejné az na kone¢né mnoho z nich (pak bude
od urcitého indexu N pocinaje vZdy |a; — a;| = 0) nebo se
takovd posloupnost ,hromadi* k néjaké hodnoté. Dobte je
to predstavitelné v komplexni roviné: af vybereme jakkoliv
maly kruh (o poloméru €), tak se ndm jej u Cauchyovské po-
sloupnosti vZdy musi podafrit poloZit do komplexni roviny
tak, Ze zakryje vSechny body nekonecné posloupnosti a;, az
na kone¢né mnoho z nich. MiZeme si pak predstavit, Ze po-
stupnym zmensovanim se kruh smrsti az do jediné hodnoty
a.

Pokud by takovd hodnota a € K pro Cauchyovskou po-
sloupnost skute¢né existovala, o¢ekdvali bychom od ni patrné
ndsledujici vlastnost konvergence:
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___J KoONVERGUJICI POSLOUPNOST

JestliZe pro posloupnost ¢isel a, ay, - - - € K, pevné zvo-
lené ¢islo a € K a pro libovolné kladné redlné Cislo € plati
pro vSechny i, aZ na kone¢né¢ mnoho vyjimek (zdvisejicich
na volbg €),

la; —al <,

fikdme, Ze posloupnost a;, i = 0, 1, ..., konverguje k hod-
noté¢ a. Cislu a také tikdme limita posloupnosti a;, i =
0,1,....

Jestlize néjaka posloupnost ¢; € K,i = 0, 1, ..., kon-
verguje k ¢islu a € K, pak pro kazdé pevné zvolené kladné e
vime, Ze |a; — a| < € pro vSechna i vétsi neZ vhodné N € N.
Pak ovSem, diky trojihelnikové nerovnosti, pro kazdou dvojici
index@ 7, j > N dostdvame

lai —a;| = la; —ay +ay —a;| < |a;—ay|+lay —a;| < 2e.
Dokdzali jsme tedy:

Lemma. KaZda konvergujici posloupnost cisel je Cauchyov-
skd.

V poli raciondlnich ¢&isel se ovS§em miZe snadno stét, Ze
pro Cauchyovské posloupnosti piislu$nd hodnota a neexistuje.
Napf. &islo +/2 mitZeme libovolng presné pribliZit racional-
nimi Cisly a;, dostaneme tedy konvergentni posloupnost s
limitou «/E, ale samotna limita jiZ neni raciondlni.

Usporadana pole skaldrd, ve kterém vSechny Caychyov-
ské posloupnosti konverguji, se nazyvaji iiplna. Nasledujici
tvrzeni fikd, Ze axiom (R13) takové chovani redlnych ¢isel
zarucuje:

Véta. Kazda Cauchyovskd posloupnost redlnych cisel a; kon-
verguje k redlné hodnoté a € R.

Dtkaz. Kazdd Cauchyovskd posloupnost je zjevné
o ohrani¢end mnoZina, protoZe pro libovolnou
N volbu € ohrani¢ime vSechny ¢leny posloupnosti
£ aZ na kone¢né mnoho z nich. Definujme si
mnoZinu B vSech redlnych ¢isel x, pro které plati x < a; pro
vSechny prvky a; posloupnosti, aZ na kone¢né mnoho z nich.

Zfejmé md B horni zdvoru, tudiZ podle axiomu (R13) ma
i supremum. Definujme a = sup B. Nyni pro néjaké pevné
zvolené € > 0 zvolme N takové, aby |a; — a;| < € pro
viechny i, j > N.Zejménatedy a; > ay —€aa; < ay+¢€
pro vSechny indexy j > N, takZe ay — € patii do B, zatimco
ay +€ uz nikoliv. Souhrnné z toho dostavame, Ze |a—ay| < e,
a proto také

la —a;l <la—ayl+lay —a;| <2e

pro vSechny j > N. To ale znaci pravé, Ze a je limitou uva-
Zované posloupnosti. ]

Disledek. Kazdd Cauchyovskd posloupnost komplexnich
cisel z; konverguje k néjakému komplexnimu Cislu z.
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Dikaz. Pi¥me z; = a; + i b;. ProtoZe je |a; — a;|* <
|zi — z; |> a podobn& i pro hodnoty b;, jsou ob& posloupnosti
redlnych ¢isel a; a b; Cauchyovské. Existujf tedy jejich limity

a resp. b a snadno ovéfime, Ze z = a + i b je limitou pro
posloupnost z;. g

5.13. Poznamka. Ptedchozi diskuse ndm davé ndvod na je-

9. den z moZnych postupd, jak korekin€ vybudo-
B yat redlnd &fsla. Postupujeme podobné jako pii
g ,f_ X g o . .1 xe <
4 e zipliovani pfirozenych ¢isel na celd (abychom

W=~  pfidali opacné hodnoty) a celych na raciondln{
(abychom pfidali podily nenulovych ¢isel). Tentokrat k ra-
ciondlnim ¢islim ,,pfidime* limity vSech Cauchyovskych
posloupnosti.

Skute¢né se podbizi zavést vhodné relaci ekvivalence
na mnoziné viech Cauchyovskych posloupnosti raciondlnich
¢isel tak, Ze dv€ Cauchyovské posloupnosti jsou ekvivalentni,
kdyzZ jejich slou¢enim do jediné posloupnosti (napf. tak, Ze
prvni posloupnost bude piedstavovat liché, zatimco druha
sudé ¢leny vysledné posloupnosti) obdrzime opét posloup-
nost Cauchyovskou. Nebudeme zde podrobné ovétrovat, Ze
jde o ekvivalenci, ani zavadét operace ndsobenf a s¢itdni, ani
dokazovat, ze vSechny pozadované axiomy skute¢né dojdou
dokdzat, Ze axiomy (R1)—(R13) definuji redlné ¢isla v jistém
smyslu jednoznacné.

5.14. Oteviené a uzaviené mnoZziny. Pro dalSi prici s
ﬁ-‘ redlnymi nebo komplexnimi ¢isly budeme

/' potifebovat podrobné&jsi pochopeni pojmi
jako blizkost, omezenost, konvergence

HROMADNE BODY MNOZINY L—

UvaZme jakoukoliv mnoZinu A bodi v K a predpokla-
dejme, Ze posloupnost ag, ay, . . . je vybrand z prvkd A. Pokud
konverguje k hodnoté @ € K a navic je nekone¢né mnoho
bodli @; € A ruznych od a, nazyvime a hromadny bod

l mnoZiny A.

apod-.

Hromadné body podmnoZiny A raciondlnich, redlnych
nebo komplexnich ¢isel jsou tedy ta ¢isla, kterd jsou limi-
tami posloupnosti ¢isel z A. VSimnéme si, Ze hromadny bod
mnoziny do ni nemusi patfit.

UZAVRENE MNOZINY L—_

Uzavrend podmnoZina v K je takovd, kterd obsahuje i
vSechny své hromadné body. Typickou uzavienou mnoZinou
je tzv. uzavreny interval

[a,b]={x eR, a <x < b}
redlnych ¢isel. Zde a je redlné ¢islo nebo hrani¢ni hodnota

chybi a piSeme ¢ = —oo (minus nekone¢no) a podobné b > a
l je reédlné ¢islo nebo +o0o.
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Uzaviené mnoZiny jsou tedy ty, které v sobé maji i vse, k
¢emu umfi ,,dokonvergovat*. Uzavfenou mnoZinu bude tvofrit
napf. posloupnost redlnych ¢isel bez hromadného bodu nebo
posloupnost s kone¢nym poctem hromadnych bodt spolu s
témito body. Uzavfeny je také napf. jednotkovy kruh v roviné
komplexnich ¢isel véetné hrani¢ni kruZnice.

Snadno ovéfime, Ze libovolny prinik a libovolné kone¢né
sjednoceni uzavienych mnozin opét uzaviend mnoZina.
Skutecné, pokud vSechny body néjaké posloupnosti patii do
priniku naSeho systému mnoZin, pak jisté patif do kazdé z
nich a proto do kazdé z nich patfi i vS§echny hromadné body.
Pokud bychom ale chtéli totéZ fici o obecném sjednoceni
systému mnoZin A;, pak bychom neuspéli, protoZe napf.
jednobodové mnoziny jsou zjevné uzaviené, ale z nich
utvorend posloupnost bodid uz uzaviend nebyva. Pokud ale
jde o konec¢né sjednoceni mnozin a hromadny bod néjaké
posloupnosti leZici v tomto sjednoceni, pak takovy hromadny
bod mus{ byt hromadnym bodem i vybrané podposloupnosti,
kterd ale uz bude celd v jedné z naSich mnozin. Kazd4 je
ale uzavfend, takZe i hromadny bod do ni a tedy i celého
sjednoceni patii.

.__J OTEVRENE MNOZINY A OKOL{ BODU
Oteviend mnozina v K je takovd mnozZina, jejiz doplnék

je uzavienou mnoZinou.
Okolim bodu a € K nazyvame libovolnou otevienou
mnozinu O, kterd a obsahuje. Je-li okoli definované jako

Os(a) = {x € K, |x —al| < §}

pro kladné ¢islo 8§, hovotfime o §-okoli bodu a. l

Vsimnéme si, Ze pro libovolnou mnoZinu A je a € K
hromadnym bodem A, pravé kdyZ v libovolném okoli a lez{
také alespon jeden bod b € A, b # a.

Lemma. Mnozina cisel A C K je oteviend, pravé kdyZ kaZdy
Jeji bod a € A do ni pat¥i i s néjakym svym okolim.

Dtkaz. Necht je A oteviend a a € A. Kdyby neexisto-
valo Zadné okoli bodu a uvnitf A, musela by existovat po-
sloupnost a, ¢ A, |la —a,| < 1/n.Pak je ovSema € A
hromadnym bodem mnoZiny K \ A, coZ neni moZné, protoZe
doplnék A je uzavfeny.

Naopak predpokladejme, Ze kazdé a € Aleziv Ais
néjakym svym okolim. To pfirozené zabranuje, aby néjaky
hromadny bod b pro mnoZzinu K\ A leZel v A. Je proto K\ A
uzaviend a tedy je A oteviend. g

Z pravé dokdzaného lemmatu okamzité vyplyvd, Ze je li-
bovolné sjednoceni otevienych mnoZin opét otevienou mnozi-
nou a ze kazdy konecny prinik otevfenych mnoZin je opét
otevfend mnoZina.

Typickou otevienou mnoZinou redlnych Cisel je otevieny
interval (a,b) = {x € R, a < x < b}, kde pro hrani¢ni
hodnoty mame stejné moznosti jako vyse. Jde o ohrani¢enou
mnozinu pravé, kdyZ jsou obé meze intervalu kone¢na cisla.
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V pripadé redlnych ¢isel jsou §—okoli prave oteviené inter-
valy o délce 28 s a uprostied. V komplexn{ roviné je é—okoli
kruh o poloméru § se stiedem v a.

5.15. Ohranicené a kompaktni mnoziny ¢isel. Uzviené a
. oteviené mnoziny predstavuji zdkladni pojmy tzv.
topologie. AniZ bychom zachdzeli do hlubSich
- podrobnosti a souvislosti, sezndmili jsme se pravé
3 s topologif redlné primky a topologii komplexni
roviny. Velice uZite¢né budou i ndsledujici pojmy:
OHRANICENE A KOMPAKTN{ MNOZINY

Mnozina A raciondlnich, redlnych nebo komplexnich
¢isel se nazyvd ohranicend, jestliZe exituje kladné redlné ¢islo
r takové, Ze |z| < r pro vSechny ¢isla z € A. V opaném
ptipadé je neohranicend.

Ohranic¢end a uzaviend mnoZina se nazyva kompaktni.

Uzavfené konecné intervaly redlnych ¢isel jsou typickym
pfikladem mnoZin kompaktnich.

Pridejme jesté nékolik topologickych pojmd, které ndm
umozni G¢inné vyjadiovani:

Vnitinim bodem mnoZiny A redlnych nebo komplexnich
¢isel nazveme takovy bod, ktery do A patif i s néjakym svym
okolim.

Hranicni bodem mnoZziny A rozumime takovy bod, jehoZ
kazdé okoli md neprazdny prinik jak s A tak s dopliikem
R\ A. Hrani¢ni bod tedy mtiZe, ale nemusi patfit do samotné
mnoziny A.

Oteviené pokryti mnoZziny A je takovy systém otevienych
mnoZzin U;, i € I, Ze jejich sjednoceni obsahuje celé A.

Izolovanym bodem mnoZiny A rozumime bod a € A,
ktery ma okoli, jehoZ prinik s A je pravé jednobodovd
mnozina {a}.

5.16. Véta. Pro podmnoZiny A redlnych cisel plati:

(1) neprazdna mnoZina A je oteviend, pravé kdy? je sjedno-
cenim nejvySe spocetného systému otevienych intervalii,

(2) kaZdy bod a € A je bud vnitini nebo hranicni,

(3) kaZdy hranicni bod mnoZiny A je bud izolovanym nebo
hromadnym bodem A,

(4) A je kompaktni, pravé kdyz kazZdda v ni obsaZend ne-
konecna posloupnost ma podposloupnost konvergujici
kboduv A,

(5) A je kompaktni, pravé kdyZ kazdé jeji oteviené pokryti
obsahuje konecné pokryti.

Dtkaz. (1) Zjevné je kazda oteviend mnoZina sjednoce-

#&. nim né&jakych okoli svych bodi, tj. otevienych

@f-?j.u intervalt. Jde tedy pouze o to, jestli ndm jich
szﬁ“}]\ vzdy stac¢i spocetné mnoho. Zkusme tedy na-
o, s jit ,co nejvétsi* intervaly. Rekneme, Ze body
a,b € A jsou v relaci, jestliZe cely otevieny interval
(min{a, b}, max{a, b}) je podmnoZinou v A. To je zjevné re-
lace ekvivalence (otevieny interval (a, a) je praizdnd mnoZina
ataje podmnoZzinou, symetrie relace i tranzitivita jsou ziejmé).
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Ttidy této ekvivalence budou zjevné intervaly, které budou
navic po dvou disjunktni. Kazdy z téchto intervalt jisté musi
obsahovat néjaké raciondlni ¢islo a tyto musi byt riizné. VSech
raciondlnich ¢isel je ale spocetné mnoho, proto mame tvrzen{
dokdzané.

(2) Pfimo z definic vyplyva, Ze bod nemiZe byt vnitini a
hrani¢n{ zaroven. Necht tedy a € A neni vnitfni. Pak ovSem
existuje posloupnost bodti @; ¢ A s hromadnym bodem a.
Zaroveii a patif do kaZzdého svého okoli. Proto je a hrani¢ni.

(3) Predpoklddejme, Ze a € A je hrani¢ni a neni izolo-
vany. Pak stejn¢ jako v argumentaci piedchoziho odstavce
existuji body a;, tentokrdt uvnitf A, jejichZ hromadnym bo-
dem je a.

(4) Predpoklddejme, Ze je A kompaktni, tj. uzaviend a
ohranicend, a uvazme néjakou nekonecnou posloupnost bodt
a; € A. Tato podmnoZina m4 jist€ supremum b i infimum a
(nebo mtizeme zvolit libovolnou horn{ a doIni zdvoru mnoZiny
A). Rozdélme nynf interval [a, b] pfesné na dvé poloviny
[a, %(b —a)la [%(b — a), b]. V alesponi jedné z nich musi
byt nekonecné mnoho prvki ;. Vyberme takovou polovinu,
jeden z prvki v ni obsaZenych a ndsledné tento interval opét
rozdélme uvaZovany interval na poloviny. Znovu vybereme
tu polovinu, kde je nekone¢né mnoho prvka posloupnosti a
vybereme si jeden z nich. Timto zpisobem dostaneme po-
sloupnost, kterd bude Cauchyovskd (dokaZte si detailné — vy-
Zaduje si jen pozorné hrani s odhady, podobné jako vyse). O
Cauchyovskych posloupnostech ovsem uz vime, Ze maji vzdy
hromadné body nebo jsou konstantn{ aZ na kone¢né mnoho
vyjimek. Existuje tedy podposloupnost s ndmi hledanou li-
mitou. Z uzavienosti A zase vyplyvd, Ze ndmi nalezeny bod
musi opét lezet v A.

Opacné, jestlize kazdd v A obsaZend nekone¢nd podm-
nozina ma hromadny bod v A, znamena to, Ze vSechny hro-
madné body jsou v A a tedy je A uzaviend. Pokud by nebyla
mnoZzina A zdroveri ohranicend, uméli bychom najit posloup-
nost stdle rostouci nebo klesajici s rozdily dvou po sobé jdou-
cich ¢isel tieba alespori 1. Takové posloupnost bodii z A ale
nemuze mit hromadny bod vibec.

(5) Nejprve se vénujme snadnéjsi implikaci, tj. pfedpo-
kladejme, Ze z kazdého otevieného pokryti lze vy-
brat kone¢né a dokazujme, Ze pak A je uzaviend i
J} ohranicend. Jist€ Ize A pokryt spocetnym systémem

‘A W intervald I, = n —2,n+2),n € Z, a jakykoliv
vybér kone¢né mnoha z nich fikd, Ze je mnoZina A ohranicend.

Predpoklddejme nyni, Ze @ € R \ A je hromadnym
bodem posloupnosti a; € A a predpoklddejme rovnou, Ze
la —a,| < % (jinak bychom mohli vybrat takovou podpo-
sloupnost). MnoZiny

1 1
Jn:R\[a_faa'f_*]
n n
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pro v§echny n € N, n > 0, jsou sjednoceni dvou otevienych
intervald a jisté také pokryvaji nasi mnozinu A. ProtoZe je
mozné vybrat konecné pokryti A, bod a je uvniti dopliiku
R\ A véetné néjakého svého okoli a neni tedy hromadnym
bodem. Proto musi byt v§echny hromadné body A opétv A a
tato mnoZzina je i uzaviend.

Opacny smér diikazu je zaloZeny na existenci a vlastnos-
tech suprema. Pfedpokldadejme, Ze je A kompaktni a Ze je
ddno néjaké jeji oteviené pokryti C. Z predchoziho je zjevné,
Ze v A existuji nejvétsi a nejmensi prvek, které jsou zdroveil
rovny b = supA aa = inf A. Oznacme si ted ,,nejzass{
mez*, pro kterou jesté ptijde konecné pokryti z C vybrat, tj.
definujeme mnoZinu

B = {x € [a, b], existuje vybér konecného pokryti [a, x] N A}.

Evidentné a € B, jde tedy o neprdzdnou zhora ohrani¢enou
mnoZzinu a existuje proto ¢ = sup B. Jde ndm o to dokdzat,
Ze ve skute¢nosti musi byt ¢ = b.

Argumentace je trochu nepiehlednd, dokud si ji nenacrt-
neme na obrdzku, podstata je ale snadnd: Vime, Zea < ¢ < b,
predpoklddejme tedy chvili, Ze ¢ < b. ProtoZe je R \ A
oteviend, pro ¢ ¢ A existuje okoli bodu ¢ obsazené v [a, b]
a zdaroven disjunktni s A. To by ale vylu¢ovalo moZnost
¢ =supB.

Zbyva tedy v takovém piipadé ¢ € A a tedy je i néjaké
okoli O bodu c¢ v otevieném pokryti C. Zvolme si body p <
¢ < g v O. Opét nyni bude existovat kone¢né pokryti pro
[a, g] N A. To ale znali, Ze ¢ > ¢ lezi v B, coZ neni mozZné.
Pivodni volba ¢ < b tedy vedla ke sporu, coz dokazuje
poZadovanou rovnost b = c¢. Nyni ale s pomoci okoli b, které
patii do C umime najit konecné pokryti v C pro celé A. [

5.17. Limity funkci a posloupnosti. Pro diskusi limit je

7 . vhodné rozifit mnoZinu redlnych ¢isel R o dvé
,_./._&__( // nekone¢né hodnoty Foo, tak jak jsme to uz
LA M= délali pii oznaCovani intervald.

Okolim nekone¢na rozumime interval (a, 00), resp.
(—00, a) je okoli —oo. Pojem hromadného bodu mnozin
rozSifujeme tak, Ze oo je hromadnym bodem mnoziny A C R
jestlize kazdé okoli oo s ni ma neprazdny prunik, tj. jestlize
je A zhora neohrani¢end. Obdobné pro —oo. Hovofime o
nevlastnich hromadnych bodech mnoZiny A.

,,POCITANT SE NEKONECNY L——
Zavadime i pravidla pro pocitdni s formdlné pfidanymi
hodnotami £00 a pro libovolnd ,konecnd* ¢islaa € R:

a—+ 00 =00
a—00=—00
a-o00 =00, jelia >0

a-o00=—00, je-lia <0

Nasledujici definice pokryvd mnoho pfipadi limitnich
procest a bude tfeba ji zvladnout dokonale. Jednotlivymi
pripady se budeme podrobné zabyvat v zapéti.
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____J REALNE A KOMPLEXN{ LIMITY
Definice. UvaZme libovolnou podmnoZinu A C R a redlnou

o funkci f : A — R, piipadné komplexni funkci
N f A — C, definovanou na A. UvaZme déle
“———— ~ hromadny bod xo mnoZiny A (tj. bud redlné
¢islo nebo pfipadné £00).

Rikdme, e f ma v xo limitua € R (neboa € C) a
piSeme

lim f(x) =a,
x—x0
jestlize pro kazdé okoli O(a) bodu a lze najit okoli O(xq)
bodu x, takové, Ze pro vSechny x € A N (O(xp) \ {x0}) je
f(x) € O(a).
Limita redlné funkce se nazyva nevlastni, jestlize je a =
+o00, V opacném piipadé se nazavd viastni. l

Je dulezité si vSimnout, Ze hodnota f v bodé€ x( v definici
nevystupuje a f v tomto hromadném bodé viibec nemusi byt
definovéna (a v piipadé nevlastntho hromadného bodu ani
nemize)!

Také je zfejmé, Ze nevlastni limity komplexnich funkef
nejsou definovany.

5.18. Nejcastéjsi varianty defini¢nich obort. Nase defi-
nice limity pokryva zdanlivé velice rozdilné koncepty:

(1) Limity posloupnosti. Jestlize je A = N, tj. funkce f
je definovdna pouze pro pfirozend ¢isla, hovoiime o limitdch
posloupnosti redlnych nebo komplexnich ¢isel. Jedinym hro-
madnym bodem defini¢niho oboru A je pak oo a zpravidla
piSeme hodnoty poslounosti f(n) = a, a limitu ve tvaru

lim a, = a.

n—o0
Podle definice to pak znamend, Ze pro kazdé okoli O(a) li-
mitni hodnoty a existuje index N € N takovy, Ze a, € O(a)
pro vSechny n > N. Ve skute¢nosti jsme tedy v tomto speci-
alnim ptipadé¢ preformulovali definici konvergence posloup-
nosti (viz 5.12). Pfidali jsme pouze moZnost nevlastnich limit.
Rikdme také, Ze posloupnost a, konverguje k a.

Pfimo z nasi definice pro komplexni hodnoty je opét vidét,
Ze komplexni posloupnost md limitu a, pravé kdyZ redlné ¢asti
a; konverguji k re a a zdroveil imagindrn{ ¢dsti konverguji k
ima.

(2) Limita funkce ve vnitinim bodé intervalu. Jestlize
je f definovdna na intervalu A = (a, b) a x¢ je vnitfnim
bodem intervalu, hovoiime o limité funkce ve vnitinim bodé
jejiho definiéniho oboru. Podivejme se, pro¢ je dilezité v
definici pozadovat f(x) € O(a) pouze pro body x # xoiv

tomto piipadé. Vezméme jako piiklad funkei f : R — R
0 jelix #0

X) =

F@ 1 jelix =0.

Pak zjevné limita v nule je dobfe definovdna a v souladu s
nasim ocekdvanim bude lim,_,o = 0, pfestoze f(0) = 1 do
malych okoli limitni hodnoty O nepatfi.
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(3) Limity zprava a zleva. Je-li A = [a, b] ohrani¢eny
interval a xo = a nebo xy = b, hovofime o limit& zprava, resp.
zleva, v hrani¢nim bodé defini¢ntho oboru funkce f. Jestlize
je ale bod x¢ vnitfnim bodem, mzZeme pro ucely vypoctu
limity defini¢ni obor zdZit na [xo, b] nebo [a, x¢]. Vyslednym
limitdm pak fikame limita zprava, resp. limita zleva pro funkci
f v bodé€ x¢. Oznacujeme ji vyrazem limxax& f(x), resp.
me—mg f(x). Jako pfiklad ndm miiZe slouZit limita zprava a
zleva v xo = 0 pro Heavisideovu funkci / z tivodu této ¢asti.
Evidentné je

lim A(x) =1, lim A(x) =0.
x—0F x—0~
Limita lim,_,¢ f(x) pfitom neexistuje.

Piimo z naSich definic je zjevné, Ze limita ve vnitinim
bodu defini¢niho oboru libovolné redlné funkce f existuje,
praveé kdyz existuji limity zprava i zleva a jsou si rovny.

5.19. Dalsi priklady limit. (1) Limita komplexni funkce f :
A — C existuje tehdy a jen tehdy, jestlize existuji limity jeji
redlné a imagindrn{ ¢asti. V takovém piipadé je pak

lim f(x) = lim (re f(x)) +i lim (im f(x)).
xX—Xx0 xX—>X( X—>Xx0

Diikaz je pfimocary a vychazi piimo z definice vzdalenost{
a okoli bodii v komplexni rovin€. Skute¢né, piislusnost do
d—okoli komplexni hodnoty z je zajiSténa pomoci redlnych
(1/+/2)8—0koli redlné a imagindrni slozky z. Odtud jiZ tvrzeni
bezprostiedné vyplyva.

(2) Nechf f je redlny nebo komplexni polynom. Pak pro
kazdy bod x € R je

lim () = £ (o).

Skute¢né, je-li f(x) = a,x" + - -+ + ap, pak rozndsobenim
(xo + &% = xt +k8x{™" + -+ + 8 a dosazenim pro k =
0, ..., n vidime, Ze volbou dostate¢né malého § se hodnotou
libovolné blizko priblizime f(xo).

(3) Uvazme nyni docela osklivou funkci definovanou na
celé redlné piimce

1 jellixe@Q
Feo = [0 jestlize x ¢ Q.

Piimo z deifnice je zjevné, Ze tato funkce nemd limitu v Zad-
ném bodé (dokonce ani zleva nebo zprava).

(4) Nasledujici funkce je jesté zaludnéjsi, nez jsme vidéli
v predchozim pifipadé. Funkce f : R — R je definovana
takto:

jestlize x = g € Q, p aq nesoudélnd

1
foo = { 6 jestlize x ¢ Q

Zjevné tato funkce m4 limitu ve v8ech iraciondlnich redlnych
bodech x a to rovnu své hodnoté f(x) = 0, zatimco v raci-
ondlnich bodech neexistuji ani jednostranné limity zprava a
zleva. Diikaz pfenechdvame jako cviceni.
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5.20. Véta (O tiech limitdch). Budte f, g, h redlné funkce se

5.

13

7 . Shodnym definicnim oborem A a takové, Ze exis-
2B T tuje okoli hromadného bodu xo € R definicniho
LA M= oboru, kde plati f(x) < g(x) < h(x).

Pak pokud existuji limity
lim f(x) = fo, lim h(x) = hg
X—>X0 X—>X0
a navic fy = ho, pak také existuje limita
lim g(x) = go
X—>X0
a plati go = fo = ho.

DtUkaz. Z definice limity, pro libovolné ¢ > 0 exis-
tuje okoli O bodu x(, ve kterém jsou pro x # xp hod-
noty f(x),h(x) € (go — &, g + €). Z podminky f(x) <
g(x) = h(x) vyplyvd, Ze i g(x) € (g0 — ¢, go + ¢), tedy
limx—>x0 g(x) = £o-

Drobnou modifikaci pfedchoziho postupu si ¢tendf doplni
i argumentaci pro nevlastni hodnoty limit. O

Vsimnéme si, Ze véta ddvd mozZnost vypoctu limit pro
vSechny typy diskutované vyse, tj. limity posloupnosti, limity
funkci ve vnitinich bodech, jednostranné limity atd.

5.21. Véta. Necht A C R je definicni obor redlnych nebo
komplexnich funkci f a g, xo necht je hromadny bod A a
existuji limity
lim f(x)=a e€R, limgkx)=>belR.
X—>X( xX—Xx0
Potom:
(1) limita a je urcena jednoznacneé,
(2) limita souctu f + g existuje a plati
lim (f(x) +gx)) =a—+b,
x—>x0
(3) limita soucinu f - g existuje a plati
lim (f(x)- g(x¥)) =a-b,
X—> X0
(4) pokud navic b # 0, pak limita podilu f/g existuje a plati
) a

lim = —.
=xg(x) b

Dutkaz. (1) Pfedpoklddejme, Ze a a a’ jsou dvé hodnoty
; ) limity lim,_,, f(x). Pokud je a # da’, pak
+ existuji disjunktni okoli O(a) a O(a’). Pro do-

Z state¢n€ mald okolf x ale maji hodnoty f lezZet

v obou naréz, coZ je spor. Proto je a = a’.

(2) Zvolme si né&jaké okoli a + b, tieba Oy (a + b). Pro
dostatecné malé okoli xp a x # x¢ bude jak f(x), tak g(x)
v e—okolich bodt a a b. Proto jejich soucet bude v 2e—okoli
kyZené hodnoty a + b. Tim je diikaz ukoncen pro konec¢né
limity, pfipad nevlastnich limit je zcela obdobny.

(3) Podobné postupujeme u soucinu s O,2(ab). Pro mald
okolf xy se ndm hodnoty f i g treff do e—okoli hodnot a a b.
Proto jejich soucin bude v poZzadovaném e>—okoli.

(4) Podobny postup ponechdn jako cviceni. g
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Poznamka. Podrobnéjsim sledovanim dikazi jednotlivych
bodi véty miizeme jeji tvrzeni rozsifit i na nékteré nekonecné
hodnoty limit: V prvém piipadé je zapotiebi, aby bud alespor
jedna z limit byla kone¢nd nebo aby obé mély stejné znaménko.
Pak opét plati Ze limita souctu je soucet limit s konvencemi z
5.17. Pipad ,,00 — oo* ale neni zahrnut.

V druhém pfipadé miZe byt jedna z limit nekone¢nd a
druhd nenulova. Pak opét plati, Ze limita soucinu je soucin
limit. Pfipad ,,0 - (+00)“ nenf ale zahrnut.

V piipadé podilu mize byta € Rab = oo, kdy
vysledek limity bude nula, nebo ¢ = oo a b € R, kde
vysledek bude +00 podle znamének citatele a jmenovatele.
Piipad ,,g“ neni zahrnut.

Zdiraznéme, Ze nase véta jako specidlni piipad pokryva
také odpovidajici tvrzeni o konvergenci posloupnosti i o limi-
tach zprava a zleva funkci definovanych na intervalu.

Pro tivahy o limitdch byva technicky uZzite¢ny i nasledujict
jednoduchy dutsledek definic, ktery uvadi do souvislosti limity
posloupnosti a funkei obecné.

5.22. Disledek. Uvazme redlnou nebo komplexni funkci f
definovanou na mnoZiné A C R a hromadny bod x, mnoZiny
A. Funkce f mav bodé xq limitu y prave, kdyz pro kaZdou
posloupnost bodii x,, € A konvergujici k xo a riiznych od x
mad i posloupnost hodnot f(x,) limitu y.

DuUkaz. Predpokladejme nejprve, Ze limita f v bodé xg
je skute¢né y. Pak pro libovolné okoli V bodu y mus{ existovat
okoli V bodu x takové, Ze pro vSechny x € VN A, x # xo, je
f(x) € U.Prokazdou posloupnost x,, — x bodi riiznych od
Xo ale budou pro vSechna n vétsi neZ vhodné N i vSechny body
X, € V. Budou tedy posloupnosti hodnot f (x,) konvergovat
k hodnoté y.

Predpoklddejme naopak, Ze funkce f nekonverguje k
y pfi x — xp. Pak pro néjaké okoli U hodnoty y existuje
posloupnost bodi x,, # x¢ v A, které jsou blizsi k xo nez 1/m
apfitom hodnota f(x,,) nepatii do U. Tim jsme zkonstruovali
posloupnost bodi z A riiznych od xg, pro které hodnoty f (x,)
nekonverguji k y a ditkaz je ukoncen. g

l SPOJITOST FUNKCI L———
o1

m'

Definice. Nyni mame nachystany nastroje na korektni formu-

; laci vlastnosti spojitosti, se kterou jsme diive in-
tuitivné nakladali u polynomi. Nechf f je redlnd
% nebo komplexni funkce definovand na intervalu
" A C R.Rikdme, Ze f je spojitd v bodé xy € A,

jestliie je

lim () = f (0.

Funkce f je spojitd na A, jestliZe je spojitd ve ve vSech bodech
Xo € A.
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Vsiméme si, Ze pro hrani¢ni body intervalu A fikd nase
definice, Ze f v nich ma hodnotu rovnou limité zleva, resp.
zprava. Rikdme, 7e je v takovém bod& spojitd zprava, resp.
zleva. Jiz jsme také vidéli, Ze kazdy polynom je spojitou
funkei na celém R, viz 5.19(2). Potkali jsme také funkci,
kterd je spojitd v iraciondlnich redlnych ¢islech a nemd zZadné
limity v ¢islech raciondlnich, viz 5.19(4).

Z predchozi véty 5.21 o vlastnostech limit okamzité vy-
plyva vétSina nasledujicich tvrzeni

5.23. Véta. Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu A.
Pak

(1) soucet f + g je spojitd funkce

(2) soucin f - g je spojita funkce

(3) pokud navic g(xo) # 0, pak podil f/g je dobre definovan
v néjakém okoli xy a je spojity v x.

(4) pokud spojitd funkce h je definovana na okoli hodnoty
[ (x0), pak sloZend funkce h o f je definovana na okoli
bodu xg a je v bodé x spojita.

Dt¢kaz. Tvrzeni (1) a (2) jsou ziejma, doplnit dikaz

i ~ potiebujeme u tvrzeni (3). Jestlize je
=5 g(x9) # 0, pak také celé e—okolf &isla
7~ g(xp) neobsahuje nulu pro dostate¢né
-0l malé e > 0. Ze spojitosti g pak vyplyva,
Ze na dostatecne malém d—okoli bodu x( bude g nenulové a
podil f/g tam bude tedy dobfe definovan. Pak bude ovsem i
spojity v xo podle pfedchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(xg)). Ze spo-
jitosti 4 k nému existuje okoli O’ bodu f (xo), které je celé
zobrazeno funkci i do O. Do tohoto okoli O’ spojité zobra-
zen{ f zobraz{ dostatecné malé okoli bodu xy. To je ale pravé
defini¢ni vlastnost spojitosti a ditkaz je ukoncen. g

Nyni si veelku snadno miizeme odvodit zdsadni souvis-
losti spojitych zobrazeni a topologie redlnych ¢isel:

5.24. Véta. Necht f : R — R je spojitd funkce. Pak

(1) vzor f~'(U) kaZdé oteviené mnoziny je oteviend

mnozina,

(2) vzor f~Y(W) kazdé uzaviené mnoZiny je uzaviend
mnoZzina,

(3) obraz f(K) kaidé kompakini mnoZiny je kompaktni
mnoZina,

(4) na libovolné kompakini mnoZiné K dosahuje spojité zob-
razeni maxima a minima.

Dtkaz. (1) Uvazme né&jaky bod xo € f~1(U). N&jaké

i+, okoli O hodnoty f(xo) je celé v U, protoze je U

,@ oteviend. Pak ovSem existuje okoli O’ bodu x, které

k )l“ se celé zobrazi do O, patif tedy do vzoru. Kazdy bod
"I vzoru je tedy vnitin{ a tim je dlikaz ukonceny.

198



KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

(2) Uvazme né&jaky hromadny bod xo vzoru f~'(W) a
néjakou posloupnost x;, f(x;) € W, kterd k nému konverguje.
Ze spojitosti f nyni zjevné vyplyvd, Ze f(x;) konverguje k
f(x0), a protoZe je W uzaviend, musii f(xg) € W. Zfejmé
jsou tedy vSechny hromadné body vzoru W ve W také obsa-
Zeny.

(3) Zvolme libovolné oteviené pokryti f(K). Vzory jed-
notlivych intervali budou sjednocenimi otevienych intervali
a tedy také vytvori pokryti mnoziny K. Z ného lze vybrat
konecné pokryti a proto ndm stacilo kone¢né mnoho odpovi-
dajicich obrazl k pokryt{ ptivodni mnoZiny f(K).

(4) ProtoZe je obrazem kompaktni mnoZiny opét kom-
paktni mnoZina, musi byt obraz ohraniceny a zdroven musi
obsahovat svoje supremum i infimum. Odtud ale vyplyvd, Ze
tyto musi byt zdroveri maximem a minimem hodnot. g

5.16| 5.25.Dusledek. Nechf f : R — R je spojita. Potom

(1) obraz kaZdého intervalu je opét interval
(2) f na uzavieném intervalu [a, b] nabyva vsSech hodnot
mezi svou maximdlni a minimdlni hodnotou.

Dtkaz. (1) UvaZzme néjaky interval A (a ponechme stra-
nou, jestli je A uzavieny nebo otevieny, af uz zleva nebo
zprava) a predpoklddejme, Ze existuje bod y € R takovy,
Ze f(A) obsahuje body mensi i vétsi nezZ y, ale y ¢ f(A).
Znamend to tedy, Ze pro oteviené mnoZiny B; = (—o0, y) a
B, = (y,00) jejich vzory A} = f~'(B))a Ay = f~1(B>)
pokryvaji A. Tyto mnoZiny jsou pfitom opét oteviené, jsou
disjunktni a obé maji neprazdny priinik s A. Nutné tedy mus{
existovat bod x € A, ktery neleZi v By, je ale jejim hro-
madnym bodem. Musi vSak leZet v B, a to u disjunktnich
otevienych mnoZin neni mozné. Dokdzali jsme tedy, Ze pokud
néjaky bod y nepatii do obrazu intervalu, musi byt v§echny
hodnoty bud’ zaroven vétsi nebo zarovenn mensi. Odtud vy-
plyvd, Ze obrazem bude opét interval. VSimnéme si, Ze jeho
krajni body mohou a nemus{ do obrazu patfit.

(2) Toto tvrzeni je pfimym dtsledkem pfedchoziho, pro-
toZe obrazem uzavieného intervalu musi byt opét uzavieny
interval. 0

Na zavér nasi tvodni diskuse spojitosti funkci uvedeme
jesté tvrzeni, kterd jsou uZiteCnym ndstrojem pii pocitani
limit.

5.26. Véta (O limité slozené funkce). Nechf f, g : R — R
Jsou funkce, lim,_,, f(x) = b.
(1) Pokud je g je spojitd v b, potom
lim g (£(0) = g (lim /(1)) = g(®).
X—a X—>a
(2) Jestlize existuje limita limy_,, g(y), potom
lim g (f(x)) = lim g(y).
x—a y—b
Dtkaz. Je podobny jako ve vété 5.23(4). Z existence

limity g v bodé b vyplyvd, Ze pro jakékoliv okoli V této limity
umime najit dostate¢né malé okoli U bodu b, na kterém jsou
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uz hodnoty g ve V. Pokud ale f md bod b jako limitu v bodé
a, pak se do U trefime vSemi hodnotami f pro dostatecné
malé okolf a, coz ovéiuje druhé tvrzeni. Prvni pak je pfimym
disledkem druhého.

5.17

5.27. Kdo uz je v ZOO. Zacali jsme budovat nas zvifet-
o nik funkci s polynomy a s funkcemi, které se
z nich dajf vyrobit ,,po ¢dstech*. Zaroven jsme
_— — " dovodili spoustu vlastnosti pro patrné obrovskou
‘i"_j-v tfidu spojitych funkei, nemdme ale zatim moc
prakticky zvladatelnych ptikladd. Jako dal$i si prohlédneme

poradnéji podily polynomd.

Nechf f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i kom-
plexni hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x" + --- + agp s
komplexnimi a; € C, ale dosazujeme jen realné hodnoty za
X).

Funkce i : R\ {x € R, g(x) =0} - C,

W

h
0 g(x)

je dobfe definovana ve vSech redlnych bodech kromé kofenti
polynomu g. Takové funkce nazyvame raciondlni funkce. Z
véty 5.23 vyplyvd, Ze raciondlni funkce jsou spojité ve vSech
bodech svého defini¢ntho oboru. V bodech, kde definovany
nejsou mohou mit

e konecnou limitu, kdyZ jde o spole¢ny koien obou poly-
nomu f a g (v tomto piipadé rozsifenim jejich definice o
limitn{ hodnotu v tomto bod€ dostaneme funkci i v tomto
bodé spojitou)

e nekonec¢nou limitu, kdyz limity zprava a zleva v tomto
bodé€ jsou stejné

e riizné nekonecné limity zprava a zleva.

Nazorné je mozné tuto situaci vidét na obrdzku, ktery
ukazuje hodnoty funkce
(x —0.05a)(x =2 —0.2a)(x —5)
x(x —2)(x — 4)

hx) =

pro hodnoty a = 0 (obrazek vlevo tedy vlastné zobrazuje
raciondln{ funkci (x — 5)/(x —4))aproa =5/3.

a=0. a/=/1.6667
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5.28. Funkce mocninné a exponenciilni. Polynomy jsou
e pomoci s¢itdni a ndsobeni skaldry seskldddny
’m z jednoduchych mocninnych funkcei x +— x”
Q«A = s pfirozenych &islem n = 0,1,2,.... Sa-
Wi mozfejmy smysl ma také funkce x — x~! pro
vSechny x # 0. Tuto definici ted rozsifime na obecnou moc-
ninnou funkci x“ s libovolnym a € R.
Budeme vychdzet z vlastnosti mocnin a odmocnin, které
patrné povaZujeme za samoziejmé. Pro zdporné celé ¢islo —a

proto definujeme

x4 = (Xa)71 — (xfl)a'
Dale jisté chceme, aby ze vztahu b" = x pron € N vyplyvalo
Ze b je n—tou odmocninou z x, tj. b = xi. Je tieba ale ovéfit,
Ze takova b skutecné existuji.

Z bionomického rozkladu mocniny dvojclenu je vidét, ze
funkce y — y" je pro y > 0 stdle rostouci. Pfedpoklddejme
x > 0 auvazujme mnoZinu B = {y € R,y > 0, y" <
x}. To je zfejmé zhora ohrani¢end mnoZina a zvolime b =
sup B. O mocninné funkci s pfirozenym n jiz vime, Ze je to
funkce spojitd, snadno tedy ovéfime. Ze skutecné plati b" = x.
Skute¢né, urcité je b" < x a kdyby platila ostrd nerovnost,
nasli bychom jist€ i y s hodnotou b < y" < x, coZ nutné
znamend i b < y a tedy jde o spor s definici suprema.

Konecné, pro hodnoty a € Rax > 1, si pov§imnéme, Ze
jde pro raciondlni a o striktné rostouci vyraz (pro vétsi a je
vzdy vétsi vysledek). Proto klademe

x*=sup{x’,y €Q, y <al}.
Pro 0 < x < 1 bud definujeme analogicky (je tieba si jen
pohrét s nerovnitky) nebo klademe pfimo x¢ = (%)*". Pro
x = 1je pak 1 = 1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci x — x mame tedy dobfe
definovanou pro vSechny x € [0,00) a a € R. Nasi kon-
strukci ale miZzeme také ¢ist ndsledujicim zptisobem: Pro ka-
Zdé pevné redlné ¢ > 0 existuje dobfe definovana funkce na
celém R, y + ¢”. Této funkci fikdme exponencialni funkce
o zékladu c.

Vlastnosti, které jsme pouzili pti definici mocninné a
exponencidlni funkce f(y) = ¢, tj. ¢ = f(1), Ize shrnout
do jediné rovnosti pro libovolné redlné kladné x a y:

fx+y) =) - )
spole¢né s pozadavkem spojitosti.

Skute¢né, pro y = 0 dostdvame z této rovnosti f(0) = 1,
odtudpak 1 = f(0) = f(x—x) = f(x)-(f(x))‘l akonecné
pro pfirozené n je zjevné f(nx) = (f(x))". Takto jsme jiz
jednozna¢né uréili hodnoty x“ pro vSechny x > 0aa € Qa
pozadavkem spojitosti byla jiZ funkce uréena vSude.

Zejména tedy pro exponencidlni funkci plati zndmé
vztahy

(5.5) a-a’=a", (@) =da".

Na obrazcich vidime funkce x > a* ax +— x” pro jednu
konkrétni hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.
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a=2.5167 bi=14.5833

1004 100

5.29. Logaritmické funkce. Vidéli jsme pravé, Ze exponen-
cidlnf funkce f(x) = a* je pro a > 1 stdle rostouci a pro
0 < a < 1 je stdle klesajici. V obou piipadech tedy existuje k
f (x) funkce inverzni f~'(x) kterou nazyvame logaritmickou
Sfunkci se zdakladem a. PiSeme In, (x) a defini¢ni vztah tedy je
In(a*) = x.

Rovnosti (5.5) jsou proto ekvivalentni vztahim

Ing(x - y) = Ing(x) +1na(y),  Ing(x") =y - Ing(x).

Logaritmické funkce jsou definovany jen pro kladné hodnoty
argumentu a jsou pro zdklad @ > 1 rostouci, pro zaklad
0 < a < 1 klesajici na celém defini¢nim oboru. Pro kazdé a
jeln, (1) =0.

Brzy uvidime, Ze obzvlast dileZitou hodnotou pro a je tzv.
Eulerovo ¢islo e, viz odstavec 5.41. Funkci Ine (x) nazyvame
prirozenym logaritmem a zdklad e v oznaceni vynechdvame.
tj. piSeme prosté In(x).

3. Derivace

U polynomu jsme jiz v odstavci 5.6 diskutovali, jak po-
-~ =3, pisovat jednoduse velikost rlstu hodnot po-
* lynomu kolem daného bodu jeho defini¢niho

= oboru. Tehdy jsme pozorovali podil (5.2), ktery
vyjadroval smérnici se¢ny mezi body [x, f(x)] € R? a
[x + Ax, f(x + Ax)] € R? pro (maly) pfirtistek Ax ne-
zavisle proménné. Tehdejsi ivaha funguje zrovna stejné pro
libovolnou redlnou nebo komplexni funkci f, jen musime
misto intuitivniho ,,zmenSovani* pfirtistku Ax pracovat s
pojmem limity.

Uvadime definici pro vlastni i nevlastni derivace, tj.
pfipoustime i nekone¢né hodnoty. VSimnéte si, Ze na roz-
dil od limity funkce, u derivace v daném bodé¢ x je nutné,
aby byla sama funkce v tomto bod¢ definovana.

o= DERIVACE FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE If—‘
5.30. Definice. Nechf f je redlnd nebo komplexni funkce
definovand na intervalu A C R a xo € A. JestliZze existuje
limita
. f@) = fxo)
lim ————— =
xX—>X( X — Xo

pak fiddme, Ze f md v bod€ x( derivaci a. Hodnotu derivace
zapisujeme jako f’(xo) nebo %(xo), pfipadné a = j—xf(xo).
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Derivace redlné funkce je viastni, resp. nevlastni, kdyz je
takovou piislusnd limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) defi-
nujeme zcela stejné pomoci limity zprava a zleva.

S derivacemi se vcelku snadno pocitd, dd nam ale dost
prace korektné odvodit derivace i nékterych z funkeci, které
uZ v naSem zvéfinci mame. Proto s predstihem vsunujeme
do textu souhrnnou tabulku, jak derivace pro nékolik z nich
vychdzi. V poslednim sloupci je odkaz na odstavec, kde se
d4 ddaj skute¢né i s dplnym vykladem najit. VSimnéme si
také, Ze inverzni funkce k fad€ z naSich funkci sice neumime
pfimo vyjadfit elementarnim zptisobem, piesto ale budeme
umét pocitat jejich derivace, viz. 5.34

NEKTERE DERIVACE FUNKC{ L——

funkce defini¢ni derivace
obor
polynomy f(x) | celé R f'(x) je opét po-| 5.6
lynom

kubické splajny | celé R h'(x) je opét|59
h(x) splajn
raciondln{ celé R kromé | raciondln{ 5.33
funkce korfent jmeno- | funkce:
f@)/g@x) | vateleg ST S
mocninné interval f(x)=ax1 [?2?
funkce (0, 00)
fx) =x¢
exponencidla celé R f'(x) = In(a) - | ??
fo = at, a*
a>0,a#1
logaritmus interval f'(x) =| 7
f@x) = Ing(x), | (0, 00) (In(a)~"- 1

I a>0,a#1

Z formulace definice lze olekdvat, Ze f'(xo) bude
umoziiovat dobfe aproximovat danou funkci pomoci pfimky

y = f(x0) + f'(xo) (x — xo).

Takto 1ze snad vnimat ndsledujici lemma, které fikd, Ze na-
hrazenim konstantniho koeficientu f'(x¢) ve vy-
jadfeni pfimky spojitou funkci dostaneme pifmo

- hodnoty f. Odchylka hodnot v (x) na okoli bodu

== xo od hodnoty v (x) pak pifmo ¥ikd, jak se lis{

smérnice secen a tecny v bod¢ x.

Lemma. Redlnd nebo komplexni funkce ma v bodé xq vlastni
derivaci, pravé kdy? existuje na néjakém okoli O(x) funkce
Y spojita v xg a takovd, Ze pro vSechny x € O(xo) plati

JF@x) = fxo) + ¥ (x)(x — xp).

Navic pak vidy ¥ (xg) = f'(xo) a sama funkce f je v bodé
Xo Spojitd.
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Dtkaz. Nejprve predpoklddejme, Ze f'(xg) je vlastni
derivace. Pokud ma v existovat, ma jist€ pro vSechny x €
O\ {xo} tvar

Y(x) = (f(x) — f(x0))/(x — x0).
V bodé€ xg naopak definujme hodnotu derivaci f’(xo). Pak
jisté
Jim () = f'(x0) = ¥ (x0)

jak je poZadovano.

Naopak, jestlize takova funkce ¥ existuje, tentyZ postup
vypodte jeji limitu v xq. Proto existuje i f”(xo) a je ¥ (xo)
rovna.

Z vyjadieni f pomoci spojitych funkei je zfejmé, Ze je
sama spojitd v bod¢ xo. (]
5.31. Geometricky vyznam derivace. Pfedchozi lemma
» . lze ndzorné vysvétlit geometricky a tim popsat
25U 7 smysl derivace. Rik4 totiZ, Ze na grafu funkce
(A== y = f(x), tj. na piislu$né kfivce v roviné se
soufadnicemi x a y, pozndme, zda existuje derivace podle
toho, jestli se spojit¢ méni hodnota smérnice se¢ny prochd-
zejici body [xg, f(x0)] a [x, f(x)]. Pokud ano, pak limitn{
hodnota této smérnice je hodnotou derivace.

____J RosTtouci A KLESAJiCI FUNKCE I——I
Dusledek. Md-Ii redlnd funkce f v bodé xo € R derivaci

f'(x0) > 0, pak pro néjaké okoli O(xy) plati f(b) > f(a)
pro vSechny body a, b € O(xy), b > a.

Je-li derivace f'(xo) < 0, pak naopak pro néjaké okoli
O(xp) plati f(b) < f(a) pro vSechny body a,b € O(xy),
b > a. l

Dtkaz. Uvazme prvy prfipad. Pak podle pfedchoziho
lematu plati f(x) = f(xo) + ¥ (x)(x — xo) a ¥(x9) > 0.
ProtoZe je ale ¥ v x( spojitd, musi existovat okoli O(x(), na
kterém bude ¥ (x) > 0. Pak ale s rostoucim x nutné poroste i
hodnota f(x).

Stejnd argumentace oveéif i tvrzeni se zdpornou derivaci.

O

Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv b >
a pro néjaké okoli bodu x( se nazyvaji rostouci v bodé xy.
Funkce rostouci ve v§ech bodech néjakého intervalu se nazyva
rostouci na intervalu. Podobné je funkce klesajici v bodu, resp.
klesajici na intervalu, jestlize f (b) < f(a) kdykolivjea < b.
NS dusledek tedy 1ik4, Ze funkce kterd md v bodé nenulovou
konecnou derivaci je v tomto bodé bud'rostouci nebo klesajici
podle znaménka této derivace.

Jako ilustraci jednoduchého pouZiti vztahu derivace k
rustu hodnot funkce se podivejme na existenci inverzi poly-
nomu. ProtoZe polynomy jen zfidka jsou vyhradné rostouci
nebo klesajici funkce, nemiZzeme ocekdvat, Ze by k nim exis-
tovaly globdlné definované inverzni funkce. Naopak ov§em
inverzni funkce k polynomu f existuji na kazdém intervalu
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mezi kofeny derivace f”, tj. tam kde derivace polynomu je
nenulovd a neméni znaménko. Tyto inverzni funkce nebudou
nikdy polynomy, aZ na pfipad polynomu stupné jedna, kdy z
rovnice
y=ax+b
spo¢teme piimo
1
x=—(y—b).
a
U polynomu druhého fadu obdobné
y=ax*+bx+c
vede k formuli
—b+/b* —4a(c —y)
X = ,
2a
a inverze tedy existuje (a je ddna touto formul{) jen pro x na
intervalech (—oo, —%), (—%, 00).
Pro praci s inverznimi funkcemi k polynomim ne-

vystacime s dosavadnimi funkcemi a dostdvdme v nasem
zvitetniku nové priristky.

5.32. Pravidla pro pocitani derivaci. Uvedme si nyni néko-
lik zdkladnich tvrzeni o vypoctech derivaci.
Rikaji nam, jak dobfe se snasf operace derivo-
vani s algebraickymi operacemi s¢itdni a ndso-
L beni na redlnych nebo komplexnich funkcich.
Posledni z pravidel pak umoziiuje efektivni vypocet derivace
slozenych funkcf a fikdva se mu ,,chain rule®.

Intuitivné jim mizZeme v§em velice snadno rozumét, kdyz
si derivaci funkce y = f(x) pfedstavime jako podil pfirGstkt
zavislé proménné y a nezdvislé proménné x:

fr=

T Ax’

Samoziejmé pak pfi y = h(x) = f(x) + g(x) je piirdstek

y dén souctem prirdstk f a g a priristek zavislé proménné
zUstdva stejny. Je tedy derivace souctu souctem derivaci.

U soucinu musime byt malinko pozornéjsi. Pro y =
f(x)g(x) je ptirGstek

Ay = f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)

=[x+ AnEx + Ax) —g(x) + (f (x + Ax) — f(x))g(x)

Nyni ale kdyZ budeme zmenSovat pfirdstek Ax, jde vlastné
o vypocet limity souctu soucinii a o tom uz vime, Ze jej lze
pocitat jako soucet soucini limit. Proto z nas{ formulky lze
ockdvat pro derivaci sou¢inu fg vyraz fg' + f’g, kterému
se tikd Leibnitzovo pravidlo.

Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci sloZené funkce g = ho
£, kde defini¢ni obor funkce z = (y) obsahuje obor hodnot
funkce y = f(x). Opét vypsanim piirtistkd dostdvame
Az Az Ay

8§ T ax T Ay Ax’
MiiZzeme tedy ocekdvat, Ze pravidlo pro vypocet bude (h o
Y () =h(f(x)f ().

Podédme nyni korektni formulace a dikaz:

’
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____‘ PRAVIDLA PRO DERIVOVANT '——I
Véta. Necht [ a g jsou redlné nebo komplexni funkce defi-

nované na okoli bodu xy € R a majici v tomto bodé vlastni
derivaci. Potom

(1) pro kazdé realné nebo komplexni islo ¢ md funkce x +—
¢ - f(x) derivaci v xg a plati

(cf) (x0) = c(f'(x0)),
(2) funkce f + g mav xq derivaci a plati
(f +8)(x0) = f'(x0) + &' (x0),
(3) funkce f - g md v xy derivaci a plati
(f - 8)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)&’ (x0)-

(4) Je-li ddle h funkce definovana na okoli obrazu y, =
f(x0), kterd ma derivaci v bodé y,, ma také sloZend
funkce h o f derivaci v bodé x, a plati

(ho f) (x0) = h'(f (x0)) - f'(x0).

Dtkaz. (1) a (2) Primé pouziti véty o souctech a
souc¢inech limit funkei davd vysledek.

(3) Prepiseme vztah pro podil pfirtstkd, ktery jsme zmi-
nili pred formulaci véty, takto
(f8)(x) — (fg)(x0) g(x) —gxo) | f(x) — f(xo)
=f() + g

X — Xo X — X X — X

(x0)-

Limita tohoto vyrazu pro x — x da pravé pozadovany vy-
sledek, protoZe je funkce f spojitd v xo.

(4) Podle lematu 5.30 existuji funkce i a ¢ spojité v
bodech xg a yg = f(xg) takové, Ze

h(y) = h(yo)+o(N(—y0), f(x) = f(x0)+v¥(x)(x—xo)
na néjakych okolich xy a yo. Navic pro né plati {(xg) =
f(x0) a@(yo) = h'(yo). Pak oviem také plati
h(f(x)) = h(f(x0)) = o(f () (f(x) — f(x0))
= @(f NV (x)(x — x0)
pro x z okoli bodu xgy. Soucin ¢(f(x))y (x) je ovSem spojitd

funkce v xq a jeji hodnota v bodé xq je pravé pozadovand
derivace slozené funkce, opét podle lemmatu 5.30. g

__4 DERIVACE PODILU _—

5.33. Dusledek. Necht f a g jsou redlné funkce, kterd maji v l
bodé xg viastni derivace a g(xo) # 0. Pak pro funkci h(x) =
F)(g(x) ™" plari

h/(x()) = (i) (XO) — f/(x())g(xo) - fz(XO)g/(xo).
8 (g(x0))
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Dtkaz. DokdZeme si nejprve specidlni piipad vzorce
pro i(x) = x~'. P¥fmo z definice derivace dostivdme

1 1
- = —x—A
I (x) lim 2% X — lim KXo xXx—Ax
Ax—0 Ax Ax—0 Ax(x2 —+ XAX)
-1

lim R
Ax—0 x2 + x Ax

a z pravidel pro pocitani limit okamzité plyne
K (x) = —x 2.
Nynfi pravidlo pro derivaci slozené funkce fikd, Ze
¢ =-¢7¢,
a kone¢né pravidlo pro derivaci sou¢inu ndm ddva pravé

4 ’

(Flg) = (f -8 = f'g™ — fgg = fggizgf
d

5.20

5.34. Derivace inverznich funkei. V odstavci 1.36 jsme pii
- obecné diskusi relaci a zobrazeni formulovali
{f’" pojem inverzni funkce. Pokud k dané funkci
}‘Iﬁ- f : R — R inverzni funkce f~! existuje (ne-
Fre=_. zamé&hujme znaleni s funkci x — (f(x))™"),
pak je ddna jednoznac¢né kterymkoliv ze vztaht

flof=idg, fof!=idg,

a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovdno na podm-
noziné A C Ra f(A) = B, je existence f~! podminéna
stejnymi vztahy s identickymi zobrazenimi id4 resp. idg na
pravych strandch.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci
f jei f~! diferencovateln4, pravidlo pro derivaci sloZené
funkce ndm okamZité fikd

I=3{d)'x) = (o)) =) fx)

atedy pak pfimo vime vzorec (zjevné f'(x) v takovém piipadé
nemize byt nulové)

DERIVACE INVERZNI FUNKCE L_—

e5.5| (5.6) @) =

To dobfe odpovid4 intuitivni predstavé, Ze pro y = f(x)
je priblizné f' = % zatimco pro x = f~(y) je to pfiblizn&
fFYoy = 2—;. Takto skute¢né mizeme derivace inverznich
funkci pocitat:

1
1)

Véta. Je-li [ diferencovatelnd redlnd funkce na okoli bodu
Xo a v tomto bodé f'(xg) # 0, pak existuje na néjakém okoli
bodu yy = f(xo) funkce f~" inverzni k f a plati vztah (5.6).
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Dtkaz. Nejprve si pov§imnéme, Ze nenulovost derivace

znamend, Ze na néjakém okoli je naSe funkce f
bud ostfe rostouci nebo klesajici, viz disledek
- 5.31. Proto na néjakém okoli nutné existuje in-
3 ~ verzni funkce. ProtoZe je obrazem ohrani¢eného
uzavieného intervalu ve spojité funkci opét uzavfeny interval,
nutné je také pro kazdou otevfenou mnozinu U v definiénim
oboru f iobraz f(U) otevieny. Pak ale pifmo z definice spo-
jitosti pomoci okoli je pak tato inverzni funkce také spojitd.

Pro odvozeni naseho tvrzeni nyni postaci pozorné znovu
procist dikaz ¢tvrtého tvrzeni véty 5.32. Jen volime f misto
funkce 7 a f~! misto f a misto pfedpokladu existence deri-
vaci pro obé funkce vime, Ze funkce slozena je diferencova-
telnd (a vime, Ze jeji derivace je identita): Skute¢né, podle
lematu 5.30 existuje funkce ¥ spojitd v bodé¢ y, takovd, Ze
FO) = o) = e = yo),
na néjakém okoli yg. Navic pro ni plati ¢(yo) = f'(yo). Pak
ovsem po dosazeni y = f~!(x) také plati
x=x0=@(f (T = f7(x0)),

pro x z n&jakého okoli O(x() bodu x. Déle plati f~!(xo) =
yo a protoZe je f bud ostie rostouci nebo klesajici, je

o(f~'(x)) # 0 pro viechny x € O(xg) \ {xo}. Miizeme
tedy psat

—1 —1
flow-fleg 1,

X — X e(f~1x)
pro vSechny x € O(xp) \ {xo}. Pravd strana tohoto vyrazu je
spojitd v bodé x¢ a limita je rovna ¢ (yo) = (f'(y0))~", proto
i limita levé strany existuje a je rovna témuZz vyrazu. g

5.35. Derivace mocninné, exponencidlni a logaritmické
funkce. Obecnou mocninou funkei neni tak snadné zderi-
vovat, i kdyZ jsme uz prozradili, Ze vzorec

(5.7) (x4 = ax*!

zndmy pro prirozend a bude platit i pro obecné a. Odvodit
tento vzorec v8ak miZeme snadno s pomoci vztahu pro deri-
vaci exponencidlni funkce a logaritmické funkce:

(xa)/ — (ealn.:()/ — e lnX(a lnx)’ — axa—l.

Podivejme se ted na exponencidly f(x) = a*. Pokud
existuje derivace a* ve vSech bodech x, bude jisté platit

ax+Ax —a Ax

f(x)= lim ——— =4"* lim a1 = f'(0)a".
Ax—0 Ax Ax—0  Ax

Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet

overuje existenci derivace v kterémkoliv bodé€ a ddva jeji hod-

notu. Zaroven jsme ovéfili platnost téhoZ vztahu pro derivace

zprava a zleva.

Bude nam to jesté dlouho trvat, nez ovéfime (viz 5.42,
5.47 a 6.43), Ze derivace exponencidlnich funkci skute¢né
existuji. Jiz ted si ale v§imnéme, Ze jsou to tedy zvlastni
piipady funkci, jejichZ derivace jsou imérné hodnotdm s
konstantnim koeficientem umérnosti. Zaroven uvidime, Ze
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existuje obzvlast uziteCny zédklad e, tzv. Eulerovo éislo, pro
které bude derivace v nule rovna jedné.
Zjevné pak

@) = (") =1In(a)( ") = In(a) - a”.

Z defini¢niho vztahu pro pfirozeny logaritmus

snadno spocteme podle pravidla pro derivaci slozené funkce
(uzivdme jiz, Ze ¢* je rovno své derivaci, a také defini¢ni vztah
pro logaritmus):

(5.8) (In)'(y) = ()’ () = Lol
' Ve BNCO I
5. 36 Véty o stfedni hodnoté. Nez se pustime do dal§tho
tématu na na$i pouti za rtiznorodymi defini-
cemi funkci, odvodime jesté nékolik jednodu-
£ chych vysledkd o derivacich. VSechny jsou ve-
lice snadno intuitivng jasné z priloZzenych obrazka a diikazy
vlastné jen rozepisuji vizudlni piedstavu.

Véta. Necht funkce f : R — R je spojitd na konecném
uzavreném intervalu |a, b] a diferencovatelnd uvniti tohoto
intervalu. JestliZe plati f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze f’'(c) = 0.

Dutkaz. ProtozZe je funkce f spojitd na uzavieném in-
tervalu (tj. kompaktni mnozin¢), md na ném maximum a
minimum. Pokud by maximum i minimum mélo stejnou hod-
notu f(a) = f(b), pak by funkce f byla konstantni a tedy i
jejf derivace by byla nulova ve vSech bodech intervalu (a, b).
Predpokladejme tedy, Ze bud maximum nebo mimimum je
jiné a nechft nastdvd jedno z nich ve vnitinim bodé c. Pak
ovSem neni mozné, aby v ¢ bylo f'(¢) # 0, protoZe to by v
tomto bod¢ byla byla funkce f bud rostouci nebo klesajici
(viz 5.31) a jisté by tedy v okoli bodu ¢ nabyvala vétsich i
mensich hodnot, nez je f(c). g

Pravé dokdzanému tvrzeni se iikd Rolleova véta. Z ni
snadno vyplyvd nasledujici disledek, zndmy jako véta o
stredni hodnoté.

5.37. Véta. Necht'funkce f : R — R je spojitd na intervalu
[a, b] a diferencovatelnd uvnitr tohoto intervalu. Pak existuje
c € (a, b) takove, Ze

f) = fla)
b—a
Dtkaz. Dtikaz je prostym zdpisem geometrického vy-
= )y Znamu tvrzeni: k se¢né mezi body [a, f(a)]
©a [b, f(b)] existuje teCna, kterd je s ni rov-
nobéznd (namalujte si obrdzek). Rovnice nas{

HOES

secny je

b
v=gw = f@+ 10D g
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Rozdil h(x) = f(x) — g(x) uddva vzdilenost grafu od secny
(v hodnotéch y). Jisté plati h(a) = h(b) a

/ / (b) — f(a)
h(X)=f(X)—fb7f-
—a
Podle predchozi véty existuje bod ¢, ve kterém je h'(c) =
0. O

Vétu o stiedni hodnoté miZeme také prepsat ve tvaru:

(5.9 f) = f@+ fe)b—a).

V piipadé parametricky zadané kiivky v roving, tj. dvojice
funkei y = f(t), x = g(t), je stejny vysledek o existenci
rovnobézné te¢ny k secné krajnimi body popsan takto:
Dusledek. Nech? funkce y = f(t) a x = g(t) jsou spojité na
intervalu [a, b] a diferencovatelné uvniti tohoto intervalu a
g'(t) # 0 pro vsechny t € (a, b). Pak existuje bod ¢ € (a, b)
takovy, Ze plati

f®) = f@ _ f'©
gb) —gl@ gl

Dtkaz. Opét spoléhdme na pouZiti Rolleovy véty. Po-
loZime proto

h(t) = (f(b) — f(@)g®) — (g(b) — g(@) f (©).

Nyni h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b), h(b) = [f(b)g(a) —
f(a)g(b), takze existuje ¢ € (a, b) takovy, 7e h'(c) =
Protoze je g'(c) # 0, dostdvame pravé pozadovany vztah. [

Podobnd uvaha jako v poslednim tvrzeni vede k
mimofddné uZite¢nému ndstroji pro pocitdni limit podilu
funkci. Tvrzeni je zndm jako L’Hospitalovo pravidlo:

5.38. Véta. Predpokladejme, Ze f a g jsou funkce diferen-
covatelné v okoli bodu xo € R, ne vsak nutné v bodé x
samotném, a necht existuji limity

lim f(x) =0, lim g(x) =0.
X—X0

xX—XQ
Jestlize existuje limita
/')
lim
x—=x0 g'(x)

pak existuje i limita
. S (x)
im
X—X0 g(x)

a jsou si rovny.

DtUkaz. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme predpokladat,
AT Ze v xo maji funkce f a g nulovou hodnotu.
g l-( Vysledek je opét jednoduse ptedstavitelny po-
L&.ﬂn‘i ~moci obrazku. Uvazujme body [g(x), f(x)] €
R? parametrizované proménnou x. Podil hodnot pak odpo-
vidd smérnici seCny mezi body [0, 0] a [ f(x), g(x)]. Zaroven
vime, Ze podil derivaci odpovidd smérnici tecny v piisluSném
bodé. Z existence limity smérnic tecen tedy chceme dovodit
existenci limity smérnic secen.

210



KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

Technicky lze vyuzit véty o stfedni hodnoté v paramet-
rickém tvaru. Pfedné si uvédomme, Ze v tvrzeni véty impli-
citn€ predpokldddme existenci vyrazu f’(x)/g’(x) na n&ja-
kém okoli xy (kromé& bodu x(, samotného), zejména tedy pro
dostatecné blizké body c¢ k xo bude g’(c) # 0.2 Diky vété o
stfedni hodnoté nyni

S S = fxo) L [ e)
lim —— = lim = lim s
xox g(x)  xox g(x) —g(xo) o gl(cx)
kde c, je ¢islo mezi x¢ a x, zdvislé na x. Z existence limity
lim &)
im
=0 g'(x)
vyplyva, Ze stejnou hodnotu bude mit i limita libovolné po-
sloupnosti vzniklé dosazenim hodnot x = x, jdoucich k x
do f'(x)/g'(x). Zejména tedy miizeme dosadit jakoukoliv
posloupnost ¢,, pro x, — Xo a proto bude existovat i limita
i J'(cx)
im
=30 g/(cx)
a posledni dvé limity zjevné budou mit stejnou hodnotu. Do-
kazali jsme tedy, Ze naSe hledand limita existuje a ma také
stejnou hodnotu. g

Z dikazu véty je samoziejmé, Ze jeji tvrzeni plati i pro
jednostranné limity.
5.39. Dusledky. L'Hospitalovo pravidlo mizeme jednoduse

roz§ifit i pro limity v nevlastnich bodech £oo a pro piipad
nevlastnich hodnot limit. Je-1i, napf.
lim f(x) =0, lim g(x)=0,
X—>00 X—>00
potom je lim,_,o, f(1/x) =0alim,_o, g(1/x) =0.
Zarovei z existence limity podilu derivaci v nekone¢nu
dostaneme
amy i F1A/x)(=1/x%)
=0, (g(1/x)) =0, g'(1/x)(—1/x2)
IR (V2 N 159
= lim = lim .
=0, g/(1/x)  x—o0 g'(x)
Pouzitim ptedchozi véty tedy dostdvdme, Ze v tomto piipadé
bude existovat i limita podilu
S fA/x) ()
lim = lim = lim .
xo00 g(x)  x=04 g(1/x)  xmo0 g'(x)
Jesté jednodussi je postup pfi vypoctu limity v piipadé,
kdy

lim f(x) =400, lim g(x) = *£oo.
X—X0

xX—>X(
Staci totiz psdt
S 1/g(x)
lim = lim ,
x=x g(x)  aox 1/f(x)

2Pro samu existenci limity v obecném smyslu to vZdy nutné nen,
nicméné pro tvrzeni L'Hospitalovy véty je to potfebné. Podrobnou diskusi
je mozné najit (vygooglovat) v populdrnim ¢ldnku ‘R. P. Boas, Coun-
terexamples to L’Hopital’s Rule, The American Mathematical Monthly,
October 1986, Volume 93, Number 8, pp. 644—645.
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coz je jiz ptipad pro pouziti L'Hospitalova pravidla z pred-
chozi véty. Lze ale i dokdzat, Ze L'Hospitalovo pravidlo plati
ve stejné formé pro nevlastni limity:

Véta. Necht f a g jsou funkce diferencovatelné v okoli bodu
xo € R, ne vSak nutné v bodé xy samotném, a necht existuji
limity lim,_,, f(x) = £oo alim,_, g(x) = Fo0. JestliZe
existuje limita

tim 2 '(x)

im

=0 g'(x)

pak existuje i limita

fx)
im
=30 g(x)
a jsou si rovny.

Dtkaz. Opétlze vyjit z véty o stfedni hodnoté. Zakladem
je vyjadreni podilu tak, abychom dostali do hry derivaci:

S f) ) - fO) gkx) —gly)

gx) )= fO) g) —gk) g(x)
kde y volime néjaky pevny ze zvoleného okoli x a x nechdme
bliZit k x¢. ProtoZe jsou limity f i g v xo nekone¢né, miZeme
jisté predpokladat, Ze rozdily hodnot v x a y jsou u obou
funkeci pfi pevném y nenulové.

Pomoci véty o stiedni hodnoté miiZeme nyni nahradit
prostiedni zlomek podilem derivaci ve vhodném bod¢ ¢ mezi
Xx ay avyraz ve zkoumané limité dostdva tvar

fo 1258 f©
()
g T 1- 10 (o)
kde c zdvisi na x i y. Pfi pevném y a x jdoucim k x( jde
prvni zlomek zjevné k jednicce. KdyZz zarovenn budeme y
priblizovat k xg, bude se ndm druhy zlomek libovolné piesné
blizit k limitn{ hodnot€ podilu derivaci. (]

5.40. Priklad pouziti. Vhodnymi Gpravami sledovanych vy-
razl lze vyuZit L'Hospitalova pravidla také na vyrazy typu
00 — 00, 1°°, 0 - 0o apod. Zpravidla jde o prosté prepsani vy-
razl nebo o vyuziti néjaké hladké funkce, napf. exponencialni h

fiklady budou jisté
odjné v druhé cdsti

textu, véetné
. X . . takovych jako je
UkédZeme si pro ilustraci takového postupu souvislost zaprocentovn

aritmetického a geometrického priméru z n nezdpornych
hodnot x;. Aritmeticky priimér
XL+ Xy

n

1
M (x1,...,x,) =
je specidlnim pfipadem tzv. mocninného priimeéru stupné r:

1
xf+-~~+x;)7

n

M (x1,...,x,) :(

Specidlni hodnota M~! se nazyvd harmonicky primér.
Spoc¢téme si nyni limitni hodnotu M" pro r jdouci k nule. Za
timto tcelem spocteme limitu pomoci L”Hospitalova pravidla
(jde o vyraz 0/0 a derivujeme podle r, zatimco x; jsou pfi
vypoctu konstantni parametry).
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Nasledujici vypocet, ve kterém uzivame pravidla pro deri-
vovan{ sloZenych funkcf a znalosti hodnot derivace mocninné
funkce, musime ¢ist odzadu. Z existence posledn{ limity plyne
existence predposledni a jeji hodnota atd.

In(A(x] + -+ +x1)

limIn(M" (xy,...,x,)) = lim
r—0 r—0 r
x] Inxy+-+x, Inx,
_ n
= I —
n
Inx; +---+1Inx,
=— —=1In X1 Xy
Odtud tedy je pifimo vidét, Ze
Iim M"(x1,...,x,) = /x1...%,,
r—0

coZ je hodnota zndma pod nazvem geometricky priimer.

4. Mocninné Fady

5.41. Jak se pocita e*. Kromé s¢itan{ a ndsobeni uzZ umime
. také pocnat s limitami posloupnosti. Podbiz{
. , se proto pribliZovat nepolynomidlni funkce po-
" moci posloupnosti spo&itatelnych hodnot. Kdyz

se takto podivdme na funkci e*, hleddme vlastné
funkc1 ]eJIZ okamzity piirastek je v kazdém bod¢ roven hod-
noté této funkce. To si miZeme dobie predstavit jako izasné
droceni vkladu se sazbou rovnou okamzité hodnoté. Kdyz
budeme ro¢ni sazbu troku realizovat jednou za mésic, za
den, za hodinu atd., budeme pro vklad x dostdvat vysledné
hodnoty

(1 n 12)12’ (1 n %)365 ’ (1 + 87)660)8760’

Dalo by se tedy tusit, Ze bude platit:

Zaroven tusime, Ze ¢im jemnéji budeme postupovat pfi
uroceni, tim vyssi bude vynos, takZe by posloupnost ¢isel
na pravé strané méla byt rostouci.

Podivejme se tedy podrobné na ¢iselnou posloupnost

] n
a,,:(l—i—f).
n

Z binomického rozvoje je zfejmé, Ze pro kazdé kladné ¢islo b
a prirozené n plati (1 + b)" > 1 + nb, dostdvame proto pro
dva po sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

I+ =1 L] " on
(1+ﬁ)n—l - nz"(n—l) 2] n—=1

=1.

-1
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Je tedy nase posloupnost skute¢né rostouci. Zaroveti stejnym
vypoctem ovéiime, Ze posloupnost ¢isel

1n+1 1 ln
bo=(1+-) =(1+=-)(1+-
n n n

je klesajicf a jisté je b, > a,. Posloupnost a, je tedy zhora
ohranic¢end a rostouci a proto je jeji limita ddna jejim supre-
mem. Zaroveni vidime, Ze je tato limita rovna také limité
klesajici posloupnosti b,,).

matematice (vedle nuly, jednicky a Ludolfova ¢isla ), Eule-
rovo cislo e. Je tedy

1 n
e = lim (1 + *) .
n—o00 n

5.42. Mocninna fada pro e*. Exponencidlni funkci jsme
definovali jako jedinou spojitou funkci spliujici
f() =ea fr+y) = fO)- f(y). Zdklad e
J/ mdme vyjddfen jako limitu posloupnosti Cisel a,,
"f-I ,ﬁ Iy nutné tedy je

e’ = lim (a,)".
n—00

Pocitejme nyni pro jednoduchost s kladnym x. Jestlize v hod-
notich a, z minulého odstavce zaménime n za n/x, opét
dostatneme stejnou limitu a proto také
e = lim (l—f—f)x, e’ = lim (1—{—{)”.
n—00 n n—o00 n

Oznaéme si n-ty Clen této posloupnosti u,(x) = (1 +
x/n)" a vyjadfeme si jej pomoci bionomické véty:
(5.10)
n(n — 1)x? nlx"

21n? U e

N x? YA
3! n n
" 1 2 -1
+x—(1—7)(1—7)...(1—” )
n! n n n
Protoze jsou vSechny zavorky v souc¢inech mensi nez
jedna, dostdvame také

X
u,(x)=14+n-—+
n

n

U, (x) < vp(x) = Z .i‘xj.
=07

Podivejme se nyni na formdlni nekone¢ny soucet

o0 o0 1
e )

(5.11) ch—zj!x

j=0 j=0
tj. v, (x) je pravé souet prvnich n ¢lend v tomto formalnim
nekonecném vyrazu. Podil dvou po sobé jdoucich ¢lent v fadé
jecjy1/c; = x/(n+1). Pro kazdé pevné x tedy existuje N €
N takové, Ze cj;1/c; < 1/2 pro viechny j > N. Pro takto
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velké jjeovSemc;yy < %cj < 27U=N+D¢y To ale znamen4,
Ze Castecné soucty prvnich n ¢lent v nagem formdlnim souctu

jsou shora ohraniceny soucty

n—N

1
271 N _
v, < X N‘x ‘021..
j=

ProtoZe pro kazdé ¢ plati (1—g)(1+g +- - -+g*) = 1 —g**!
miZeme hodnoty v, také odhadnout

v, < z —x’ + —x N —pmtN=hy

Limita vyrazii na pravé strané pro n jdouci do nekone¢na proto
jisté existuje a proto existuje i limita rostouci posloupnosti v,.

Nyni si prohlédnéme pozornéji posloupnost ¢isel u,,, jejiz
limitou je e*. Budeme uvazovat n > N pro n€jaké pevné N
(hodné velké) a zvolime si k < N pevné (docela mal€). Pak
pro dostate¢né velkd N umime soucet prvnich k ¢lent ve
vyjadieni u y v (5.10) aproximovat libovolné pfesné vyrazem
v. ProtoZe je tato ¢ast souctu u y ostfe mensi neZ u y samotné,
musi posloupnost #,, konvergovat k téZe limité jako poslounost
v,. Dokdzali jsme tedy:

MOCNINNA RADA PRO € L——

Véta. Exponencidlni funkce je pro kaZdé x € R vyjadrena
Jako limita cdstecnych souctii ve vyrazu

1 1 =1
e = ltx+ 2ot ZO—!.

5.43. Ciselné fady. Pii dovozeni mimoF4dng daleZitého tvr-
zen{ o funkci * jsme mimodék pracovali s
nékolika uzite¢nymi pojmy a ndstroji. Sfor-
mulujeme si je nyni obecnéji:

CiSELNE NEKONECNE RADY I——

Definice. Nekonecnd rada cisel je vyraz

o0
Dan=ata+atotat...,
n=0

kde a, jsou redlnd nebo komplexni ¢isla. Posloupnost
G Coo i 1z PN k
Cdstecnych souctii je ddna svymi Cleny s = >, _oa, a
fikdme, Ze fada konverguje a je rovna s, jestliZze existuje
konecnad limita ¢dsteCnych soucti
s = lim s,.

k—00
Jestlize posloupnost ¢astecnych soucti fady ma nevlastni li-
mitu, f{kdme Ze fada diverguje k oo nebo —oo.
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K tomu, aby posloupnost ¢astecnych soucti s, konvergo-
vala, je nutné a staci, aby byla Cauchyovskd. Tzn. Ze

|Sm _Snl = |an+l + - +am|
mus{ byt libovolné malé pro dostate¢né velkd m > n. Protoze

je
|an+1| +---+ |am| > |an+1 + - +am|v

vyplyvé z konvergence fady > .~ |a,| i konvergence fady

i An-

____J ABSOLUTNE KONVERGENTNI RADY I—_

Rikéme, e fada Z;?io ay konverguje absolutné, jestlize

konverguje fada > o2 |ay|.

Absolutni konvergenci jsme zavedli, protoZe se ¢asto da-
leko snadnéji ovétuje, zaroven ale ndsledujici
( véta ukazuje, Ze se v piipadé aboslutné konver-

/\Zﬁ\\ gentnich fad i jednoduché algebraické operace
Zir~e=—— chovaji v§echny velice dobfe:

A

5.44. Véta. Necht S = > 22 ja, aT = >.o2 b, jsou dvé

absolutné konvergentni fady. Pak
(1) jejich soucet absolutné konverguje k souctu
oo

o0 o0
S+T =Zan+zbn = z(arz+bn)s

n=0 n=0 n=0
(2) jejich rozdil absolutné konverguje k rozdilu
o0

S-T=>a, —ibn = i(an = b),
=0 n=0

n n=0

(3) jejich soucin absolutné konverguje k soucinu

ore(Se) (£0)-2(5e)

Dikaz. Prvni i druhé tvrzeni jsou bezprostiednim
diisledkem obdobnych vlastnosti limit. Ttet{ tvrzeni vyZaduje

vétsi pozornost. Ozna¢me si
n
Chn = Z anfkblw
k=0
Z predpokladii a podle pravidel pro limitu sou¢inu posloup-

nosti dostdvame
k k o0 oo
() (20)- () (=)
n=0 n=0 n=0 n=0
Maime tedy dokazat, Ze

i ((E2) (£0)-52)

n=0 n=0

216



5

.26

KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

Porovnejme si nyni vyrazy

k k
(£ ()20
n=0 n=0 0<i,j<k
k
= Z aib;, ZC": Z aib;.
n=0

itj=n i+j<k
0=i,j<k 0=i,j=<k

Dostavame tedy odhad

() (&) 2

K odhadu posledniho vyrazu ndm poslouZi jednoduchy trik:
aby mohl byt soucet idexil vétsi nez k, musi byt alespoii jeden
z nich vétsi nez k/2. Jisté tedy vyraz nezmenSime, kdyZ do
néj priddme vice ¢lend, tj. vezmeme vSechny jako v soucinu
a odebereme pouze ty, u kterych jsou oba nejvyse k/2.

z laib;| < Z laib;| — z laib;!.

i+j>k 0<i,j<k 0=i,j<k/2
0<i,j<k

Z a,'bj

i+j>k i+j>k
0<i.j<k 0<i.j<k

Oba vyrazy v rozdilu jsou ale ¢aste¢né soucty pro soucin
S - T, maji tedy také stejnou limitu a proto jejich rozdil jde k
nule. g

Dalsi véta uvadi podminky, pomoci kterych umime ovéfit
konvergenci fad.

5.45. V&ta. Nech! S = Y 2 a, je nekonecnd fada redlnych
nebo komplexnich cisel.

(1) Jestlize S konverguje, pak lim,_, o a,, = 0.
(2) Predpokldadejme, Ze existuje limita podilii po sobé jdou-
cich ¢lenii tady a plati

Ap+1

lim

n—o00

an

Pak rada S konverguje absolutné pii |q| < 1 a nekonver-
guje pri |q| > 1. Pri |q| = 1 miiZe Fada konvergovat ale
nemust.
(3) Jestlize existuje limita

lim /|a,| = q,

n—o0
pak priq < 1tada konverguje absolutné, zatimco priq >
1 diverguje. Je-li g = 1, miize konvergovat i divergovat.

Dtkaz. (1) Jestlize lim,,_, », a, neexistuje nebo je nenu-
> lov4, exituje pro dostatecné malé ¢islo € > 0
* nekone¢n€ mnoho Clent a; s |ay| > €. Za-
: roven tedy musi mezi nimi existovat nekoncené
mnoho kladnych nebo nekoneéné mnoho zdpornych. Pak
ovSem pfi pfidani kteréhokoliv z nich do ¢dstecného souctu
dostdvame rozdil dvou po sobé jdoucich s, a s,+1 o velikosti
alespon €. Posloupnost ¢dstec¢nych souctil proto nemtize byt
Cauchyovskd a tedy ani konvergentni.

< Z laib;].
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(2) Protoze chceme dokazovat absolutni konvergenci,
miZeme rovnou predpokladat ¢; > 0. Dikaz jsme pro spe-
cidlni hodnotu ¢ = 1/2 provedli pfi dovozeni hodnoty e*
pomoci fady. Uvazme nyni ¢ < r < 1 pro néjaké redlné r.
Z existence limity podild dovodime pro vSechna j vétsi nez
dostate¢né veliké N

ajy <r-a; <rY N ay.
To ale znamenad, Ze ¢aste¢né soucty s, jsou pro velkd n > N
shora ohraniceny soucty

N n—N
Sp < E aj+ay E r =
j=0 Jj=0

Protoze 0 < r < 1, je mnozina vSech ¢adste¢nych souctl shora
ohranic¢end rostouci posloupnost a proto je jeji limitou jeji
supremum.

Pti hodnoté ¢ > r > 1 pouZijeme obdobny postup, ale
z existence limity podilu ¢ hned na zac¢atku odvodime

N 1 _rn—N+l

aj + ———.
= 1—r

aj1>r-a;>ri Nty
To ale znamend, Ze ¢aste¢né soucty prvnich s, jsou zdola
ohrani¢eny soucty

N n—N
Sp > E aj+ay E rl.
j=0 =0

Piir > 1 tento vyraz poroste s rostoucim n nad v§echny meze
a proto ani nase fada nemiZze konvergovat.

(3) Diikaz je zde velmi podobny pfedchozimu piipadu.
Z existence limity g < 1 vyplyva, Ze pro kazdé ¢ < r < 1
existuje N takové, Ze pro viechny n > N plati /[a,| < r.
Umocnénim pak dostdvame |a,| < r", takZe jsme opét v
situaci, kdy srovndvdme s geometrickou fadou. Dikaz se
proto dokon¢i stejné jako v piipadé podilového testu. g

V dikazu druhého i tiettho tvrzeni jsme vyuZivali
slabsiho tvrzeni, nez je existecne limity. Potfebovali jsme pro
studované posloupnosti nezapornych vyrazi pouze tvrzeni,
Ze od urcitého indexu uZ budou vét$i nebo mensi neZ dané
cislo.

K takovému odhadu ndm ale postaci pro danou posloup-
nost b, uvazovat s kazdym indexem n supremum hodnot ¢lenti
s indexy vy$$imi. Tato suprema vZzdy existuji a budou tvofit
nerostouci posloupnost. Jeji infimum pak oznacujeme jako
limes superior dané posloupnosti a zna¢ime

lim sup b,,.
n—0o0
Vyhodou je, Ze limes superior vzZdy existuje, miZeme proto
predchozi vysledek (aniz bychom ménili diikaz) pfeformulo-
vat v siln€jsi podobé:
Disledek. Nechi'S = ) 2 a, je nekonecnd fada redlnych
nebo komplexnich cisel.
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(1) Je-li

An+1

g = lim sup

n—o0o

)

[

pak fada S konverguje absolutné pri g < 1 a nekonver-
guje pri q > 1. Pri g = 1 muiZe fada konvergovat ale
nemusi.
(2) Je-li
q = limsup /|a,|,
n—0o0
pak priq < 17ada konverguje absolutné, zatimco piiq >
1 diverguje. Je-li ¢ = 1, miiZe konvergovat i divergovat.

5.46. Mocninné fady. JestliZe mame misto posloupnosti
~ Cisel a, k dispozici posloupnost funkci
=3, f,(x) se stejnym defini¢nim oborem A,

Z ~ mizeme bod po bodu pouZzit definici
souctu ¢iselné fady a dostdvime pojem

souctu rady funkci

NOEDINACHS

n=0

KONVERGENCE MOCNINNE RADY l__
Mocninnd rada je ddna vyrazem
o0
Sx) = Z a,x".
n=0

Rekneme, Ze S(x) ma polomér konvergence p > 0, jestlize
S(x) konverguje pro kazdé x spliujici |x| < p a diverguje
l pii |x| > p.

5.47. Vlastnosti mocninnych ad. Ackoliv na podstatnou
¢ast ditkazu nasledujici véty si budeme muset pockat aZ na

konec piisti kapitoly, zformulujeme si zdkladni{ vlastnosti moc-
ninnych fad hned:

|
»ABSOLUTN{ KONVERGENCE A DIFERENCOVAN{ CLEN PO CLENU

Véta. Necht S(x) = Z:io a,x" je mocninnd rada a existuje

limita
p = lim /|a,|.
n—o00
1

Pak je polomér konvergece rady S rovenr = p~".

Mocninnd tada S(x) konverguje na na celém svém in-
tervalu konvergence absolutné a je na ném spojita (vcéetné
krajnich bodu, pokud v nich konverguje také) a existuje jeji
derivace,

o0
S'(x) = Zna,,x"_l.
n=1
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Dtkaz. Pro ovéfeni absolutni konvergence fady miizeme
pro kaZdou pevnou hodnotu x pouZit odmocninovy test z véty
5.45(3). Pocitdme pfitom

lim /|a,x"| = px
n—o00

a fada konverguje abosultné, resp. diverguje, jestliZe je tato
limita riznd od 1. Odtud plyne, Ze skute¢né konverguje pro
|x| < r adiverguje pro |x| > r.

Tvrzeni o spojitosti a derivaci dokdZeme pozdéji v
obecné&jsim kontextu, viz 6.43-6.45. |

Vsimnéme si také, Ze mizeme pii dikazu konvergence
pouZit silnéjsi variantu odmocninového testu a tedy 1ze po-
lomér konvergence r pro kazdou mocninnou fadu pfimo zadat

fomuli
r~! = lim sup v/ |ay|-

n—oo

5.48. Poznamky. Pokud koeficienty fady velmi rychle ros-
ﬁ-’ tou, napt. a, = n", pak je r~! = oo, tj.
/ polomér konvergence je nula. Skute¢né ta-
kovd fada pak konverguje pouze v jediném

bodé x = 0.
Podivdme se na konvergenci mocninnych fad

S(x) = Zx", T(x) = Z %x”
n=1

n=0

véetné krajnich bodi piislusného intervalu.
Prvni priklad je geometricka rada, kterou jsme se zabyvali

.....

1
SG) = 7.

zatimco |x| > 1 zarucuje divergenci. Pro x = 1 dostdvame
také zjevné divergentni fadu 1 + 1+ 1 + ... s nekonecnym
souctem, pfix = —1jdeotadu 1l —1+1—...,jejiZ Cdstecné
soucty nemajf limitu viibec.

Véta 5.45(2) ukazuje, Ze polomér konvergence druhého
prikladu je také jedna, protoZe existuje

1 xn+1 )
=x lim
n—0oo

n+1 ‘ n
Pro x = 1 tu dostaneme divergentni fadu 1 + % + % +...,
protoZe umime odhadnout ¢4ste¢né soulty tak, Ze vzdy po-
stupné pro k = 1,2,3, ..., seteme 2¢~! po sobé& jdoucich
&lend 172571, ..., 1/(2¥ — 1) a nahradime viechny 2. Do
spodniho odhadu tedy kazda takova ¢ast prispéje 1/2 a odhad
tedy roste nad vSechny meze.

Naopak, fada T'(—1) = —1 + % — % + ... konverguje.
Vyplyva to z obecnéjsiho platného tvrzeni, které ukdZzeme az
v pristi kapitole.
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5.49. Komplexni exponencidla a goniometrické funkce.
S mocninnymi fadami ndm do naSeho spolecenstvi
... funkef pfibyla spousta novych piikladi hladkych
f:@ funkct, tj. funkef libovolnékrat diferencovatelnych na
k‘,}l’: celém svém defini¢nim oboru. Podobné jako poly-
no;ﬂy maji vSechny tyto piiriistky do zvéfince navic vlastnost,
Ze jsou ve skutec¢nosti zaddny vztahem, ktery definuje funkci
C—C.

Skutec¢né, naSe Gvahy o absolutni konvergenci jsou beze-
zbytku platné i pro komplexni ¢iselné fady. Proto mocninné
fady budou na celém kruhu v komplexni roviné se stfedem
v poc¢étku a polomérem r predstavovat konvergentni ¢iselné
fady komplexnich ¢isel.

Pohrejme si chvili s nejvyznamnéj$im a prvnim nasim
prikladem, exponencidlou

1 1
e,x:1+x+,x2+...+—x"+....
2 n!

Tato mocninnnd fada md polomér konvergence nekonecny
a dobfe proto definuje hladkou funkci pro vSechna komplexn{
¢isla x. Jeji hodnoty jsou limitami hodnot (komplexnich) poly-
nomt s redlnymi koeficienty a kazdy polynom je zcela uréeny
kone¢né mnoha svymi hodnotami. Zejména tedy jsou hodnoty
mocninnych fad i v komplexnim oboru zcela uréeny jejich
hodnotami na redlnych argumentech x. Proto i pro komplexni
exponencidlu musi platit i obvyklé vztahy, které jsme pro
redlné hodnoty proménné x jizZ odvodili. Zejména tedy plati

viz vztah (5.5) a véta 5.44(3). Dosadme si hodnoty x =i - ¢,
kde i € C je imagindrni jednotka, ¢ € R libovolné.

. 1 1 1 1
it _ ot ot 3 b4 b5
e =1+4it 2t 13!t +4!t +15!l
a zjevng tedy je komplexné konjugované &islo k z = e'f &islo
z =e . Proto

it —it

|2:z-2=e et =el=1

lz
a viechny hodnoty z = e leZ{ na jednotkové kruZnici v
komplexni roviné.

Redlné a imagindrni slozky bodl na jednotkové kruZnici
jsme popisovali pomoci goniometrickych funkci cos 6 a sin6,
kde 6 je patficny thel.

Derivaci parametrického popisu bodii kruZnice, t > e’
dostavame vektory ,.rychlosti®, které budou ddny vyrazem
(pokud zatim nevéfime derivovani mocninnych fad ¢len po
¢lenu, 1ze také zderivovat zvlast redlnou a imagindrni slozku)
1+ (e") =i e ajejich velikost proto také bude porad
jednotkovd. Odtud lze tusit, Ze celou kruznici obéhneme po
dosazeni hodnoty parametru rovného délce oblouku, tj. 27
(i kdyz k potadné definici délky kiivky budeme potiebovat
integrdlni pocet). Timto postupem skutecné definujeme Lu-
dolfovo ¢islo m — je to délka poloviny jednotkové kruznice v
euklidovském R2.
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Miizeme se ale nyni asponi ¢aste¢né ujistit pohledem na
nejmensi kladné kofeny redlné ¢asti ¢astecnych soucti nasi
fady, tj. pfisluSnych polynomd. JiZ pfi fadu deset ndm vyjde
C¢islo  presné na 5 desetinnych mist.

Dostali jsem tedy pfimou definici goniometrickych funkci

pomoci mocninnych fad:

; 1 1 1
r=ree’ =1— >+ —r*— —¢°
cos ree 3 —|—4! 6l +

et D

2k
(2k)!t + ...

. 1 1 1
. o it __ 4 3 5 7
sint =1me’ =+t —S!I +—5!t —7!1 +

1
. -1 k7t2k+l L
TED G T

Tlustraci konvergence fady pro funkci cos je vidét na obrazku.

Jde o graf pfislu§sného polynomu stupné 68. Pfi postupném
vykresleni ¢astecnych souct je vidét, Ze aproximace v okolf
nuly je velice dobra a prakticky beze zmén. S rostoucim fadem

se pak zlepSuje i ddle od pocatku.
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Piimo z definice vyplyva zndmy vztah

e e =sin’t +cos’t = 1

a také z derivace (e’’)’ = i ' vidime, Ze
(sint)’ = cost, (cost) = —sint.

Tento vysledek Ize samozfejmé ovéfit piimo derivaci naSich
fad Clen po ¢lenu.

Ozna¢me fp nejmensi kladné ¢islo, pro které je e i =
— e/ tj. prvni kladny nulovy bod funkce cos ¢. Podle nasf
definice Ludolfova ¢isla je 7y = %71.

Pak kvadrit této hodnoty je e/*0 = e~'20 = (e~")? a jde
tedy o nulovy bod funkce sin . Samozfejmé pfitom plati pro
libovolné ¢

el(4kr()+t) — (elto)4k . ell =1. ett .
Jsou tedy obé goniometrické funkce sin a cos periodické s

periodou 277 . Z nasich definic je pfitom vidét, Ze je to nejmens{
jejich perioda.
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Nyni m@Zzeme snadno odvodit v§echny obvyklé vztahy
mezi goniometrickymi funkcemi. Uvedeme na ukdzku néko-
lik z nich. Nejprve si v§imnéme, Ze definice vlastné k4

Vit s
(5.12) cost:i(e +e ')
1 . .
(5.13) sint = —(e'' —e™").
2i
Soucin téchto funkef jde tedy vyjadfit jako
; 1 it —it it —it
sint cost = I(e —e e +e™)
i
1 . ; 1
= — (e —e ) = ~sin2t.
4i 2
Déle miZzeme vyuZit nasi znalost derivaci:
1 . ’ . ’ 2 -2
cos2t = (5 sin2¢)" = (sint cost)’ = cos“t — sin“ .
Vlastnosti dalSich goniometrickych funkei
nt .
tgt = —, cotgt = (tgt)
os t

se snadno odvodi z jejich definice a pravidel pro derivovani.
Grafy funkcf sinus, cosinus, tangens a cotangens jsou na ob-
rdzcich (postupné Cerveny a zeleny vlevo, Cerveny a zeleny
vpravo):

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym.
ProtoZe jsou goniometrické funkce vSechny periodické s pe-
riodou 27, jsou jejich inverze definované vZdy jen v rdmci
jedné periody a to jesté jen na Casti, kdy je dand funkce bud’
rostouci nebo klesajici. Jsou to funkce

arcsin = sin™"'
s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [— /2, 7 /2].
Dile

arccos = cos”!

s defini¢nim oborem [—1, 1] a oborem hodnot [0, 7], viz
obrazek vlevo.

223



5.

30

KAPITOLA 5. ZRIZENI ZOO

Zbyvaji jesté funkce (zobrazené na obrazku vpravo)
arctg = tg’1

s defininim oborem [—00,00] a oborem hodnot
[—m/2, /2] a konecné

arccotg = cotg’1

s defini¢nim oborem [—o00, co] a oborem hodnot [0, 7].
Velice Casto se také vyuZivaji tzv. hyperbolické funkce

1 1
sinhx = E(e" —e™), coshx = E(ex +e™).

Ndzev naznacuje, Ze by funkce mohly mit néco spole¢ného s
hyperbolou. Pfimy vypocet dava (druhé mocniny se v rozné-
sobenych dvojclenech vSechny odectou a ziistanou smisené
¢leny)

1
(coshx)? — (sinhx)? = 25(6" e ) =1.

Body [cosh?, sinh ] € R? tedy skutené parametricky popi-
suji hyperbolu v roviné. Pro hyperbolické funkce Ize snadno
odvodit podobné identity jako pro funkce goniometrické.
Mimo jiné je pfimo z definice snadno vidét (dosazenim do
vztaht (5.12) a (5.13))

coshx = cos(ix), i sinh x = sin(ix).

5.50. Poznamky. (1) JestliZe mocninnou fadu S(x)
«@m vyjaddiime s posunutou hodnotou proménné
@</ x o konstantni posuv xy, dostaneme funkci
szﬁ“}]\ T(x) = Sk — xp). Jestlize je p polomér
“#u . w4 konveregence S, bude T dobfe definovana na
intervalu (xo — p, xo + p). Rikdme, Ze T je mocninnd rada
se stredem v Xx.
Mocninné fady proto miiZeme piimo definovat takto:

S() = anx — xp)".
n=0

kde x je libovolné pevné zvolené redlné ¢islo. VSechny nase
predchozi tvahy jsou pordd platné, jen je tieba mit na paméti,
Ze se vztahuji k bodu x¢. Zejména tedy takova fada konver-
guje na intervalu (xo — p, xo + p), kde p je jeji polomér
konvergence.
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Dale plati, Ze ma-li mocninna fada y = T (x) hodnoty v
intervalu, kde je dobfe definovana fada S(y), potom i hod-
noty funkce S o T jsou vyjadieny mocninnou fadou, kterou
dostaneme formalnim dosazenim y = 7'(x) za y do S(y).

(2) Jakmile mame k dispozici mocninné fady s obecnym
stfedem, 1ze docela ptimocate pocitat koeficienty mocninnych
fad zaddvajicich inverzni funkce. Nebudeme zde uvadeét se-
znam formuli, snadno se k nim dostaneme napiiklad v Maplu
procedurou ,,series*. Pro ilustraci se podivejme alespoi na
dva piiklady:

Vidéli jsme, Ze

1 1 1
Y =1 x4 x4
€ +x+2x +6x +24x+

ProtoZe je e® = 1, budeme hledat pro inverzni funkci In x
mocninnou fadu se sttedem v x = 1, tj.

Inx = ap+a; (x—D~+ar(x—1)*+as(x—1) > +as(x—1)*+. . ..

Vyuzijeme tedy rovnosti x = e™* a pfeskupenim koeficientt

podle mocnin x dosazenim dostaneme:

+ e loy Loy
X = aq, a\x =X =X —X
o 27 "6 24

1 2 1 3
+a2(x+§x2+...) +a3(x+§x2+...) +...

1 1
=ap+aix + (Eal + az)x2 + (gal +ax + a3)x3

Y (LI (L) PRSP
24&1 4 6 as 203 ag | x e
Porovndnim koeficientti u stejnych mocnin nalevo a napravo

1 1
:O’ :1, = ——=, = -, _ T, ...
ap ay as ) as 3 ay 2

coz skute¢né odpovida platnému vyrazu (oveéfime pozdéji):

X 1yn—1
1nx=2(1n) (x — D"

n=1

Podobné si miZeme pohrat s fadou

. R U

a zatim nezndmou fadou pro jeji inverzi (v§imnéme si, Ze
pocitdme opét se stfedem v nule, protoZe je sin0 = 0)

arcsint = aop + at +Ll2[2 +a3t3 —|—a4t4 4+ ...,
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Opét dosazenim dostdvame

_ 13 15
t—a0+a1 t—gt +§t 4+ ... )+

1y, T ?
azt—ﬁt +§l +...) +...

1
=ag+ait +ay* + (_gal + 03)t3+

2y tag )+ (- Sy tas )+
—=a a —a) — —a a
6 2 4 120 1 6 3 5

a proto

arcsint =t + lt3 + it5 +
= 5 0 e

(3) Vsimnéme si také, Ze kdybychom hned zpocatku
uverili, Ze funkei e miZeme napsat jako mocninnou fadu se
sttedem v nule a Ze se mocninné fady derivuji ¢len po Clenu,
pak bychom snadno obrdrzeli diferen¢ni rovnici pro koefici-
enty a,. Vime totiz (x"*')’ = (n + 1)x" a proto z naSeho
poZadavku, Ze exponencidla md mit v kazdém bod¢ derivaci
rovnou své hodnoté, vyplyva

| —
Apt1 = ;g 0n, ap =1

a odtud uZ je jasné, Ze a, = %
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KAPITOLA 6

Diferencialni a integralni pocet

V minulé kapitole jsme si postupné hrali bud’s mimotradné
velikymi tiidami funkei — vSechny spojité, vSechny diferen-
covatelné apod. — nebo jen s konkrétnimi funkcemi — napft.
exponencidlni, goniometrické, polynomy atd. M¢li jsme ale
pfitom jen minimum ndstrojti a v§e jsme pocitali tak fikajic
na kolené. Z kvalitativniho pohledu jsme jen naznacili, jak
vyuzivat znalost linedrntho pfibliZen{ funkce jeji derivaci k
diskusi lokdlniho chovéni takové funkce kolem daného bodu.
Ted ddme dohromady nékolik vysledk, které umozni snaze
pracovat s funkcemi pfi modelovan{ redlnych problémd.

Pomoci derivovén{ jsme se naucili zaznamenavat velkosti
okamzitych zmén. V této kapitole se vyrovndme i s tlohou,
jak scitat nekone¢né mnoho takovych ,,nekone¢né malych*
zmén, tj. jak ,integrovat®. Nejdiive si ale udélame vice jasno
o derivacich.

1. Derivovani

s

6.1. Derivace vyssich Fada. Rikdme, Ze redlnd nebo kom-
, 27 plexni funkce f md v bodé x( derivaci druhého

© Tddu, jestliZe derivace f’ existuje na néjakém
okoli bodu xy a existuje jeji derivace v bodé xo.

PiSeme

1" (x0) = (") (x0)
nebo také f® (xg). Funkce f je dvakrit diferencovatelnd na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém

jeho bodé. Derivace vyssich fadu definujeme induktivng:

» HLADKE A FUNKCE A k—KRAT DIFERENCOVATELNE FUNKCE

Rikdme, Ze redlnd nebo komplexnf funkce f je (k 4+ 1)—
krat diferencovatelnd pro néjaké prirozené ¢islo k v bod¢ xo,
jestlize je k—krat diferencovatelna na néjakém okoli bodu x
a jeji k—td derivace md v bodé€ x, derivaci. Pro k-tou derivaci
funkce f(x) pieme f® (x).

JestliZe existuji derivace vSech fadl na intervalu, fikdme,
Ze je tam funkce f hladkd. VétSinou se také uzivad konvence,
Ze O-krat diferencovatelnd funkce znamena spojitd funkce.

Pro funkce se spojitou k—tou derivaci pouZivime
oznadeni tiida funkci C¥(A) na intervalu A, kde k miiZe
nabyvat hodnot 0, 1, ..., co. Casto piseme pouze C¥, je-li

I defini¢ni obor zndm z kontextu.
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KAPITOLA 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

[lustrovat miZeme rychle pojem derivace vyssiho fadu
na polynomech. ProtoZe vysledkem derivovdni polynomu je
opét polynom, ale derivaci se vZdy o jednicku sniZuje jeho
stuperi, dostaneme po kone¢ném poctu derivaci nulovy po-
lynom. Presnéji feceno, pravé po k + 1 derivacich, kde & je
stupenl polynomu, dostaneme nulu. Samozfejmé pak existuji
derivace vSech fadu, tj. f € C*(R).

Pri konstrukci splajnd, viz 5.9, jsme pohlidali, aby vy-
sledné funkce byly tiidy C2(R). Jejich tfeti derivace budou
po ¢astech konstantni funkce. Proto nebudou splajny patfit do
C3(R), prestoze jejich viechny derivace vysiich ¥adi budou
nulové ve vSech vnitfnich bodech jednotlivych intervald v
interpolaci. Promyslete si podrobné tento piiklad!

Nasledujici tvrzeni je jednoduchym kombinatorickym
disledkem Leibnitzova pravidla pro derivaci souc¢inu funkei:

Lemma. Jsou-li f a g dvé funkce majict derivaci ¥adu k v
bodé x, pak ma derivaci radu k i jejich soucin a plati:
Ny :
(f P00 =] (.)ﬂ”(xo)g(k*”(xo)
im0 N
Dtkaz. Pro k = 0 je tvrzeni trividlni, pro k = 1 je to
Leibnitzovo pravidlo pro derivaci souc¢inu. JestliZe pravidlo
plati pro néjaké k, derivaci pravé strany a pouZzitim Leibnit-
zova pravidla dostaneme obdobny vyraz
Kk . . . .
Z (z) (f(lH)(xo)g(kﬂ)(xo) + f(l)(xo)g(kﬂﬂ)(x()))-
i=0
V této nové sumé je soucet fadl derivaci u soucind v jednot-
livych séitancich k + 1 a koeficienty u £ (x)g*+1=7 (x)

jsou soucty binomickych koeficientii (jfl) + (1;) = (k;fl). O

6.2. Nasobné kofeny a inverze polynomi. Derivace poly-

o nomu jsme spocitali jiZ v odstavci 5.6 a je vidét,

. Ze jde o hladké funkce. Derivace je v tomto

PG /» piipadé vlastné prosté algebraické zobrazeni a

L O podivejme se, jak se ndm derivace bude hodit
pro diskusi nasobnych kofenti polynomd.

Nejprve zformulujme zdkladni vétu algebry, kterou vSak patrné doddm skoro

nebudeme nyni dokazovat:

Véta. Kazdy nenulovy komplexni polynom f : C — C stupné
alespori jedna md koven.

Nutné tedy polynom stupné & > 0 m4 pravé k komplex-
nich kofentl véetné ndsobnosti a miiZzeme jej vZdy psat jedno-
znacné ve tvaru

f&x)=(x—a)” - (x —ag“
kde ay, ..., a, jsou vSechny kofeny polynomu f a
I1<ci,....,cg <k
jsou jejich ndsobnosti (tj. pfirozend ¢isla).

Derivaci f(x) jakoZto funkce redlné proménné x dosta-

neme

() =cj(x—a)r! (x—ag)+- - +cy(x—ap. (x—aq)C“'_l

. algebie
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Jestlize je ¢; = 1 a kofen a, je redlny, bude hodnota derivace
f' v bod€ a; nenulovd, protoZe prvni ¢len vyrazu je nenu-
lovy, zatimco vSechny zbyvajici po dosazeni hodnoty x = a;
zmizi. Oddobné to bude i s ostatnimi kofeny. Ovéftili jsme
tedy uZite¢nou vlastnost, Ze redlny kofen a polynomu f je
vicendsobny tehdy a jen tehdy, kdyzZ je zaroven kofenem jeho

vz

derivace f’. (Toto tvrzeni si ¢asem rozsifime i na vSechny
komplexni koteny.)

6.3. Vyznam druhé derivace. JiZ jsme vidéli, Ze prvni de-

rivace funkce je jejim linedrnim pfiblizenim v
okoli daného bodu a Ze ze znaménka nenulové

% derivace vyplyva, Ze funkce je v bodé€ x, rostouct

~ nebo klesajici. Body, ve kterych je prvni derivace

nulova se nazyvaji kritické body dané funkce.

Je-1i x¢ kriticky bod funkce f, miZe byt chovani funkce
f v okoli bodu xq jakékoliv. Vidime to jiZ z chovéni funkce
f(x) = x" v okoli nuly pro libovolné n. Pro lichd n > 0
bude f(x) rostouci, pro sudd n naopak bude nalevo klesajici
a napravo rostouci, dosahne tedy v bod¢€ xy své minimaln{
hodnoty mezi body z (dostate¢né malého) okoli bodu x¢ = 0.

TentyZ pohled miZeme aplikovat na funkci f'. JestliZe
totiZ je druhd derivace nenulovd, urcuje jeji znaménko chovén{
derivace prvni. Proto v kritickém bodé x, bude derivace f’(x)
rostouci pfi kladné druhé derivaci a klesajici pfi zaporné.
JestliZe je ale rostouci, znamenend to, Ze nutné bude zdpornd
nalevo od kritického bodu a kladnd napravo od néj. Funkce
f v takovém piipadé je klesajici nalevo od kritického bodu a
rostouci napravo od néj. To znamend, Ze md funkce f v bod¢
xo minimum ze vSech hodnot z néjakého malého okoli bodu

Naopak, je-li druhd derivace zdpornd v xo, je prvni de-
rivace klesajici, tedy zdpornd vlevo od x( a kladna vpravo.
Funkce f bude tedy mit v bodé x¢ maximdlni hodnotu ze
vSech hodnot na néjakém okoli.

Funkce diferencovatelnd na (a, b) a spojitd na [a, b] ma
jist€ na tomto intervalu absolutni maximum a minimum. MiZe
ho dosdhnout pouze bud na hranici nebo v bod¢ s nulovou
derivact, tj. v kritickém bodé. Pro diskusi extrémi nam tedy
mohou stacit kritické body a druhé derivace pomiZou urcit

v

typy extrému, pokud jsou nenulové. Pro pfesnéjsi diskusi
ale potiebujeme lepsi neZ linedrn{ aproximace zkoumanych
funkci. Proto se nejprve budeme vénovat tivahdm v tomto
sméru a teprve poté se vratime k diskusi priibé¢hu funkei.

6.4. Tayloruv rozvoj. Jako prekvapivé jednoduché vyuziti

... Rolleovy véty ted’ odvodime mimoiadné dilezity vy-
“@ sledek. Rikava se mu Tayloriiv rozvoj se zbytkem. In-
tuitivné se k nému miZeme dostat obracenim nasich
tivah kolem mocninnych fad. Mdme-li totiZ mocnin-

S(x) = Zan(x —a)

n=0
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a derivujeme-li ji opakované, dostivime mocninné fady
(vime, Ze je moZné takovy vyraz derivovat ¢len po ¢lenu,
i kdyZ jsme to jesté nedokdzali)

S®(x) = Zn(n —1D...(n —k+ Day(x —a)"*.
n=k

V bodé x = a je tedy S® (a) = k!a;. MiZzeme tedy naopak
¢ist posledni tvrzeni jako rovnici pro a; a pivodni fadu pfepsat
jako

S(x) = Z %S(k)(a)(x —a).
n=0

Jestlize misto mocninné fady mame néjakou dostate¢né hlad-
kou funkci f(x), je tedy na misté se ptdt, zda ji miZeme
vyjadfit jako mocninnou fadu a jak rychle budou konvergo-
vat ¢aste¢né soucty (tj. priblizeni funkce f polynomy). Nase
dvaha pravé naznacila, Ze miZzeme oc¢ekdvat v okoli bodu
a dobrou aproximaxi polynomy, tzv. Taylorovymi polynomy
k—tého rddu:

’ 1 "
Pef(x) = fla)+ fla)x —a)+ 5 fa)(x = a)’+
1 1

+e @G-’ + -+ S Y@ -t
Presnd odpovéd vypadd podobné jako véta o stiedni hodnotg,
jen pracujeme s vys$$imi stupni plynomd (tzv. Tayloriv rozvoj
se zbytkem):
Véta. Necht'je f(x) funkce k—krat diferencovatelnd na in-

tervalu (a, b) a spojita na |a, b]. Pak pro kaZdé x € (a, b)
existuje Cislo ¢ € (a, x) takové, Ze

f=f@+ fax—a+...

1 (k—1) k-l i ) Nk
+(k—1)!f (@)(x —a) +k!f (©(x —a)

1
=P f(x)+ Ef(k)(c)(x —a)k.

DtUkaz. Definujme zbytek R (tj. chybu pfi aproximaci
(43P pro pevné zvolené x) takto

f@x) =P f(x) + R

tj. R = %r(x —a)k pro vhodné ¢Eislo r (zavislé na x). Nyni
uvazujme funkci F (&) definovanou

k—1 1 ) ) 1
FE =" ﬁf(“(é)(x =8+ =9k
=i !
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Jeji derivace (pfi¢emZ x je pro nds konstantni parametr) je

F'§) = f'E)+
k—1 1 , ) 1 , )
Z(Ff”*“(é)(x —8 o [V ® - srl)
j=1 ' '
1 k-
TR,

1
=GO -9 - e =9

1
=G HTU® -0,

protoZe vyrazy v sumé se postupné vzdjemné rusi. Nyni si
sta¢i v§imnout, Zze F(a) = F(x) = f(x) (pfipoméime, Ze
x je libovoln€ zvolend ale pevnd hodnota v intervalu (a, b)).
Proto podle Rolleovy véty existuje ¢islo ¢, a < ¢ < x, takové,
ze F'(c) = 0. To ale je pravé pozadovany vztah. g

Py

6.5. Odhady pro rozvoje se zbytkem. Obzvlasf jednodu-
chy je Tayloriv rozvoj libovolného polynomu

f() =ax"+a,_x" '+ +ax +ap, a, #0.

ProtoZe je (n 4+ 1)-ni derivace f identicky nulovd, ma Tay-
lorGv polynom stupné n nulovy zbytek a tedy je pro kazdé
X0 € R

1
Fx) = fxo)+ £ (xo)(x —x0) ++ -+ ;ﬂ")(xo)(x —x0)"

a vSechny derivace snadno vy¢islime (napf. posledni vyraz je
vzdy tvaru a, (x — xo)").

Tento vysledek je velmi specidlnim odhadem chyby v
Taylorové rozvoju se zbytkem. Vime totiz pfedem, Ze zbytek
je odhadnutelny pomoci velikosti derivace a ta je u polynomu
od urcitého fadu identicky nulova.

I obecnéji vede odhad velikost k—té derivace na né¢jakém
intervalu k odhadu chyby na témze intervalu. Specidlnim
piipadem je také véta o stiedni hodnoté coby aproximace
Taylorovym rozvojem fadu nula, viz (5.9).

Dobrym pitikladem pro libovolny fad jsou tieba goniome-
trické funkce. Iterovanim derivace funkce sin x dostaneme
vzdy bud sinus nebo cosinus s néjakym znaménkem, ale v
absolutni hodnoté budou hodnoty vZdy nejvyse jedna. Do-
stdvame tedy piimy odhad rychlosti konvergence mocninné
fady

| X |k+l
k+ 1!
Vidime tedy, Ze pro x vyrazné mensi nez k bude chyba mald,
pro x srovnatelné s k nebo vétsi ale bude obrovska.

| sinx — (P sin)(x)| <

6.6. Analytické a hladké funkce. Je-li f v bodé a hladka,
pak miZeme napsat formdlné mocninnou fadu

1
S =2 MM @w-a"

n=0

231



KAPITOLA 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

Taylorova véta nam fikd, Ze pokud tato mocninnd fada ma
nenulovy polomér konvergence, pak je S(x) = f(x) na
piislusném intervalu. Takovym funkcim fikdme analytické
funkce v bodé€ a. Funkce je analytickd na intervalu, je-li ana-
lytickd v kazdém jeho bodé¢.

Ne vSechny hladké funkce jsou ale analytické. Ve
skute¢nosti 1ze dokdzat, Ze pro kazdou posloupnost ¢isel a,,
umime najit hladkou funkci, jejiz derivace fada k£ budou tato
isla ay.!

Abychom si alesponl piedstavili podstatu problému,
. ukdZeme si (jak se pozd&ji uvidi velice
.' uzite¢nou) funkci, kterd ma v nule vSechny

" derivace nulové, je viak vSude kromé tohoto
bodu nenulovd. Uvazme funkci definovanou

vztahem

OE
Evidentné jde o dobie definovanou hladkou funkci ve vech
bodech x # 0. V bodé¢ x = 0 vSak existuje limita

lim,_o f(x) = 0. MizZeme proto dodefinovat f(0) = 0
a ziskdvdme spojitou funkci.

Pfimym vypoctem s pouzitim L”Hospitalova pravidla vy-
jadifme derivaci

oy =0

PO = T T2 T

Derivaci f v obecném bodé dostaneme f'(x) =
e~/ .2x3 a libovolnou konecn&krat opakovanou derivaci
funkce f(x) dostaneme soucet kone¢né mnoha ¢lent tvaru
C - f(x) - x7*, kde C je n&jaké celé &islo a k je pfirozené
¢islo. Kazdy vyraz x ke 17 = x*"/el/"2 jeprox — 0
vyrazem typu co/oo, na ktery miZeme opakované pouZit
L’Hospitalovo pravidlo. Zjevné po nékolika derivacich
Citatele i jmenovatele bude ve jmenovateli stdle stejny vyraz,
zatimco v Citateli jiZ bude mocnina nezdpornd. Cely vyraz
tedy nutn€ md v nule limitu nulovou, stejné jako jsme pocitali
v ptipadé€ prvni derivace vySe. ProtoZe totéZ bude platit pro
konec¢ny soucet takovych vyrazl, bude mit nulovou hodnotu
v limité v nule i kazd4 derivace f ® (x).

Jestlize nyni dodefinujeme hodnoty vSech derivaci nasi
funkce v nule rovnic{

0 =0,

a zkusime derivovat funkci f® v nule, dostaneme opét
konecny soucet vyrazi jako vySe a proto ukazuje nas pied-
chozi vypocet s pomoci L’Hospitalova pravidla, Ze skutecné
derivace této funkce bude i v nule existovat a bude skute¢né
rovna opét nule. Ziskali jsme tedy hladkou funkci na celém
R. Je vidét, Ze skute¢né jde o nenulovou funkci v§ude mimo
x = 0, vSechny jeji derivace v tomto bodé jsou ale nulové.
Samoziejmé to tedy neni analytickd funkce v bodé xo = 0.

1Jde o specidlni piipad tzv. Whitneyho véty, viz. DOPLNIT CITACI A
INFO.
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6.7. Dalsi priklady neanalytickych hladkych funkci.
Snadno midZeme nasi funkci f(x) z pfedchoziho odstavce
modifikovat takto:

) 0 jelix <0

X) = .

& e eldix > 0

Opét jde o hladkou funkci na celém R. Dals{ tpravou mizeme
ziskat funkci nenulovou ve vSech vnitfnich bodech intervalu
[—a, a], a > 0 anulovou jinde:

0 je-li [x| > a
h(x) = IS
e?-a® a2 je-li x| < a.

Tato funkce je opét hladkd na celém R. Posledni dvé funkce
jsou na obrdzcich, vpravo je pouZit parametr a = 1.

0 1 2 3 4
x x

Nakonec jesté ukdZeme, jak lze dostat hladké analogie
Heavisideovych funkci. Pro dvé pevné zvolena redlnd ¢isla
a < b definujeme funkci f(x) s pouzitim vyse definované
funkce g takto:

glx—a)
glx—a)+gb—x)

Zjevné je pro kazdé x € R jmenovatel zlomku kladny (pro
kazdy z intervall uréenych Cisly a a b je totiz alespon jeden
ze s¢itancd jmenovatele nenulovy a tedy je cely jmenovatel
kladny). Dostdvame z naseho defini¢niho vztahu proto hlad-
kou funkci f(x) na celém R. Pfi x < a je pfitom jmenovatel
zlomku piimo dle definice funkce g nulovy, pfi x > b je
Citatel i jmenovatel stejny. Na dalSich dvou obrazcich jsou
praveé funkce f(x) atos parametrya =1—o,b =1+ a,

kde nalevo je « = 0.8 a napravo o = 0.4.
alpha'='.8 alpha=/.40000

fx) =

0] 0]
D‘ﬁ: Q.S:
0,44 0,44

0.2 0.2]
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Snadno nyni také vytvorime hladkou obdobu charakte-
ristické funkce intervalu [c, d]. Oznacme si jako f.(x) vySe
uvedenou funkci f(x) s parametry a = —e, b = +€. Nyni
pro interval (c, d), s délkou d — ¢ > 2¢ definujeme funkci
he(x) = fe(x—c¢)- fe(d —x). Tato funkce je identicky nulova
na intervalech (—oo, c —€) a (d + €, 00) a je identicky rovna
jedné na intervalu (¢ + €, d — €), pficemZ je vSude hladkd a
lok4lIné je bud’konstantni nebo monoténi. Cim menif je € > 0,
tim rychleji naSe funkce preskoci z nuly na jednicku kolem
zacatku intervalu nebo zpét na konci intervalu.

Vidime tedy, Ze hladké funkce jsou velice ,,plastické* —

z lokdlntho chovéni kolem jednoho bodu nemtiZeme fici viibec
nic o globdlnim chovéni takové funkce. Naopak, analytické
funkce jsou zcela ur¢ené dokonce jen derivacemi v jediném
bodé. Zejména jsou tedy bezezbytku urcené svym chovanim
na libovolné malém okoli jediného bodu ze svého defini¢niho
oboru. Jsou tedy v tomto smyslu velice ,,rigidni*.

6.8. Lokalni chovani funkci. Vidé€li jsme, Ze znaménko
prvni derivace urcuje u kazdé diferenco-
= vatelné funkce, zda roste nebo klesd na
. n&jakém okoli daného bodu. Pokud je ale
0"/ derivace nulovd, sama o sob& mnoho o

chovani funcke nefika.

UZ jsme se ale setkali s vyznamem druhé derivace pfi
popisu kritickych bodd. Ted zobecnime diskusi kritickych
bodi pro vSechny fddy. Zacneme diskus{ lokdlnich extrémi
funkct, tj. hodnot, které jsou ostie vétsi nebo ostie mensi nez
vSechny z néjakého okoli daného bodu.

Budeme v dal$im uvaZzovat funkce s dostate¢nym poctem
spojitych derivaci, aniZ bychom tento predpoklad pfimo
uvadeli.

Rekneme, Ze bod a v definiénim oboru funkce f je kri-
ticky bod vddu k, jestlize plati

fl@w=-=fPa=0 Y@ £o0.

Predpokladejme, 7e f**V(a) > 0. Pak je tato spojité deri-
vace kladnd i na jistém okoli O(a) bodu a. TaylorGv rozvoj se
zbytkem ndm v takovém piipadé ddva pro vSechna x z O(a)

1
— (k+1) Nkl
f&) = fla)+ T 1)!f ©x—a)".

Je proto zména hodnot f (x) v okoli bodu @ ddna chovanim
funkce (x — a)**'. Je-li ptitom k 4 1 sudé &islo, jsou nutné
hodnoty f(x) v takovém okoli vétsi nezZ hodnota f(a) a zjevné
je proto bod a bodem lokdlniho minima. Pokud je ale k sudé
Cislo, pak jsou hodnoty vlevo mensi a vpravo vétsi nez nez
f(a), extrém tedy ani lokdlné nenastdva. Zato si mtizeme
v§imnout, Ze graf funkce f(x) protind svoji te¢nu y = f(a)
bodem [a, f(a)].

Naopak, je-li f**+D(a) < 0, pak ze stejného diivodu jde
o0 lokdlni maximum pfi lichém k a extrém opét nenastava pro
k sudé.
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6.9. Konvexni a konkavni funkce. Rikdme, 7e funkce f je

77 . vbodé a konkadvni, jestlize se jeji graf nachazi
> gf,&é{ F vy jistém okoli cely pod te¢nou v bod¢ [a, f(a)],
A

Fx) < fl@)+ fl@x —a).
Rikdme, Ze funkce f je konvexni v bodé a, jetliZe naopak je
jeji graf nad te¢nou v bod¢ a, tj.

f) = f@+ f@ —a).
Funkce je konvexni nebo konkdvni na intervalu, jestlize ma

tuto vlastnost v kazdém jeho bodé.
Z Taylorova rozvoje druhého fadu se zbytkem dostdvame

1
f@) = fla)+ f(a)(x —a)+ Ef”(C)(x —a)’.

Proto je zjevné funkce konvexni, kdykoliv je f”(a) > 0, a
je konkdvni, kdykoliv f”(a) < 0. Pokud je druhd derivace
nulovd, mizeme pouZit derivace vySsich fada. Stejny zavér
ovSem umime ucinit pouze, pokud prvnf dal$i nenulova deri-
vace po prvni derivaci bude sudého fddu. Pokud bude naopak
prvni nenulova fadu lichého, bude zjevné body grafu funkce
na ruznych strandch néjakého malého okoli zkoumaného bodu
na opacnych stranich te¢ny v tomto bod¢.

6.10. Inflexni body. Bod a nazyvame inflexni bod funkce
f, jestlize graf funkce f prechdzi z jedné strany tecny na
druhou.

Napis$me si TaylorGv rozvoj tfetiho fadu se zbytkem:

1 1
fx) = f(a)+f/(a)(x—a)+5f”(a)(x—a)2+gf”/(c)(x—a)3.

Je-li a nulovy bod druhé derivace takovy, Ze f"'(a) # O,
pak je tfeti derivace nenulovd i na néjakém okoli a jde proto
zjevné o inflexni bod. Znaménko tfet{ derivace ndm v takovém
ptipadé urcuje, zda graf funkce piechézi te¢nu zdola nahoru
nebo naopak.

Pokud je bod a navic izolovanym nulovym bodem druhé
derivace a zdroven inflexnim bodem, pak zjevné je na néjakém
malém okoli bodu a funkce na jedné stran¢ konkdvni a na
druhé konvexni. Inflexni body tedy miZeme také vnimat jako
body ptechodu mezi konkdvnim a konvexnim chovdnim grafu
funkce.

6.11. Asymptoty grafu funkce. Posledni  dobrou
D pomtckou pro ndcrtek grafu funkce je
LS giistEni asymptot, 1j. piimek, ke kterym se blizi
4 m'}é? hodnoty funkce f. Asymptotou v nevlastnim
Vo bodé oo je proto takova piimka y = ax + b, pro
kterou je

lim (f(x) —ax —b) =0.
X—>00
Pokud asymptota existuje, plati

lim (f(x) —ax) =b
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a tedy existuje i limita

o T
1m =

x—00 X

Pokud ovSem existuji posledni dvé limity, existuje i limita z
definice asymptoty, jde proto i o podminky dostate¢né. Ob-
dobné se definuje a pocitd asymptota i v nevlastnim bodé

Timto zpisobem dohleddme vSechny potencidlni pfimky
spliiujici vlastnosti asymptot s kone¢nou realnou smérnici.
Zbyvaji ndm piipadné pfimky kolmé na osu x: Asymptoty v
bodech a € R jsou piimky x = a takové, Ze funkce f md v
bodé a alespoil jednu nekone¢nou jednostrannou limitu.

Napf. raciondlni funkce lomené maji v nulovych bodech
jmenovatele, které nejsou nulovymi body citatele, asymptotu.

Spoctéme asponi jeden jednoduchy piiklad: Funkce
f(x) =x+ % ma za asymptoty piimky y = x ax = 0.
Skutecné, jednostranné limity zprava a zleva v nule jsou
zjevné oo, zatimco limita f(x)/x = 1 + 1/x? je sa-
moziejmé v nevlastnich bodech pravé +1, zatimco limita
f(x) —x = 1/x je v nevlastnich bodech nulova.

Derivaci obdrZzime

flx)y=1—x72 f'x)=2x".

Funkce f’(x) md dva nulové body £1. V bodé¢ x = 1 md
funkce lokdlni minimum, v bodé x = —1 lokdlni maximum.
Druhd derivace nemd nulové body v celém defini¢nim oboru
(—00,0) U (0, 00), f tedy nemd naSe funkce Zadny inflexni

N
L s s S e B s s S 7 B N B S S S s s s

6.12. Diferencial funkce. Pfi praktickém pouZivani diferen-

cidlniho poctu Casto pracujeme se zdvislostmi
mezi riznymi veli¢inami, feknéme y a x, a neni
£ dadna pevné volba zdvislé a nezdvislé proménné.

Exphmtm vztah y = f(x) s néjakou funkci f je tedy jen
jednou z moznosti. Derivovani pak vyjadiuje, Ze okamzitd
zména y = f (x) je umérnd okamzité zméné x a to s Umérou

47 Tento vztah se Casto pise jako

d
a = L ar,
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kde df (x) interpretujeme jako linedarni zobrazeni piirtstki
dané df (x)(Ax) = f'(x) - Ax, zatimco dx(x)(Ax) = Ax.

Hovofime o diferencidalu funkce f pokud plati apro-
ximacni vlastnost

. fx+ Ax) —df(x)(Ax)
lim =
Ax—0 Ax

0

Z Taylorovy véty tedy vyplyvd, Ze funkce s ohrani¢enou deri-
vaci f’ ma diferencidl df. To zejmena nastane v bodé x, kdyz
v ném prvni derivace existuje a je spojita.

Pokud je veli¢ina x vyjadiena pomoci dalsi veli¢iny 7,
tj. x = g(t), a to opét funkci se spojitou prvni derivaci, pak
pravidlo o derivaci slozené funkce fikd, Ze i sloZend funkce
f o g ma opét diferencidl

d
df:é

Miizeme proto vnimat df jako linedrni pfiblizeni dané
veli¢iny v zévislosti na pfirustcich zdvislé proménné, af uz je
tato zdvislost ddna jakkoliv.

dx
(x)E(t)dt,

6.13. Krivost grafu funkce. Abychom se pocvicili v za-
. kladnich pravidlech pro derivovéni sloZenych
funkcf apod., budeme graf hladké funkce f(x)
, ted chvili diskutovat jako zvlaStni pfipad para-
/ metrizované ktivky v roviné. MiZeme si ji pred-
stavit jako pohyb v roviné parametrizovany pomoci nezdvislé
proménné x. Pro libovolny bod x z defini¢ntho oboru nasi
funkce miZeme okamzité vypoctem prvni derivace vidét vek-
tor (1, f'(x)) € R2, ktery predstavuje okamZitou rychlost
takového pohybu. Tecna bodem [x, f(x)] parametrizovand
pomoci tohoto smérového vektoru pak predstavuje linedrn{
pribliZeni kiivky.

Videéli jsme uz také, Ze v piipadg, Ze f”(x) = 0, prechédzi
graf nasi funkce pfes svoji tenu, tzn. Ze tecna je i nejlepSim
pribliZzenim kiivky v bod€ x i do druhého fddu. To zpravidla
popisujeme tvrzenim, Ze ma graf funkce f v bodé x nulo-
vou krivost. Tak jak u prvnf derivace nenulové hodnoty vy-
jadfovaly rychlost ristu (af uz s jakymkoliv znaménkem),
stejné asi intuitivné ocekdvame, Ze druhd derivace bude popi-
sovat miru zakfiveni grafu. Zatim jsme jen vidéli, Ze je graf
funkce nad svoji te¢nou pro kladnou hodnotu a pod te¢nou v
ptipadé opacném.

Teénu grafu v pevném bodé P = [x, f(x)] jsme dostali
pomoci limity secen, tj. pifimek prochdzejicimi body P a Q =
[x + Ax, f(x + Ax)]. Chceme-li pfibliZit druhou derivaci,
budeme body P a Q # P proklddat kruznici Cy, jejiZ stied
je na pruseciku kolmic na teény, vztyéenych v bodech P a
Q. Z obrazku je patrné, Ze jestlize teCna v pevném bodé P
svird s osou x thel o a te¢na v Q thel o + Ac, pak i thel
zminénych kolmic v jejich priseciku bude Aw. Oznacime-li
polomér nasi kruZnice p, pak délka oblouku kruZnice mezi
body P a Q bude pAc. Jestlize budeme limitné pfibliZovat
bod Q k pevnému bodu P, bude se zaroven délka oblouku
kruznice blizit délce s studované kiivky, tj. grafu funkce f(x),
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a kruZnice limitné piejde do kruznice Cp. Dostavame tedy
pro limitni polomér p kruznice Cp zdkladni vztah

. As ds
p= lim — = —.
Aa—0 Ao da
Krivost grafu funkce f v bodé P definujeme jako ¢éislo 1/p.
Nulova kfivost tedy odpovidd nekonec¢nému poloméru p.

Pro vypocet poloméru p potfebujeme umét vyjadrit délku
oblouku s pomoci zmény thlu « a derivaci této funkce pak
vyjadfit pomoci derivaci funkce f.

Vsimnéme si jiz ted, Ze pfi rostoucim thlu 6 miize délka
oblouku bud'také rist nebo klesat, podle toho, jestli ma kru-
Znice Cy stfed nad nebo pod grafem funkce f.Znaménko
p nam tedy odrazi, zda je funkce konkavni nebo konvexni.
Je tfeba také pomyslet na zvlaStni pfipad, kdy stfed limitné
Lutece* do nekonecna, tj. misto kruZnice limitné dostaneme
pfimku a to opét tecnu.

Evidentn€ nemdme pfimy ndstroj na vycisleni derivace
5—2. Vime vsak, Ze tgo = df/dx a derivovanim této rovnosti
podle x dostaneme (s vyuzitim pravidla pro derivaci sloZzenych
funkci)

1 dﬁ — f//.
(cosar)? dx
Na levé strané mizeme dosadit m =1+ (ga) =1+

(f")? a proto plati také (viz pravidlo pro derivovani inverzni
funkce)

dx 1+ (ga)? 1+ (f)?

E = f// = f// :
To uZ jsme ale skoro hotovi, protoZe pfirtstek délky oblouku
s v zdvislosti na proménné x je dan vztahem

CLS_ N2y1/2
dx—(1+(f))

a tedy miiZzeme jizZ snadno spocist podle pravidla pro derivo-
van{ sloZené funkce

_ds _dsdx _ (14 (PP

P=4a " dxda Iz

Nyni jiZ mliZeme vyc¢ist vztah kfivosti a druhé derivace:
Citatel naseho zlomku je, nezdvisle na hodnoté prvni derivace,
vzdy kladny. Je roven tfeti mocniné velikosti te¢ného vektoru
ke studované kiivce. Znaménko kfivosti tedy je ddno jen zna-
ménkem druhé derivace, coZ jen znovu potvrzuje nasi dvahu
o konkdvnich a konvexnich bodech funkci. V piipadé, Ze je
druh4 derivace nulova, dostaneme i kiivost nulovou.

KruZnici, pomocf které jsme kiivost definovali nazyvame
oskulacni kruznici.

Zkuste si spocist kiivost jednoduchych funkci sami a
vyuzijte oskulaéni kruznice pti nacértech jejich grafi. Nej-
jednodussi je vypocet v kritickych bodech funkce f — v
téch dostdvame polomér oskula¢ni kruznice jako reciprokou
hodnotu druhé derivace opatienou znaménkem.
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6.14. Vektorovy diferencialni pocet v roviné a v prostoru.
Jak jsme zminili hned v dvodu k paté kapitole,
s pronase tvahy o derivovani bylo vesmés pod-
.' statné, Ze jsme zkoumali funkce definované na
q 777 ' redlnych Cislech a Ze jejich hodnoty 1ze mezi
schamidCitat a Ize je ndsobit redlnymi &isly. Tj., potfebujeme,
aby nase funkce f : R — V mély hodnoty ve vektorovém
prostoru V. Budeme jim pro odliSeni fikat vektorové funkce.
Nyni se budeme podrobnéji vénovat zobrazenim f :
R — R?>a f : R — R3. Hovoffme o (parametrizovanych)
ktivkach v roviné€ a v prostoru. Obdobné bychom mohli pra-
covat s hodnotami v R” pro jakoukoliv kone¢nou dimenzi
n.

Pro zjednoduseni budeme pracovat v pevnych standard-
nich bazich ¢; v R? a R?, takZe nase ki'ivky budou dény dvoji-
cemi, resp. trojicemi obyc¢ejnych redlnych funkci jedné redlné
proménné. Vektorova funkce r v roving, resp. v prostoru, je
tedy ddna

r(t) = x()e; + y(t)ey, r(t) =x()er + y(t)es +z(t)es.

Derivace takové vektorové funkce je opét vektor, ktery
pfibliZuje zobrazeni r pomoci linerdniho zobrazen{ piimky
do roviny ¢i prostoru. V roviné je to tedy
dr(t)
dt

a podobné v prostoru. V tomto kontextu je také tifeba vnimat
diferencidl vektorové funkce:

dx dy dz
dr = | —e + —ex + 563 dt

_dx dy
(1) = Z(t)el + E(l)ez

dt dt

kde vyraz na pravé strané chdpeme tak, Ze se pfirtstek skaldrn{
nezdvisle proménné ¢ linearné zobrazi pomoci vynasoben{
vektoru derivace a tim dostaneme piislusny priristek vekto-
rové veliciny r.

JestliZe vektor r(¢) pfedstavuje parametrizaci kfivky, pak
jeho derivace je vektorem rychlosti takto zadané drahy. Spe-
cidlni ptipad vektoru r(t) = te; + f(t)e, zaddvajiciho graf
funkce f jsme zkoumali v minulém odstavci. Druha derivace
pak predstavuje zrychleni takto zadaného pohybu. VSimnéme
si, Ze samoziejmé zrychleni nemusi byt kolinedrni s rych-
losti. V pripadé grafu funkce je dokonce zrychleni kolinedrn{
s rychlosti pouze v bodech, kde je f” nulovd, coz odpovida
predstavé, Ze kolinedrni miZe zrychleni byt pouze, kdyz je
kfivost grafu nulova.

6.15. Diferencovani slozenych zobrazeni. V linearni al-
1. gebre a geometrii jsou velice uzitecnd zobrazent, kte-
f:@ rym fikdme formy. Jako argumenty maji jeden nebo
k:,}l’: vice vektorti a v kazdém ze svych argumentt jsou line-
T 4rni. Zadavame tak velikost vektord (skaldrnf soudin
je symetrickd bilinedrni forma) nebo objem rovnobéZnosténil
(to je n-linedrni antisymetricka forma, kde n je dimenze pro-
storu), viz napt. odstavce 2.44 a 4.20.
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Do téchto operaci samoziejmé miiZzeme dosazovat vektory
r(t) z4visejici na parametru. Pfimocarou aplikaci Leibnitzova

Xy

pravidla pro derivaci soucinu funkci ovéfime ndsledujici

Véta. (1) Je-li r(t) : R — R”" diferencovatelny vektor a
W : R" — R™ linedrni zobrazeni, pak pro derivaci zobrazent

W o r plati
d(Wor) dr
— =V

= o —.
dt dt
(2) Uvazujme diferencovatelné vektory ry, ..., ry : R —
R" a je k-linerani formu ® : R" x ...xR" na pro-

storu R". Pak pro derivaci sloZeného zobrazeni ¢(t) =
Dri(t), ..., (1)) plati
Zf(f = @(%,rg,...,rk)+~--+<I>(r1,...,rk,1,j).
(3) Predchozi tvrzeni ziistava bezezbytku v platnosti i
pokud ® je samo vektorové hodnotové (a také linedrni ve
vSech k argumentech).

d}"k

Dtkaz. (1) V linedrni algebfe se ukazuje, Ze linedrni
zobrazeni jsou ddna konstantni matici skaldrti A = (g;;) tak,

Ze
Wor() = (Z anri(6), ..., Zam,-r,-(t)).
i=1

i=1

Derivaci nyni provadime po jednotlivych soufadnicich vy-
sledku. Vime ale, Ze derivace se chova linedrné vici skalar-
nim linedrnim kombinacim, viz Véta 5.32. Proto skutecné
dostaneme derivaci W o r(¢) prostym vycislenim pivodniho
linedrniho zobrazeni W na derivaci r’(¢).

(2) Zcela obdobné dostatneme i druhé tvrzeni. V soufad-
nicich rozepiSeme vycisleni k—linedrni formy na vektorech ry,
..., I, takto

Qri(1), ..., r(1)) = Z Biy iy - (r)iy (1) - (r)p (1)

[T ir=1

kde skaldry B;, ;, jsou pro kazdou volbu indexi ddny jako
hodnota dané formy ®(e;,, ..., ¢;) na zvolené k—tici bazo-
vych vektort. Pravidlo pro derivaci sou¢inu skaldrnich funkci
nam dé praveé dokazované tvrzeni.

(3) Pokud ma ® vektorové hodnoty, je zaddno konec¢né
mnoha komponentami a miZzeme pouZit pfedchoz{ dvahu na
kaZdou z nich. O

Na euklidovském prostoru R? mame kromé skaldrniho
soucinu, ktery dvéma vektortim ptifadi skaldr, také vektorovy
soucin, ktery dvéma vektorim u a v pifadi vektor u x v € IR3,
viz 4.22.. Tento vektor u x v je kolmy na oba vektory u a v,
m4 velikost rovnou obsahu rovnobéznika ur¢eného vektory u
a v (v tomto poradi) a orientaci takovou, trojice u, v, u X v
byla kladné orientovanou b4zi.

Z predchozi véty okamzité vyplyvaji uZite¢nd tvrzeni:

Disledek. V prostoru R? uvazme vektory u(t) a v(t). Pro de-
rivace jejich skaldrniho soucin (u(t), v(t)) a vektorovy soucin
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u(t) x v(t) plati
d
(6.1) E(u(t), v(t)) = (' (1), v(®)) + (u(), V(1))

6.2) %(u(z) x (1)) = u'(t) x v(t) + u(t) x v'(t)

6.16. Krivost kiivek. Nyni mame daleko mocnéjsi ndstroje
nez kdyz jsme diskutovali kiivost grafi funkci.

Podivejme se obecné na kiivky r(¢) v pro-

= ~ storu a piedpoklddejme, Ze jsou parametrizo-
véany tak, aby jejich te¢ny vektor mél stdle velikost jedna,
tj. (r'(t), r'(¢)) = 1 pro viechna ¢. Rikdme, Ze je k¥ivka r (r)
parametrizovana délkou. Dals{ derivaci tohoto jednotkového
vektoru r’(7) dostaneme vektor r”(z), pro ktery spoéteme (vy-
uzivdme symetrie skaldrniho souc¢inu)

0= %(r/(r), r(®) =2(" (). r'(®)

a je tedy vektor zrychleni r” (¢) vZdy kolmy na vektor rychlosti.
To odpovida ptedstave, Ze volbou parametrizace s konstantni
velikosti rychlosti, nemtize byt zrychleni ve sméru pohybu
znatelné, musi tedy celé zrychleni byt v roviné kolmé k vek-
toru rychlosti. Pokud je druhd derivace nenulovd, normovany
vektor

n(t) = (1)

-
lr" ()1l
nazyvame hlavni normdlou ktivky r(t). Skaldrni funkce « (¢)
spliiujici (v bodech, kde je r”(1) # 0)

r’(t) = k()n(t)

se nazyva krivost krivky r(t). V nulovych bodech druhé deri-
vace definujeme « (¢) také nulovou hodnotou.

V nenulovych bodech kiivosti je dobie definovan jednot-
kovy vektor b(t) = r'(t) x n(t), ktery nazyvame binormdla
krivky r(t). Piimym vypoctem dostavdme

d
0= (b0, r(0) = (b'(0), ' (1)) + (b(0), r"(©)
= ('), r' (1)) + k() (b(1), n(1)) = V'), r' (1)),

coz ukazuje, Ze je te¢ny vektor k binormadle kolmy jak na b(z),
tak na r’(¢). Musi tedy byt ndsobkem vektoru hlavni normaly.
PiSeme

b'(t) = —t(t)n(t)
a skaldrni funkci t(¢) nazyvame forze krivky r(t).
Jesté jsme nespocetli rychlost zmény hlavni normaly, kte-
rou miZeme také psat jako n(r) = b(t) x r'(t).
n'(t) =b'(t) x r'(t) + k()b(t) x n(t)
= —t(On(t) x r'({t) + k(O (=r' (1)) = T (1)b(1) — k ()r' (7).
Postupné jsme pro vSechny body s nenulovou druhou deri-

vaci kiivky r(¢) parametrizované délkou oblouku odvodili vy-
zna¢nou bazi (r'(1), n(t), b(r)), které se v klasické literatuie
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tikd Frenetiiv reper a zaroven jsme v této bazi vyjadrili deri-
vace jejich komponent formou tzv. Frenetovych—Serretovych

iﬂ(t)_ Hn () dl(t)— (Ob(t) — k(O)r' (1)
¥r =k (t)n(t), ' =T Kk(t)r

db
E(Z) = —t(H)n(1).

Vsimnéme si, Ze pokud kiivka r(t) leZi stdle v jedné ro-
ving, pak je jeji torze identicky nulovou funkci. Ve skutecnosti
plati i obrdcené tvrzent, které tu nebudeme dokazovat, vyplyva
ale z nésledujiciho klasického vysledku geometrické teorie

Dvé kiivky v prostoru parametrizované délkou oblouku
Ize jednu na druhou zobrazit pomoci euklidovské transfor-
mace pravé, kdyz jejich funkce kiivosti a torze splyvaji, az na
konstatni posuv parametru. Navic, pro kaZdou volbu hladkych
funkci k a T existuje hladka kiivka s témito prametry.

Tento vysledek tu nebudeme dokazovat, zdjemce mtze
podrobny vyklad nalézt v [?].

Pfimym vypoctem miZeme zkontrolovat, Ze kiivost grafu
funkce f vroviné a kiivost « této ki'ivky zavedené v tomto od-
stavei splyvaji. Skutecné, vypoctem derivace slozené funkce
s pomoci diferencidlu délku oblouky pro graf funkce ve tvaru
dt = (14 (f)>dx, tj. dx = (1 + (f")*>)~/2dt dostaneme
pro nés jednotkovy te¢ny vektor grafu kfivky vztah

P = (1+ DTV A+ (D7)

a pomérné neprehlednym, ale obdobnym vypoctem druhé
derivace a jeji velikosti skutecné obdrzime

= r"1* = (A + (FHH

6.17. Aproximace derivaci a asymptotické odhady. Hned

il
e,
= textu budeme obdobné rekonstruovat funkci f

z jejich derivaci, tj. okamzitych zmén. Predtim se ale poza-
stavme u souvislosti derivaci a diferenci. Kli¢em ndm k tomu
bude Taylorova véta.

Predpoklddejme, Ze z (dostateéné) diferencovatelné
funkce f(x), definované na intervalu [a, b], zndme hodnoty
fi = f(x;) vbodech xo = a, xy,...,x, = b, pficemZ pro
vSechny indexy i = 1,...,n plati x;, — x;_; = h > 0 pro
néjakou konstantu 4. Tayloriv rozvoj pro funkci f v bodé x;
piSme ve tvaru

na zacdtku této ucebnice jsme v odstavcich
1.3, 1.9 a ddle diskutovali, jak zaddvat hodnotu

N7 X4

funkce pomoci zmén, tj. diferenci. V dalsf ¢4sti

h? 3
FOith) = fi £hf )+ = fx0) £ ;f‘”(x,«) +...

Vime, Ze kdyZ v rozvoji skon¢ime ¢lenem fadu k v &, tj. vyra-
zem obsahujim /¥, pak se dopustime chyby, kter je omezend
kazdym odhadem vyrazu

hk“ (k+1)
ol @
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(2
‘f‘i =

Hvotime o diferenci druhého vddu a stejné jako u stfedové
prvni diference je asymptoticky odhad chyby o jeden fad lepsi,
nez bychom na prvni pohled ¢ekali:

na intervalu [x; — h, x; + h]. Pokud je i (k + 1)—va derivace
f spojitd, miiZeme ji odhadnout konstantou. Vidime pak, Ze
se pro mald 4 chovd Tayloriiv polynom stupné k stejné jako
h**1. a7 na konstantni ndsobek. Takovému odhadu se fikd
asymptoticky odhad.

Definice. Rekneme, 7e vyraz G (h) je pro h — 0 asympto-
ticky stejny s vyrazem F(h) a piSeme G(h) = O(F(h)),
jestlize existuje konec¢na limita

G(h)

fim — =aelR.

Oznac¢me si hledané odhady hodnot derivaci f(x) v bo-
dech x; jako f,.(/ ). Pro odhady prvni derivaci miiZeme oka-
mzité pouzit tfi rizné diference spoctené z Taylorova rozvoje:

L f 2
£ = fz+12hﬁ4 B h—‘f@(x,») _
fi(l) fl+lh fl h’ f”(-xi) T
fi(l) fl fl +%f”(xi)+-~-

kde jsme prosté jen odeceth pfislusné Taylorovy polynomy.
Ziskdvame tak numericka vyjadieni pro prvni derivaci. Prvn{
z nich md asymptoticky odhad chyby

o= f’*‘_f’ L+ o),

dalsi dvé maji chybu O(h). Rikdme jim stfedovd diference,
dopredna diference a zpétna diference. Kupodivu je sttedova
diference o fad lepsi nez zbylé dvé.

Stejné miZeme postupovat pii odhadu druhé derivace.

Nejjednodussi kombinace Taylorovych polynomt, ze které
ndm pajde spocist f”(x;) je (potiebujeme vyrusit prvni deri-
vace i hodnotu v x;, podafi se pfitom pifmo zruSit i vSechny
liché derivace)

fiv1 = 2fi + fin

h? 4)
P + g+

-7 + 0.

(2)
.f;. =

2. Integrovani

6.18. Newtoniv integrdl. Nyni se budeme zajimat o

> opacny postup nez tomu bylo u derivovani.
© Budeme chtit ze znalosti okamzitych zmén
néjaké funkce rekonstruovat jeji skute¢né

JestliZze danou funkci f(x) povaZujeme za derivaci ne-
znamé funkce F(x), pak na tGrovni diferencidli miZeme psat

dF = f(x)dx.
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Funkci F nazyvdme antiderivace nebo neurcity integrdl
funkce f a tradi¢né piSeme

F(x) = /f(x)dx,

Lemma. Antiderivace F(x) funkce f(x) je na kaZdém inter-
valu [a, b] urcena jednoznacné aZ na konstantu.

Dtkaz. Skutecné, pokud je F'(x) = G'(x) = f(x) na
celém intervalu [a, b], pak TaylorGv rozvoj prvniho fadu se
zbytkem pro funkci /' — G v bodé a ddva

F(x) = G(x) = F(a) — G(a) + (f(c) — f(©)(x —a)
= F(a) — G(a)

pro jisté ¢ € [a, x] a to pro vSechna x z né¢jakého okoli bodu
a. Pokud by ale xo < b bylo supremem vSech hodnot x, pro
které tento vztah jesté plati, opétovnou volbou tohoto bodu za
a dosdhneme rozsifeni tohoto vztahu i napravo od néj. Musi
tedy platit na celém intervalu. (]

Predchozi lemma nds vede k tomu, Ze neurcity integral
obvykle zapisujeme ve tvaru

F(x) =/f(x)dx+C

s nezndmou konstantou C.

Hodnotu f(x) miZeme také povazovat za okamzity
ptirdstek plochy vymezené grafem funkce f a osou x a snazit
se najit velikost této plochy mezi krajnimi hodnotami a a b
néjakého intervalu. Zkusme tuto pfedstavu dit do souvislosti
s neurcitym integralem. Pfedpoklddejme tedy, Ze na intervalu
[a, b] zname redlnou funkci a jeji neurcity integrdl F(x), tj.
F'(x) = f(x).

Jestlize rozdélime interval [a, b] na n ¢asti volbou bodi
a=xg<x<--<x,=b
a pribliZime hodnoty derivaci v bodech x; vyrazy
F(xip1) — F(x)

fxi) >~

dostavame souctem pies vSechny intervaly naseho déleni od-
had hledané velikosti plochy:

n—1 n—1

F(xi11) — F(x;
Zf(x,-) . (.X,'_H —X,') ~ ZM . (-xi+l —X,‘)

i=0 T

= F(b) — F(a)
Da se tedy ocekdvat, Ze pro ,,dostatecné pékné* funkce f(x)
velikost plochy vymezené grafem funkce a osou x skutecné

spocteme jako rozdil hodnot antiderivace v krajnich bodech
intervalu. Tomuto postupu se fikd Newtoniiv integrdl. Piseme

b
/ f)dx = [F(x)]% = F(b) — F(a).

V pripadé komplexni funkce f je redlnd a imagindrni
¢ast jejiho neurcitého integrilu jednoznacné ddna redlnou a
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imagindrni ¢asti f, budeme proto v dal$im pracovat vyhradné
s redlnymi funkcemi.

6.19. Integrace ,,po paméti. Jesté€ nez si udélame jasno,
= jak Newtonlv integral skuteéné souvisi
s velikosti plochy a jak jej pfipadné lze
pouzivat pro modelovani praktickych pro-
blemu ukazeme nékolik postuptl, jak Newtonlv integral
spocitat. Budeme pfitom vyuZivat jen naSe znalosti o deriva-
cich.

Nejsnadnéjsi je piipad, kdy v integrované funkci umime
derivaci pfimo uvidét. K tomu v jednoduchych ptipadech staci
Cist tabulky pro derivace funkci v nasem zvéfinci naopak.
Dostdavame tak napf. ndsledujici tvrzeni pro vSechnaa € R a
nes,n#-—1

/adx:ax—l—C
n a n 1

/ax dxszrl e
/e‘”‘ dx:%e‘”—i—C

a
/fdxzalnx—FC

X
/a cos(bx)dx = 3 sin(bx) + C

/a sin(bx) dx = —% cos(bx) + C

/ acos(bx) sin” (bx) dx =yt sin™* (bx) + C

/a sin(bx) cos”" (bx) dx = os"H(bx) + C

—__a
b(n+1)

/ atg(bx)dx = —% In(cos(bx)) + C

a X
/mdx = arctg (E) +C

/ \/ﬁ dx = arccos (£) 4+ C
1

| ==
Ve vsech piipadech je zapotfebi dobie promyslet defini¢ni
obor, na kterém je neurcity integrdl dobfe definovan.

K takovymto tabulkovym pravidlim pro integraci lze
relativné snadno dodévat dalsi pravidla jednoduchymi pozo-
rovanimi vhodné struktury integrovanych funkci. Napf.

/
™,
J(x)
pro vSechny spojité diferencovatelné funkce f na intervalech,
kde jsou nenulové. Samoziejme také z pravidel pro derivaci
souctu diferencovatelnych funkci a konstantnich ndsobkd di-

ferencovatelnych funkeci je zfejmé Ze obdobna pravidla plati
neurcity integral také.

dx = arcsin (tf) +C
a

=Inf(x)+C
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6.20. Integrace per partes. Vypocet integrdlu pomoci anti-

derivace (neurcitého integralu), spolu s pravidlem
(F-G)@)=F@)-Gt)+ F@)-G'(t)

pro derivaci soucinu funkci, ddva ndsledujici formuli pro

neurcity integral

F(x)-G(x)—i—C:/F/(x)G(x)dx—i—/F(x)G’(x)dx.

Tato formule se vétSinou pouZziva v piipadé, Ze jeden z inte-
gralti napravo mdme pocitat, zatimco druhy umime pocitat
1épe.

Nejlépe je princip vidét na piikladu. Spocteme

1 :/xsinxdx.

V tomto piipadé pomiize volba F(x) = x, G'(x) = sinx.
Odtud G(x) = — cos x a proto také

I = —xcosx —/ —cosxdx = —xcosx +sinx + C.
Obvyklym trikem je také pouZit tento postup s F'(x) = 1:

1
/lnxdx :/andx :xlnx—/ —xdx =xInx—x+C.
X

NN

6.21. Integrace pomoci substituce. Dalsi uzitecny postup
je odvozen z derivovani sloZzenych funkci. Jestlize

F'(y) = f, y =),
pro diferencovatelnou funkci ¢ s nenulovou derivaci, potom

dF(p(x))
dx
atedy F(y) + C = [ f(y)dy lze spocist jako

=F'() ¢

Flp(x))+C = /f((ﬂ(X))w'(X)dX-

Dosazenim x = ¢~ !(y) pak dostaneme piivodné poZzadova-
nou antiderivaci. Castéji zapisujeme tuto skutecnost takto:

/ FO)dy = / Flo()' () dx

a hovofime o substituci za proménnou y. Pfimo na drovni
diferencidli je mozné substituci porozumét snadno tak, Ze
(linearizované) piirdstky v proménné y a v x jsou vzdjemné
ve vztahu popsaném formalné

dy = ¢'(x)dx,
coz odpovida vztahu mezi integrovanymi veli¢inami
FMdy = fe(x)e'(x)dx.

Jako priklad ovéfime touto metodou predposledni integral
v seznamu v 6.20. Pro integral

1
| = | ———dx
/\/l—x2
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zvolime substituci x = sinz. Odtud dx = cost dt a dosta-
vame

1
Iz/i
V1 —sin’t

:/dt:l—I—C.

Zpétnym dosazenim ¢ = acrsin x dopo¢itdme jiZ zndmy vzo-
rec I = arcsinx + C.

P1i substitucich je tfeba dit pozor na skute¢nou existenci
inverzni funkce k y = ¢(x) a pfi vypoctu ur¢itého integralu
je tieba fadné pfepocitavat i meze. Problémim s defini¢nimi
obory inverznich funkei se 1ze nékdy vyhnout rozdélenim
integrace na nékolik intervald.

costdt costdt

1
_/ v/ cos? t

6.22. Integrace prevedenim na rekurence. Casto vede

../ pouZiti substituci a metody per partes k rekurentnim
‘M’@ vztahlim, ze kterych teprve lze dopocist hledané
A * A, integraly. Budeme ilustrovat na piikladu. Metodou

1T per partes pocitdme

~

I, = /cos’" xdx = /cos"’_l x cosxdx
=cos" ! xsinx — (m — 1) /cos’"’zx(— sin x) sinx dx
=cos" ' xsinx 4+ (m — 1) / cos” 2 x sin” x dx.

Odtud diky vztahu sin®> x = 1 — cos? x dostdvame

"=l xsinx + (m — DI

ml,, = cos
a pocdtecni hodnoty jsou
Iy = x, I|=sinx.
K témto typim integrald se substituci x = tgt Casto
prevadi integrély, kde integrovand funkce zavisi na vyrazech
tvaru (x2 + 1). Skute¢né, nap¥. pro

J—/ dx
RV ARCCESL

dostdvame zminénou substituci (povSimnéme si, Ze dx =
cos~2tdt)

Ji =/Lk :/coszk’ztdl.
cos? t (% + 1)
Pro k = 2 je vysledkem
J = 1(costsint +1) = l (i +t)
2 2 \1+tg?t

a proto také po zpétné substituci r = arctg x

1 X
J = 5(1+x2 +arctgx) + C.

Pri pocitan{ urcitych integrald je mozné celou rekurenci
rovnou pocitat po vycisleni v zadanych mezich. Tak napiiklad

247



6.

16

KAPITOLA 6. DIFERENCIALNI A INTEGRALNI POCET

je okamzité videt, Ze pfi integraci pres interval [0, 277 ] maji
naSe integrdly hodnoty:

21
Iy =/ dx = [x]§" =
0

2
I, =/ cosx dx = [sinx](z)” =0
0

2 2
0 ro suda
L, =/ cos" xdx =14, P . /m .
0 Iy prolichdm

Pro sudé m = 2n tedy dostdvame pfimo vysledek
2w
o 2n—-1)2n—-3)...3-1
dx = 27,
/0 cosTxax mn—-2..2

zatimco u lichych m je to vZdy nula (jak bylo moZné pfimo
uhddnout z grafu funkce cos x).

6.23. Integrace racionalnich funkci lomenych. U racio-

ndlnich funkci lomenych si miZeme pfi inte-

graci pomoci nékolika zjednodusenimi. Zejména

" v pripadg, Ze je stupeti polynomu f v Citateli v&tsi

2 nebo roven stupni polynomu g ve jmenovateli, je

rozumné hned z kraje délenim se zbytkem, viz odstavec 5.2,

prevést integraci na soucet dvou integrald. Prvni pak bude

integraci polynomu a druhy integraci vyrazu f/g se stupném
g ostie véts§im, neZ je stupen f.

Toho skute¢né dosdhneme prostym vydélenim polynomu:

h
f=q-g+h, I=q+7.
8 8

Miizeme tedy zrovna pfedpoklddat, Ze stupeni g je ostie
vétsi nez stupen f. Dalsi postup si ukaZme na jednoduchém
prikladé. Zkusme si rozebrat, jak se dostaneme k vysledku

fO _ 2 26
g(x)  x24+3x+2 x+1 x+4+2

ktery jiz umime integrovat pifmo:

4x 42

Predevs§im pfevedenim souctu zlomki na spole¢ného jmeno-

vatele tuto rovnost snadno ovéiime. Pokud naopak vime, Ze
1ze nés vyraz rozepsat ve tvaru

+2 A n B
X243 x4+2 x+1 x+2
a jde ndm pouze o vypocet koeficientli A a B. Mtizeme pro
né ziskat rovnice pomoci rozndsobeni obou stran polynomem
x? 4 3x + 2 ze jmenovatele a porovnanim koeficientt u jed-
notlivych mocnin x ve vyslednych polynomech napravo i
nalevo:

4x+2 = Ax+2)+B(x+1) = 24+B =2, A+B = 4.

Odtud jiz pfimo vychaz{ na¥ rozklad. Rikd se mu rozklad na
parcialni zlomky.
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Tento elementdrni postup lze snadno zobecnit. Jde o Cisté
algebraickou tvahu opirajici se o vlastnosti polynomt, ke
kterym se budeme vracet v kapitole ??.

Predpoklddejme, Ze jmenovatel g(x) a Citatel f(x) nesdili
74dné redlné ani komplexni kofeny a Ze g(x) ma pravé n
rtznych redlnych kofenti a1, . .., a,. Pak jsou body ay, .. .a,
pravé vSechny body nespojitosti funkce f(x)/g(x).

Pro zjednoduseni dvahy nejprve piSme g(x) jako soucin

g(x) = px)gq(x)
dvou nesoudé€lnych polynomt. Diky Bezoutové identité (viz
??), kterd je disledkem obycejného déleni polynomi se zbyt-
kem, existuji polynomy a(x) a b(x) se stupni ostie ménsimi
nez je stupen g takové, Ze
a(x)p(x) +b(x)q(x) = 1.
Vyndsobenim této rovnosti podilem f(x)/g(x) dostdvime
f0) _at) | b
gx)  qx)  p)
Predpokladejme nyni, Ze nd§ polynom g(x) nemad jiné nez
redlné kofeny, ma tedy jednoznac¢ny rozklad na faktory (x —
a;)", kde n; jsou ndsobnosti kofend a;,i = 1, ..., k. Postup-
nym pouZzitim pfedchoziho postupu s nesoudélnymi polynomy
p(x) a g(x) dostaneme vyjadfeni f(x)/g(x) pomoci souctu
zlomk ve tvaru
ri(x) o ri(x)
(x —anm (x —ap)™’

kde stupné polynomt r;(x) jsou ostie mensi neZ stupné v
jmenovatelich. Kazdy z nich ale jde velmi snadno rozepsat
jako soucet
rix) A Az n Ay
(x—a) x—a (x—a)? x —a)y’

kdyZ za¢neme od nejvy$sich mocnin v polynomu r(x) a po-
stupné pocitdime A, A,, ... vhodnym dopliiovdnim a odebi-
ranim scitanci v Citateli. Napf.

5x — 16 x—=2 1 5 6

(x—22 (x—2)2_6(x—2)2_x—2+(x—2)2'

RS

Zbyva osettit jesté piipad, kdy redlnych kofent neni do-
statek. VZdycky ale existuje rozklad g (x) na linedrn{ faktory s
piipadnymi komplexnimi koteny. Opakovéani pfedchozi Gvahy
pro komplexni polynomy ndm d4 tentyZ vysledek, pokud
ale pfedem vime, Ze koeficienty polynomt jsou redlné, bu-
dou komplexni kofeny v naSich vyrazech vystupovat vzdy po
dvojicich komplexné sdruZenych kofenti. MiZzeme proto rov-
nou pracovat s kvadratickymi faktory ve tvaru souctu ¢tvercii
(x — a)® + b* a jejich mocnin. Nase piedchozi dvaha opét
dobfe funguje a zarucuje, Ze bude mozné hledat prislusné
s¢itance ve tvaru

Bx +C
((x —a)? + b2’
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Obdobné jako v piipadé redlnych kofent se tedy i v ptipadé
mocniny ((x — a)? + b?)" takového kvadratického (neroz-
lozitelného) faktoru vzdy podaii najit odpovidajici rozklad na
parcidlni zlomky tvaru
Aix + By A.x + B,
+- .

(x —a)* + b? ((x —a)* +b2)"
Konkrétni vysledky lze také snadno ozkouset v Maplu pomoci
voldn{ procedury ,.convert(h, parfrac, x)*, které rozloZ{ vyraz
h polynomidlné zdvisly na proménné x na parcidlni zlomky.

Vsechny vySe uvedené parcidlni zlomky uz umime in-
tegrovat. Pfipoménime, Ze ty posledni zminéné vedou mimo
jiné na integrély diskutované v Pfikladé 6.22.

Celkové muazeme shrnout, Ze raciondlni funkce
f(x)/g(x) lze pomérné snadno integrovat, pokud se podafi
najit prislusny rozklad polynomu ve jmenovateli g(x). Pfi
vypoctu Newtonovych integralii jsou ale problematické body
nespojitosti raciondlnich funkei lomenych, v jejichZ okoli
jsou tyto funkce neohranicené. Tomuto problému se budeme
obecné jesté vénovat pozdéji (viz odstavec 6.30 niZe).

6.24. Riemanniv integral. Myslenku pocitat integrél jako

/7 __. vyjadfeni plochy vymezené grafem funkce a
rﬁ,&& 7 osou x je tfeba zpresnit. To nyn{ uc¢inime a v
A% =z 78péti dokdZeme, Ze pro viechny spojité funkce
tato definice dava stejné vysledky jako Newtoniv integral.

Uvazme redlnou funkci f definovanou na intervalu [a, b]
a zvolme déleni tohoto intervalu spolu s vybérem reprezen-
tantd & jednotlivych &asti, tj. a = xp < x; < -+ <
X, = b a zaroven & € [x;_1,x;],i = 1,...,n. Nor-
mou déleni nazyvame ¢islo min;{x; — x;_}. Riemanniiv
soucet odpovidajici zvolenému déleni s reprezentanty E =
(x05 « s Xn; &1 ..., &) definujeme jako

Sz =D fE) (i —xi ).

i=1
Rekneme, Ze Riemanniiv integral funkce f naintervalu [a, b]
existuje, jestliZze pro kazdou posloupnost déleni s reprezen-
tanty (E;) s normou délenf jdouci k nule existuje limita

lim Sgk =S )

k— 00

jejiz hodnota navic nezavisi na volbé posloupnosti déleni a
reprezentantl. PiSeme v takovém piipadé

b
S:/ f(x)dx.

Tato definice nevypada pfili§ prakticky, nicméné ndm do-
voli snadno sformulovat a dokdzat nékteré jednoduché vlast-
nosti Riemannova integrélu:

Véta. (1) Je-li f omezend redlnd funkce definovand na redl-
ném intervalu [a, b] a ¢ € [a, b] néjaky vnitini bod, potom
integral fa b f(x)dx existuje tehdy a jen tehdy, kdyzZ existuji
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oba integraly f; f(x)dx a fcb f(x)dx. V takovém pripadé
pak také plati

b c b
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx.

(2)Jsou-li f a g dvé redlné funkce definované na intervalu
[a, b] ajestliZe existuji integraly fah f(x)dxa ff g(x)dx, pak
existuje také integral jejich souctu a plati

b b b
/ (00 + g())dx = / Fedx + / g(r)dx.

(3) Je-li f redlnd funkce definovand na intervalu [a, b],
C € R je konstanta a jestliZe existuje integral f: f(x)dx,
pak existuje také integral f: C - f(x)dx aplati

b b
/ C- fx)dx = C-/ fx)dx.

Dukaz. (1) Pfedpokladejme nejprve, Ze existuje integral
pres cely interval. Jist€ se 1ze pfi jeho vypoctu omezit na limity
Riemannovych souctd, jejichZ déleni maji bod ¢ mezi svymi
délicimi body. Kazdy takovy soucet dostaneme jako soucet
dvou dil¢ich Riemannovych soudtti. Pokud by tyto dil¢i soucty
v limit€ z4visely na zvolenych rozdélenich a reprezentantech,
pak by celkové soucty nemohly byt v limité na volbach nezé-
vislé (staci ponechat jednu posloupnost déleni podintervalu
stejnou a druhou ménit tak, aby se limita zménila).

Naopak, jestliZe existuji Riemannovy integrdly na obou
podintervalech, jsou libovolné presné aproximovatelné Rie-
mannovymi soucty a to navic nezdvisle na jejich volb&. Pokud
do libovolné posloupnosti Riemannovych soucti pies cely in-
terval [a, b] pfiddme v jejich délenich jeden délici bod ¢ navic,
zménime hodnotu celého souctu i Easteénych souctl pres inter-
valy patfici do [a, c] a [c, b] nejvySe o ndsobek normy déleni
a moznych rozdili omezené funkce f na celém [a, b]. To je
¢islo jdouct libovolné blizko k nule pfi zmenSujici se normé
déleni. Proto nutné i ¢dste¢né Riemannovy soucty nasi funkce
nutné konverguji k limitdm, jejichZ souctem je Riemanntiv
integrdl pres [a, b].

(2) V kazdém Riemannové souctu se soucet funkci projevi
jako soucet hodnot ve vybranych reprezentantech. Protoze
je ndsobeni redlnych ¢isel distributivni, vyplyva odtud praveé
dokazované tvrzeni.

(3) Stejnd tvaha jako v pfedchozim piipadé. O

Nasledujici vysledek je zcela zdsadni pro pochopeni
vztahu mezi integrdlem a derivaci:

6.25. Véta (Zakladni véta diferencidlniho poctu). Pro

kaZdou spojitou funkci f na konecném inter-

:3’ valu [a, b] existuje jeji Riemanniiv integral
-

\ fab f(x)dx. Navic je funkce F(t) zadand na
— intervalu [a, b] pomoci Riemannova integralu

F(1) =/ J(x)dx
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antiderivaci funkce f na tomto intervalu.

Cely dtikaz tohoto vyznamného tvrzeni bude ponékud
delsi. V prvnim kroku pro diikaz existence integralu pou-
Zijeme alternativni definici, ve které nahrazujeme vybér re-
prezentatt a prislusné hodnoty f(&;) pomoci suprem hodnot
f(x) v pfislusném podintervalu, resp. pomoci infim f(x)
tamtéz. Hovofime o hornich Riemannovych souctech, resp.
dolnich Riemannovych souctech (né€kdy je v literatufe tento
postup oznacovén jako Darbouxiiv integrdl).

6.26. Horni a dolni Riemanniiv integral. ProtoZe je nase
i1 funkce spojitd, je jist¢ i omezend na uzavieném inter-
‘:."_ valu a proto jsou vSechna vySe uvaZovand suprema

k‘,}l’: i infima kone¢nd. Je tedy horni Riemanniiv soucet
T 1 piislusny déleni E = (xo, . .., x,) zaddn vyrazem

n

Szap =D ( sup f(&) (i —xi1)
i1 Ni-1=E=xi
zatimco dolni Riemanniiv soucet je

n

Szt = D (inf )f(&) - (x —x; ).

o Xi—1<E=<x;
ProtoZe pro kazdé déleni E = (xo, ..., x,; &1, ..., &) plat
(63) SE,inf =< SE,& < SE.sup

a infima i suprema lze libovolné pfesné¢ aproximovat
skutecnymi hodnotami, lze tuSit, Ze bude Riemanntv
integral existovat prave, kdyz bude existovat pro libovolné
posloupnosti déleni s normou jdouci k nule limita hornich i
dolnich souctl a tyto si budou rovny. Dokazeme, Ze tomu tak
skute¢né musi byt pro v§echny omezené funkce:

Véta. Necht je funkce f omezend na uzavieném intervalu
la, b]. Pak

Ssup = ilngE,supv Sint = sup SE,inf
Jsou limity vSech posloupnosti hornich, resp. dolnich, souctii
s normou jdouci k nule.
Riemanniiv integral omezené funkce f pres interval [a, b]
existuje pravé, kdyZ Sgup = Sing-

Dtkaz. Pokud zjemnime néjaké rozdéleni E; na E;
pridanim dalsich bodd, zfejmé bude
Sz1,sup = SEy,sups Sg,inf < Sg,.int-
Kazda dvé déleni maji spolecné zjemnéni, jsou tedy hodnoty

Ssup = ingE,supv Sinf = SliP SE,inf
dobrymi kandiddty na limity hornich a dolnich soucti.
Skute¢né, pokud existuje spole¢nd limita hornich soucti S
nezdvisld na zvolené posloupnosti déleni, musi to byt praveé
Ssup> @ podobné pro dolni soucty.
Naopak, uvazme néjaké pevné zvolené déleni E s n
vnitfnimi délicimi body intervalu [a, b], a jiné déleni E;,
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jehoZ norma je hodné malé ¢islo §. Ve spole¢ném zjemnén{
85 bude jen n intervalti, které budou do souctu Sg, qp piispi-
vat pfipadné mens$im piispévkem neZ je tomu v E,. Protoze
je f omezend funkce na [a, b], bude kazdy z téchto pfispévki
ohraniceny univerzalni konstantou krdt norma délenf (tj. ma-
ximdln{ velikost pfislusného intervalu v déleni). Pfi zvolen{
dostate¢n¢ malého 6 tedy nebude vzddlenost Sg, sup 0d Squp
vice nez dvakrét vzddlenost Sz gup 0d Sgyp.

JestliZe nyni zvolime libovolnou posloupnost &y s hor-
nimi soucty, jejichZ limitou je Sg,p, pak pro pevné zvolené
€ > 0 najdeme vZdy k takové, Sz, sup, K > N bude k S,
bliZe nezZ o €. Pro ale umime podle predchozi tivahy najit §
tak, Ze pro vSechna déleni s normou mensi neZ 6 budememe
se souctem bliZe neZ o 2¢. Pravé jsme proto ukdzali, Ze pro li-
bovolné ¢islo € > 0 umime najit takové § > 0, Ze pro vSechna
déleni s normou nejvySe § bude |Sz qp — Sz| < €. To je
piesné tvrzent, Ze ¢islo Sgp je limitou vSech posloupnosti hor-
nich souétti s normami déleni jdoucimi k nule. Uplné& stejné
se dokdze i tvrzeni pro soucty dolni.

Pokud Riemanniv integrél neexistuje, existuji posloup-
nosti déleni a reprezentantti s riznymi limitami Riemanno-
vych souctd. Pak ovSem z jiz dokdzaného tvrzeni plyne, Ze
budou rtizné i limity hornich souctti a dolnich soucti. Nao-
pak, pfedpoklddejme, Ze Ssup = Sinr, pak ovSem i vSechny
Riemannovy soucty posloupnosti déleni musi mit tutéZ limitu
diky nerovnostem (6.3). O

6.27. Stejnomérna spojitost. Prozatim jsme ze spojitosti
o nadi funkce f vyuzili pouze to, Ze kazda takova
\ funkce je na kone¢ném uzavieném intervalu
———_=— ~ omezend. Zbyvd ndm ale ukdzat, Ze pro spojité
funkce je Saup = Sint-

Z definice spojitosti vime, Ze pro kazdy pevné zvoleny
bod x € [a, b] a kazdé okoli O, (f (x)) existuje okoli Os(x)
takové, Ze f(Os(x)) C O.(f(x)). Toto tvrzeni lze pirepsat
takto: jsou-li y, z € Os(x), tzn. mimo jiné plati

ly —zl <26,
jetaké f(y), f(z) € O(f(x)), tzn. mimo jiné plati
[f) — f@)] < 2e.

Budeme potfebovat globdlni variantu takové vlastnosti,
fikdme ji stejnomérnd spojitost funkce f:

Véta. Necht je f spojita funkce na uzavieném konecném
intervalu [a, b]. Pak pro kazdé cislo € > 0 existuje takové
cislo § > 0, Ze pro vSechny z, y € [a, b] spliiyjici |y —z| < §

plati | f(y) — f(2)| < e

Dtkaz. ProtoZe je kazdy kone¢ny uzavieny interval
kompaktni, umime jej cely pokryt kone¢né mnoha oko-
limi Oy, (x) zmifiovanymi v souvislosti se spojitosti vySe,
pfi¢emz jejich polomér & (x) zdvisi na stiedu x zatimco ¢isla
€ budeme uvazovat pordd stejnd. Zvolime kone¢né za § mini-
mum ze vSech (kone¢né mnoha) §(x). Nase spojitd funkce f
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tedy mé pozadovanou vlastnost (pouze zaménujeme Cisla € a
8 za jejich dvojndsobky). O

6.28. Dokonceni dikazu Véty 6.25. Nyni jiz snadno do-
koncime cely dikaz existence Riemannova in-
), tegralu. Zvolme si € a § jako v predchozi vété
" 0 stejnomé&rné spojitosti a uvazujme jakékoliv
déleni E s n intervaly a normou nejvys 8. Pak

n n

é L <E<x: ‘ —1=6=
i=1 i1 =E=x; i=1""

<Z| sup f(€) — inf_ f(€)] - (i —xi-)

—1=6=x;
<e- (b —a).

Vidime tedy, Ze se zmensujici se normou délenf jsou k sobé
horni a dolnf soucty libovolné blizké. Proto infima a suprema
splyvaji. To jsme potfebovali ukdzat.

Pro tplny dikaz zdkladn{ véty diferencidlniho poctu jesté
zbyva ovéfit tvrzeni o existenci antiderivace. Vime jiz, ze
pro spojitou funkci f na intervalu [a, b] existuje pro kazdé
t € [a, b] integrdl fat f(x)dx. Zvolme, stejné jako v tvrzeni o
stejnomérné spojitosti, k pevnému malému € > 0 ¢islo§ > 0
tak, aby

[f(x+Ax) — f)] <€

pro vSechna 0 < Ax < § na celém intervalu [a, b]. Rozdil de-
rivace nasi funkce F () a integrované funkce f (¢) je vyjadien
pomoci limity vyrazi

1 t+At t
Ar (/ fx)dx —/ f(t)dt) -1

pro At jdouci k nule. Pokud vSak volime 0 < Ar < §, pak
v absolutni hodnoté je tento vyraz odhadnut

1 t+At
= ( / f(x)dx) —F0

protoZe ve vyrazu nalevo miZeme libovolné pfesné nahra-
dit integrdl jeho Riemannovym souctem a ve scitancich
féE)(x —xi—1) s & € [t,t + At] v jakémkoliv Rieman-
nové souctu jsou f (&) vzdaleny od f(¢) nejvyse o velikost €
a tedy nahrazenim f () za vSechny f(&;) dostdvime nalevo
nulovy vyraz a dopoustime se chyby nejvyse €.

To ovSem znamend, Ze existuje v bodé ¢ derivace funkce
F(t) zprava a je rovna f (). Stejn€ dokdZeme vysledek pro
derivaci zleva a celd véta 6.25 je dokdzana.

<€,

6.29. Dulezité poznamky. (1) Véty 6.25 a 6.24 nam fikaji,
Ze integrdl je linedrn{ zobrazen{

/:C[a,b]—>]R

vektorového prostoru spojitych funkei na intervalu [a, b] do
redlnych Cisel. Je to tedy linedrni forma na prostoru Cla, b].

D sup fE) - —xi) =D inf @) (i —xi)
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(2) Dokazali jsme, Ze kazd4 spojita funkce je derivaci
néjaké funkce. Newtontiv a Riemanniv integral tedy jako
koncepty pro spojité funkce splyvaji. Riemanntv integral
spojitych funkei 1ze proto spocist pomoci rozdilu hodnot
F(b) — F(a) antiderivace F.

(3) V prvnim kroku dikazu véty 6.25 jsme dokazali
dulezité tvrzeni, Ze pro omezenou funkci f naintervalu [a, b]
vzdy existujf limity hornich souétd i dolnich souéti. Rik4 se
jim také horni Riemanniiv integrdl a dolni Riemanniiv inte-
gral. Takto lze pro omezené funkce ekvivalentné definovat i
Riemanntv integrdl (jak jsme kone¢né v dikazu i ¢inili).

(4) V dalsim kroku v diikazu jsme odvodili daleZitou
vlastnost spojitych funkci, které se ik stejnomeérnd spojitost
na uzavieném intervalu [a, b]. Zjevné je kazda stejnomérné
spojitd funkce také spojitd, naopak to ale na otevienych inter-
valech platit nemusi.

(5) UvaZme funkci f naintervalu [a, b], kterd je pouze
po castech spojitd. To znamend, Ze je spojitd ve vSech bodech
¢ € la, b] kromé koneéné mnoha bodii nespojitosti ¢;, a <
¢; < b. Vzhledem k aditivnosti integralu vici intervalu pies
ktery se integruje, viz 6.24(1), existuje podle posledni véty v
takovém piipad¢ integral

F(t):/ f(x)dx

pro vSechna ¢t € [a, b] a derivace funkce F(¢) existuje ve
vSech bodech 7, ve kterych je f spojitd. Navic se snadno oveéid,
Ze ve zbyvajicich bodech je funkce F () spojitd, je to tedy
spojitd funkce na celém intervalu [a, b]. Pti vypoctu integralu
pomoci antiderivaci je zapotiebi volit jeji jednotlivé ¢4sti tak,
aby na sebe navazovaly. Pak bude i cely integrdl vycislen jako
rozdil funkce F () v krajnich hodnotach.

6.30. Nevlastni a nekonecné integraly. Napf. pti diskusi in-
& tegrace raciondlnich lomenych funkci jsme vidé€li,
@f:'{ Ze obcas bychom rddi pracovali s urcitymi inte-
R P v . sy . .
270 graly pres intervaly, v nichZ jsou i body, kde inte-
Z¥u _ wd grovand funkce f(x) md nevlastni (jednostranné)
limity. V takovém piipadé neni integrovand funkce ani spo-
jitd ani omezend a proto pro ni nemusi platit ndmi odvozené
vysledky. Hovofime o ,,nevlastnim integralu®.
Jednoduchym vychodiskem je diskutovat v takovém
piipad€ urcité integrdly na mensSich intervalech s hranic{
bliZici se problematickému bodu a zkoumat, zda existuje li-
mitni hodnota takovychto urcitych integrali. Pokud existuje,
fekneme, Ze prisluSny nevlastni integrdl existuje a je roven
této limité. Uvedeme postup na jednoduchém piikladé:

2 dx
0o J2—x

je nevlastni integrdl, protoZe uvedend integrovand funkce
f(x) = (2 —x)""* ma v bodé b = 2 limitu zleva rovnou oo.
V ostatnich bodech je integrovand funkce spojitd. Zajimdame

I =
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se proto o integraly
2- 2
dx
8 /0 Py S y y

2
_ ,fym Yoy A
3 s 3 30

Vsimnéme si, Ze jsme ve vypoctu substituci dostali integral
s prepoctenou horni mezi § a dolni mezi 2. Otocenim mez{
do obvyklé polohy jsme do vyrazu ptidali jedno znaménko
minus navic.

Limita pro § — 0 zprava zjevné existuje a spocitali jsme
tedy nevlastni urcity integral
_ 2 dx _4 -

0 Viox 3

Stejné budeme postupovat, pokud je zadano integrovan{
pres neohraniceny interval. Hovoiime o nekonecnych integra-
lech.

Obecné tedy napf. proa € R

1

00 b
I:/ f(x)dx:blirn/ f(x)dx,

pokud limita vpravo existuje. Obdobné miiZeme mit horn{
mez integrovani kone¢nou a druhou nekone¢nou. Pokud jsou
nekoneéné obé, pocitdme integral jako soucet dvou integrald
s libovolné pevné zvolenou pevnou mezi uprostied, tj.

/ f(x)dx:/ f(x)dx—|—/ f(x)dx.

Existence ani hodnota nezdvisi na volbé takové meze, protoze
jeji zménou pouze o stejnou kone¢nou hodnotu ménime oba
s¢itance, ovSem s opa¢nym znaménkem. Naopak limita pfi
které by stejné rychle §la horni i dolni mez do 00 miiZe vést
k odli$nym vysledktim! Napft.

a 1 a
— 2 —
/ xdx = |:fx ] =0,
—a 2 1.,
pfestoZe hodnoty integralt f:o x dx s jednou pevnhou mez{
utecou rychle k nekoncenych hodnotdm.

Pfi vypoctu ur¢itého integrdlu z raciondlni funkce lo-
mené musime peclivé rozdélit zadany interval podle bodi
nespojitosti integrované funkce a spocitat jednotlivé nevlastn{
integraly kazdy zvlast. Navic je nutné rozdélit cely interval
tak, abychom vZdy integrovali funkci neohrani¢enou pouze v
okoli jednoho z krajnich bod.

6.31. Prirdstky do ZOO. Z pocitanych piikladi se mize
../ zddt, Ze je obvyklé najit neurcity integrdl pomoci vy-
‘f:’@ razii slozenych ze zndmych elementdrnich funkci. To
\"?,fil‘ je tplné mylny dojem.
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Naopak, drtiva vétSina spojitych funkci vede na
integraly, které tak vyjddfit neumime. A to i kdyZ integru-
jeme funkce docela jednoduché. ProtoZe se integraci ziskané
funkce velice Casto v praxi vyskytuji, mnohé maji jména a
pted ndstupem pocitaci byly pro potieby inZenyrd vydavany
obsdhlé tabulky hodnot takovych funkci. V dal$im textu se
jesté budeme k metoddm, jak numerické aproximace takovych
funkci ziskdvat.

Uvedeme si nyn{ aspoii néjaké piiklady. Funkce Sinusin-
tegrdl je definovand vztahem
. *sint
Si(x) = —dt.
0 t
Diuilezité jsou také Fresnelovy sinové a cosinové integraly

FresnelS(x) :/ sin(1?)dt
0
FresnelC(x):/ cos(3mt?)dt
0

Na levém obrazku je pribéh funkce Si(x), na pravém vidime
obé Fresnelovy funkce.

0 b1 ' [ 1 1 0 1 4 6 H 10 1
x x

Nové typy funkci dostdvame také, kdyZ do integrovaného
vyrazu povolime volny parametr, na kterém pak vysledek

vvvvvv

matematice viibec — tzv. Gamma funkce definovana vztahem
o0
['z) = / e~ 1.
0

Lze ukdzat, Ze tato funkce je analytickd ve vSech bodech z ¢ Z
a pro mald z € N miiZzeme pocitat:

r(1)=/ e dt =[—e'IP =1

0

F(2)=/ e”tldtz[—e”t]go—l—/ e'dt=0+1=1
0 0

F(3)=/ e”tzdt=0+2/ e 'tdt=0+2=2
0 0

a pomoci indukce snadno dovodime, Ze pro vSechna kladnd

4 Xz

cela ¢isla n dava tato funkce hodnotu faktoridlu:
'n)=m-—1)!

Nasledujici obrazek ukazuje pribéh funkce f(x) = In(I'(x)),
vidime z néj tedy v logaritmické Skale, jak rychle skute¢né
roste faktorial.
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Nez se pustime do dalSich témat matematické analyzy,
uvedeme jesté nékolik pfimych pouziti pro Riemanniv inte-
grdl.

6.32. Riemannovsky méritelné mnoziny. Sama definice
Riemanova integralu byla odvozena od pied-
stavy velikosti plochy v roviné se soufadnicemi
" xa y ohrani¢ené osou x, hodnotami funkce
L y = f(x) a hrani¢nimi pfimkami x = a,
x = b. Pritom je plocha nad osou x ddna s kladnym zna-
ménkem zatimco hodnoty pod osou vedou ke znaménku z4-
pornému. Ve skutecnosti vime zatim pouze, co je to plocha
rovnobéznosténu uréeného dvéma vektory, obecnéji ve vekto-
rovém prostoru R” vime, co je to objem rovnobéznosténu. Plo-
chy jinych podmnoZin je teprve tfeba definovat. Pro nékteré
jednoduché objekty jako tfeba mnohouhelniky je definice
dédna prirozené predpoklddanymi vlastnostmi.

Nami vybudovany koncept Riemannova integrilu
muzeme ted pifmo pouzit k méfeni ,,objemu” jedno-
rozmérnych podmnozin.

O podmnoziné A C R fekneme, Ze je (Riemannovsky)
meéritelnd, jestlize je funkce x : R — R

1 jestliZejex € A

xa(x) = {0 jestliZze je x ¢ A.

Riemannovsky integrovatelnd, tj. existuje integrdl (af uz s
konecnou nebo nekone¢nou hodnotou)

m(A) =/ xa(x) dx.

o0
Funkci x4 fikdme charakteristickd funkce mnoZiny A, hod-
noté m(A) fikdme Riemanovska mira mnoZiny A. VSimnéme
si, Ze pro interval A = [a, b] jde vlastn€ o hodnotu

00 b
/ xA(x)dx:/ dx =b—a,

presné jak jsme ocekdvali.

Zaroveni ma takovdto definice ,,velikosti* ocekdvanou
vlastnost, Ze mira sjednoceni kone¢né mnoha Riemannovsky
méfitelnych a po dvou disjunktnich mnoZin vyjde jako soucet.
Zejména kazdd kone¢nd mnoZina A md Riemannovskou miru
nulovou.

Pokud ale vezmeme spocetné sjednocent, takova vlastnost
jiz neplati. Napt. staci vzit mnozinu QQ vSech raciondlnich ¢isel
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jakoZto sjednoceni jednoprvkovych podmnozin. Zatimco ka-
7dd mnoZina o kone¢né mnoha bodech m4 podle nasf definice
miru nulovou, charakteristickd funkce xg neni Riemannovsky
integrovatelna.

Pro definici plochy (objemu) ve vicerozmérnych prosto-
rech budeme umét pouZzit koncept Riemannova integralu, az
jej zobecnime do vicerozmérného piipadu. Nicméné je dobré
si uz ted povSimnout, Ze skutecné pivodni predstava o plose
rovinného ttvaru uzavieného vyse uvedenym zplisobem gra-
fem funkce bude bezezbytku naplnéna.

6.33. Stredni hodnota funkce. U kone¢né mnoziny hodnot
jsme zvykli uvazovat o jejich stiedni hodnoté a definujeme ji
zpravidla jako aritmeticky primér.

Pro Riemannovsky integrovatelnou funkei f(x) na inter-
valu (kone¢ném nebo nekonecném) [a, b] je definovana jeji
stredni hodnota vyrazem

1 b
m(f) = h—a / fx)dx.
“a ),

Z definice je m(f) vySka obdélnika (s orientaci podle
znaménka) nad intervalem [a, b], ktery ma4 stejnou plochu
jako je plocha mezi osou x a grafem funkce f(x).

6.34. Délka prostorové kiivky. Nami vybudovany integral
1 jde také dobfe pouzit pro vypocet délky krivky
{y ve vicerozmérném vektorovém prostoru R”.
Pl Pro jednoduchost si to predvedeme na pripadu
re=—1_ kiivky v rovin& R? se soufadnicemi x, y. M&me
tedy parametricky popis kiivky F : R — R2,

F(1) =[g@), f(D]

a predstavme si ji jako drdhu pohybu. Derivaci tohoto zob-
razeni dostaneme hodnoty, které budou odpovidat rychlosti
pohybu po takovéto draze. Proto celkova délka kiivky (tj.
drdha urazena za dobu mezi hodnotami t = a, r = b) bude
dédna integrdlem pies interval [a, b], kde integrovanou funkc{
h(t) budou praveé velikosti vektori F'(¢). Chceme tedy spocist
délku s rovnou

b b
5= / ht) di = / JEOR + (g2 dr.

Ve specidlnim piipadé, kdy kfivka je grafem funkce y = f(x)
mezi body a < b obdZime pro jeji délku

b
s =/ V14 (f(x)?dx

TentyZ vysledek lze intuitivné vidét jako dtisledek Pythago-
rovy véty: pro linedrni pfiristek délky kiivky As odpovidajici
pfirtistku Ax proménné x spocteme totiZ praveé

As =/ Ax? + Ay?

a to pfi pohledu pfimo na nasi definici integrdlu znamend

b dy 2
= 1 _ d.
’ /z,v +(dx) *
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Naopak zdkladn{ véta diferencidlniho poctu (viz 6.25) ukazuje,
Ze nadrovni diferencidlt takto definovana veli¢ina délky grafu
funkce y = y(x) spliiuje

ds =1+ (y'(x))dx,
presné dle ocekavani.

Jako snadny piiklad spocteme délku jednotkové kruZnice
jako dvojndsobek integrdlu funkce y = +/1 — x2 v mezich
[—1, 1]. Vime jiZ, Ze musi vyjit ¢islo 27, protoZe jsme takto
¢islo r definovali.

1 1 2
s:2/ \/1+(y’)2dx:2/ ‘ll—f—%dx
—1 -1 — X

1
1
= 2/ ———dx =2[arcsinx]' | = 27.
14/l —x2 :
Jestlize v pfedchozim vypoctu budeme pocitat s
Y=V =r/T= (/1)
a meze budou [—r, r], dostaneme substituci x = rt déku
kruZnice o poloméru r:

") 2/r - (x/r)? 4 2/] o
S\r) = —_— X = —_—
. 1—(x/r)? V=2

= 2r[arcsin x]l_l =2mr.

Vysledek samozfejmé zndme z elementdrni geometrie.
Nicméné ted’se ndm z vychodisek integralniho poctu podatilo
dovodit zdsadni skutecnost, Ze je délka kruznice linedrné
zdvisld na jejim priiméru 2r. Cislo 7 je pravé pomér, ve
kterém se tato zdvislost realizuje.

6.35. Plochy a objemy. Riemanniv integrdl miiZeme pfimo
pouZzit na vypocet ploch ¢i objemt utvarti definovanych po-
moci grafu funkce.

Jako priklad spoctéme plochu kruZnice s polomérem r.
Pilkruh vymezeny funkei v/72 — x2 mé plochu, jejiz dvojna-
sobek a(r) spocteme substituci x = rsint, dx = r costdt
(s vyuzitim vysledku pro I, v odstavci 6.22)

/2

a(r) :2/ \/rz—xzdx:2r2/ cos’ ¢ dt

—/2

27'2 . /2 2
= T[COSI sint + t]fn/2 =mre.
Opét stoji za pozornost, Ze tento dobfe zndmy vzorecek je
odvozen z principd integrdlniho poctu a Ze kupodivu je plocha
kruhu nejen imérnd kvadratu poloméru, ale zdrovei je tento
pomér dany opét konstantou 7.
Vsimnéme si jeSt€¢ poméru obsahu a obvodu kruhu, tj.

ar:

2rr 2
Ctverec o stejném obsahu md stranu o velikosti /77 a tedy
obvod 4./7r. Obvod &tverce o obsahu jednotkového kruhu
je tedy 44/7, coz je o priblizn& 0.8 vice, neZ je obvod jed-
notkového kruhu. Lze dovodit, Ze ve skutecnosti je kruZnice
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dtvarem s nejmensim obvodem mezi vSemi se stejnym obsa-
hem. K odvozovani takovych vysledkt se dostaneme v nasich
pozndmkdch o tzv. varia¢nim poctu v pozdéjsich kapitoldch.

Dalsi obdobou téhoz principu je vypocet povrchu nebo
objemu rotacniho télesa. Pokud vznikne téleso rotaci grafu
funkce f kolem osy x v intervalu [a, b], vznikd pfi ptirGstku
Ax narGst plochy o ndsobek As délky kiivky zadané gra-
fem funkce y = f(x) a velikosti kruznice o poloméru f(x).
Plocha se proto spocte formuli

b b
A(f) = 2m / F)ds =21 / FEOVT T (f ()R dx,

kde ds je dan pfirtistkem délky kiivky y = f(x), viz vySe.
Podkud bychom rotac¢ni téleso zadali jeho hranici prametrizo-
vanou dvojici funkci [x(¢), y(¢)], bude pfislusny diferencdl

tvaru ds = /(x’(1))® + (y'(¢))23dt a pro povrch dostaneme
b b
=21 [ fwds =2 [ HOVGOR+ 0

a
Objem stejného télesa naroste pii zméné Ax o ndsobek
tohoto piirtstku a plochy kruznice o poloméru f(x). Proto
je dan formuli

b
V()= / () dx.

Jako piiklad uzitf vzorct pro obsah a objem odvodime
znamé formule pro plochu sféry a objem koule o poloméru r.

r 1
A, =2 Vi1— Pt
n[rr (x/r) o2 t

P
= 27rr/ dt = 4z r?

r

Vr=]'[/ rz—xzdx

r

1,7 4
=2rmr? — 1 |:fx3:| = —7r3.
3 —r
Stejné jako u kruznice i koule je objektem, ktery md mezi
v§emi s danym objemem ten nejmensi povrch. To je divod,
pro¢ jsou mydlové bubliny vZdy prakticky tohoto tvaru.

6.36. Integralni kriterium konvergence fad. Pomoci ne-
vlastntho integralu také umime rozhodnout o konvegenci §ir${
tiidy nekonecnych fad nez doposud:

Véta. Bud'y | f(n) Fada takovd, Ze funkce f : R — R
Je kladna a nerostouci na intervalu (1, 00). Pak tato rada
konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integrdl

/100 f(x)dx.

Dtkaz. Pokud interpretujeme integrdl, jako plochu pod
L kfivkou, je kriterium zfejmé.

A
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Pokud dand tada diverguje, pak diverguje i
fada 2, f(n).Prolibovolné k € N mdme pro
k-ty Castecny soucet s, (fady bez prvniho ¢lenu)

nerovnost

k k
s,L=Zf<n></1 £ dr,

n=2

nebot s;, je dolnim souctem Riemannova integralu flk f(x)dx.
Pak ale je

00 k
/ fx)dx = klim / f(x)dx > klim s = 00
1 —o0 Jq —00

a uvazovany integrdl diverguje.

Predpoklddeme nyni, Ze dany integrdl konverguje a
oznacme k-ty ¢aste¢ny soucet dané fady jako s;. Potom mame
nerovnosti

00 k
/ f(x)dx = lim / f(x)dx < lim s; < oo,
1 k—o0 Jq k—00

nebof sy je hornim souétem Riemannova integralu f lk f(x)dx
a predpokddame, Ze dand rada konverguje.

3. Nekonec¢né rady

Jiz jsme se pfi budovani naseho zvifetniku funkeci setkali
skupinu vSech polynomi, viz 5.43. Zdroven jsme si fikali,
Ze takto ziskdme tfidu analytickych funkci, ale nedokazovali
jsme tehdy ani to, Ze jsou mocninné fady spojitymi funkcemi.
Snadno nyni ukdZeme, Ze tomu tak je a Ze skute¢né umime
mocninné fady i diferencovat a integrovat po jednotlivych
s¢itancich. Pravé proto ale také uvidime, Ze neni mozné po-
moci mocninnych fad ziskat dostatecné Sirokou tiidu funkeci.
Napft. nikdy tak nedostaneme jen po ¢astech spojisté perio-
dické funkce, které jsou tak dileZité pro modelovani{ a zpra-
covéni audio a video signalu.

6.37. Jak ochoc¢ené mame rady funkei? Vratme se nyni k
.01 diskusi limit posloupnosti funkci a souctu fad funkei z

,:b pohledu uplatnéni postupti diferencidlniho a integral-
k%,’l’: niho poctu. Uvazujme tedy konvergentni fadu funkci
Wt

S =D fulx)
n=1

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy jsou:

e Jsou-li v§echny funkce f,(x) spojité v néjakém bodé¢ x( €
[a, b], je spojitd i funkce S(x) v bodé x(?

e Jsou-li vSechny funkce f, (x) diferencovatelné v néjakém
bodé a € [a, b], je v ném diferencovatelnd i funkce S(x)
aplati vztah §'(x) = > 02| f1(x)?

e Jsou-li vSechny funkce f, (x) Riemannovsky integrova-
telné na intervalu [a, b], je integrovatelnd i funkce S(x)

. b o (b
aplati vztah [ S(x)dx = >07 | [ fu(x)dx?
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Ukédzeme si nejprve na prikladech, Ze odpovédi na
vSechny tfi takto kladené otdzky jsou ,NE!*“. Poté ale
najdeme jednoduché dodate¢né podminky na konvergenci
fady, které naopak platnosti viech tf tvrzeni zajisti. Rady
funkci tedy obecné moc zvladatelné nejsou, nicméné si
umime vybrat velikou tfidu takovych, se kterymi se uz
pracuje velmi dobfe. Mezi né nastésti budou patfit mocninné
fady.

Pak se ale také zamyslime nad alternativnimi koncepcemi
integrovdni, které funguji vice uspokojivé i vétsi tiidy funkci

6.38. Priklady osklivych posloupnosti. (1) Uvazme nej-
prve funkce

fu(x) = (sinx)"
na intervalu [0, r]. Hodnoty téchto funkci budou ve vSech
bodech 0 < x < 7 nezdporné a mensi neZ jedna, kromé
x = 7%, kde je hodnota 1. Proto na celém intervalu [0, 7]
budou bod po bodu tyto funkce konvergovat k funkci

4 g
£ = lim f(x) = 0 pro vsecl;nax #5

n—o0 I prox = 7.
Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f,, nespojitou funkcf,
ackoliv jsou vSechny funkce f, (x) spojité. Problematicky je
ptitom dokonce vnitfni bod intervalu.

TentyZ jev umime najit i pro fady funkci, protoZe soucet je
limitou ¢dste¢nych souctd. Sta¢i tedy v predchozim prikladé
vyjadtit f, jako n-ty Caste¢ny soucet. Napf. fj(x) = sinx,
f2(x) = (sin x)? —sin x, atd. Levy obrazek vykresluje funkce
fx)pron=1,...,10.

-0,4

(2) Podivejme se nyni na druhou otdzku, tj. na Spatné se
chovajici derivace. Celkem pfirozend je idea na podobném
principu jako vySe sestavit posloupnost funkei, které budou
mit v jednom bod¢ stdle stejnou nenlovou derivaci, ale bu-
dou ¢im dal tim mensi, takZe bodové dokonverguji k funkci
identicky nulové.

Predchozi obrazek napravo vykresluje funkce

i) =x(1 —x»)"

na intervalu [—1, 1] pro hodnoty n = m*,m=1,...,10.
Na prvni pohled je zjevné, Ze

lim f,(x) =0
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a vSechny funkce f,(x) jsou hladké. V bodé x = 0 je jejich
derivace

£10) = (1 =x*)" = 2nx°(1 = x*)" ) ig = 1
nezdvisle na n. Limitn{ funkce pro posloupnost f, pfitom ma
samoziejmé vSude derivaci nulovou!

(3) Protipriklad k tfetimu tvrzeni jsme uz vidéli v 6.32.
Charakteristickou funkci xg raciondlnich ¢isel miiZzeme vy-
jadrit jako soucet spocetné mnoha funkci, které budou ocislo-
vany pravé raciondlnimi ¢isly a budou vzdy vSude nulové,
kromé jediného bodu, podle které jsou pojmenovany, kde
jsou rovny 1. Riemannovy integrély vSech takovych funkc{
budou nulové, jejich soucet ale neni Riemannovsky inegrova-
telnou funkci.

Pravé tento ptiklad ukazuje na zdsadni nedostatek Rie-
mannova integrélu, ke kterému se jesté vratime.

6.39. Stejnomérna konvergence. Zjevnym diivodem ne-

uspéchu ve vSech tiech predchozich piikladech

je skutecnost, Ze rychlost bodové konvergence

- hodnot f,(x) — f(x) se bod od bodu velice lisi.

~==  Pfirozenou myslenkou tedy je omezit se na takové

prlpady, kdy bude naopak konvergence probihat ptiblizné
stejné rychle po celém intervalu.

Definice. Rikdme, Ze posloupnost funkci f,, (x) konverguje
stejnomérné na intervalu [a, b] k limité f(x), jestliZze pro
kazdé kladné (malé) cislo € existuje (velké) ptirozené ¢islo
N € N takové, Ze pro vSechnan > N a vSechna x € [a, b]
plati

[fa(x) = f(X)] < e

O radé funkci fekneme, Ze konverguje stejnomérné na
intervalu, jestliZze stejnomérné konverguje posloupnost jejich
¢astecnych souctd.

Graficky si definici miiZeme predstavit tak, Ze do pasu
vzniklého posunutim limitni funkce f(x) na f(x)=e pro libo-
volné malé, ale pevné zvolené kladné €, vZdy padnou vSechny
funkce f,(x), aZ na kone¢né mnoho z nich. Tuto vlastnost
zjevné nemél prvni a posledni z pfedchozich piikladd, u dru-
hého ji postradala posloupnost derivaci f;,.

Nasledujici tfi véty lze stru¢né shrnout tvrzenim, Ze
vSechna tii obecné neplatnd tvrzeni v 6.37 plati pro stej-
nomeérnou konvergenci (pozor ale na jemnosti u derivovéni).

6.40. Véta. Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na

e Ty intervalu [a, b, kterd na tomto intervalu stej-
 nomérné konverguje k funkci f(x). Pak je také
[ (x) spojita funkce na intervalu [a, b].

Dtkaz. Chceme ukézat, Ze pro libovolny pevné zvoleny
bod x¢ € [a, b] a jakékoliv pevné zvolené malé € > 0 bude
[f(x) = flxo)l <€
pro vSechna x dostate¢né blizkd k x. Z definice stejnomérné

konvergence je pro néjaké € > 0

Ifax) = f(X)] <€
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pro vSechna x € [a, b] a vSechna dostatecné velkd n. Zvolme
si tedy néjaké takové n a uvazme § > 0 tak, aby také

Ifn(x) - fn(x0)| <€
pro vSechna x z §-okoli x¢ (to je mozné, protoZe vSechny
fn(x) jsou spojité). Pak
£ = FO0)] = 1£00) = fu@)] + o) = fu o)
+ 1 fu(x0) = f(x0)| < 3e

pro vSechna x z ndmi zvoleného §-okoli bodu xg. g
6.41. Véta. Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky in-

w75, tegrovatelnych funkci na konecném intervalu
© la, b], které na tomto intervalu stejnomérné
konverguji k funkci f(x). Pak také f(x) je Ri-
emannovsky integrovatelnd a plati

nli)ngo/ f,,(x)dx—/ (llm fn(x)) dx—/ fx)dx.

Diikaz této véty se opird o zobecnéni vlastnosti Cauchyov-
skych posloupnosti ¢isel na stejnomérnou konvergenci funkei.
Timto zpisobem umime pracovat s existenci limity posloup-
nosti integréld, aniZ bychom ji potfebovali znat.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost funkei f, (x) na intervalu
[a, b] je stefnomerné Cauchyovska, jestlize pro kazdé (malé)

kladné ¢islo e existuje (velké) pfirozené ¢islo N takové, Ze
pro vSechna x € [a, b] a vSechnan > N plati

|fn(x) - fm(x)| < €.

Ziejmé je kazdd stejnomérné konvergentni posloupnost
funkcfi na intervalu [a, b] také stejnomérné Cauchyovskd na
témze intervalu, stac{ si povSimnout obvyklého odhadu

/o) = fn O] = [fux) = FOI+ (X)) = fin ()]
zaloZeného na trojihelnikové nerovnosti.

Toto pozorovani ndm uz staci k diikazu nasi véty, zasta-
vime se ale napied u uZite¢ného obrdceného tvrzeni:

Tvrzeni. KaZdd stejnomérné Cauchyovskd posloupnost
funkci f,(x) na intervalu [a, b] stejnomérné konverguje k
néjaké funkci f na tomto intervalu.

Dtkaz. Z podminky Cauchyovskosti posloupnosti
funkci vyplyvad, Ze také pro kazdy bod x € [a,b] je
posloupnost hodnot f,,(x) Cauchyovskou posloupnosti
redlnych (pfipadné komplexnich) ¢isel. Bodové tedy nutné
konverguje posloupnost funkei f, (x) k néjaké funkcei f(x).

UkdZeme, Ze ve skutecnosti konverguje posloupnost
Jfn(x) ke své limité stejnomérné. Zvolme N tak velké, aby

[fa(X) = fn(O)] < €

pro néjaké predem zvolené malé kladné € a vSechnan > N,
x € [a, b]. Nyni zvolime pevné jedno takové n a odhadneme

@) = f)] = lim [£,(0) = fu(@)] <€

pro vSechna x € [a, b]. O
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Dtkaz VETy. Pfipomenime, Ze kazda stejnomérné kon-
vergentni posloupnost funkcf je také stejnomérné Cauchyov-
skd a Ze Riemannovy soucty pro jednotlivé ¢leny nasi posloup-
nosti konvergujf k fa b Jfu(x) dx nezdvisle na vybéru déleni a
reprezentantl. Proto jestlize plati

[fa(X) = fn(O)] < €
pro vSechna x € [a, b], pak také

b b
/ f,,(x)dx—/ fm(x)dx

Je tedy posloupnost ¢isel fu b fu(x) dx Cauchyovska a proto
konvergentni. Soucasné ale také diky stejnomérné konver-
genci posloupnosti f, (x) plati pro limitni funkci f(x) ze
stejného diivodu, Ze jeji Riemannovy soucty jsou libovolné
blizké Riemannovym souctim pro funkce f, s dostate¢né
velkym 7 a limitni funkce f(x) bude tedy opét integrovatelnd.

Zaroven
b b
/fn(x)dx—/ f(x)dx

a mus{ proto jit o sprdvnou limitn{ hodnotu. g

<e€lb—al.

<e€lb—al

Pro pfislusny vysledek o derivacich je tfeba zvySené po-
zornosti ohledné predpokladi:

6.23| 6.42. Véta. Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatel-

nych na intervalu [a, b), kterd na tomto intervalu

stejnomérné konverguje k limitni funkci f(x).

% % Ddle necht jsou vSechny derivace g,(x) = f,(x)

= spojité a necht konverguji na témze intervalu stej-

nomérné k funkci g(x). Pak je také funkce f(x) diferencova-
telnd na intervalu [a, b] a plati zde f'(x) = g(x).

Dtkaz. Bez tjmy na obecnosti miiZeme piedpoklddat,
Ze vSechny nase funkce spliiuji £, (a) = 0 (v opa¢ném piipadé
je pozménime o konstanty a na vysledku tdvah se nic nezméni).
Pak ov§em mtiZeme psat pro vSechny x € [a, b]

fulx) = / gy dt.

a

ProtoZe ale funkce g, stejnomérné konverguji k funkci g na
celém [a, b], tedy tim spiSe na intervalech [a, x], kde a <
x < b, plati také

£ = / g(0) dr.

ProtoZe je funkce g coby stejnomérnd limita spojitych funkc{
opét spojitou funkci, dokdzali jsme vSe potfebné, viz Véta
6.24 o Riemannové integralu a antiderivaci. g

Pro nekonecné fady mtzeme predchozi vysledky shrnout
takto:

6.43. Dusledek. Uvazme funkce f,(x) na intervalu [a, b].
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(1) Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité na |a, b] a Fada
S =D fulx)
n=1

konverguje stejnomérné k funkci S(x), je i funkce S(x)
spojita na |a, b).

(2) Jsou-li vSechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na
la, b], a obé Tady

S =D falr), Tx) =D fr(x)
n=1 n=1

konverguji stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojité
diferencovatelnd na [a, b] a plati S'(x) = T (x), t.

(Z fn(x>) =D fi@).

n=1 n=1

(3) Jsou-li vSechny funkce f,(x) Riemannovsky integrova-
telné na |a, b] a rada

S =D fulx)
n=1

konverguje stejnomérné k funkci S(x) na [a, b], je tamté
integrovatelna i funkce S(x) a plati vztah

by o < b
[(Zrw)ar=3 [ swas.
a n=1 n=1"4

6.44. Test stejnomérné konvergence. Nejjednodussim

~® ~ zplsobem pro zjiSténi stejnomérné
S'&'a‘:_ﬂt .. konvergence posloupnosti funkci je
— porovnani s absolutn{ konvergenci vhodné
posloupnosti &isel. Rikdva se tomu &asto

N

Weierstrassiiv test.
Predpokladejme tedy, Ze mdme fadu funkci f,(x) na in-
tervalu I = [a, b] a Ze navic zname odhad

[fi®)] <a, eR

pro vhodné redlné konstanty a, a vSechna x € [a, b]. Oka-
mzit¢ miZeme odhadnout rozdily ¢aste¢nych souctd

k
se() = D ful®)
n=1

pro rizné indexy k. Pro k > m dostdvame

k k k
D AMI D 1A D a

n=m+1 n=m+1 n=m+1

I$k (X)) =8 (X)| =

Pokud je fada (nezdpornych) konstant > o~ | a, konvergentni,
pak bude samozifejmé posloupnost jejich ¢astecnych soucti
Caychyovska. Pravé jsme ale spocetli, Ze v takovém piipadé
bude posloupnost ¢aste¢nych souctil s, (x) stejnomérné Ca-
ychyovska.

Diky tvrzeni dokdzanému pied chvili v 6.41 jsme tedy
praveé dokdzali nédsledujici
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Véta (Weierstrassuv test). Necht f,(x) je posloupnost funkct
definovanych na intervalu [a, b] a plati | f,,(x)| < a, € R.

Je-li fada Cisel ZZO:I a, konvergentni, pak fada S(x) =
> o2 | fa(x) konverguje stejnomérné.

6.45. Dusledky pro mocninné Fady. Weistrassiiv test je ve-
lice uZite¢ny pro diskusi mocninnych fad

S) =D anx — xp)"
=0

se stfedem v bodé€ x.
Pfi naSem prvnim setkdni s mocninnymi fadami jsme

S ukdzali v 5.46, Ze kazda takova fada konverguje

y M 'na (xo—34, xo+3), kde tzv. polomér konvergence
\{fg/?fi 8 > 0 miZe byt také nula nebo oco. (viz také
hl e 5.50). Zejména jsme v dikazu véty 5.46 pro

ovéteni konvergence fady S(x) pouzivali srovndni s vhodnou
geometrickou posloupnosti. Podle Weistrassova testu je proto
fada S(x) stejnomérné konvergentni na kazdém kompaktnim
(tj. kone¢ném) intervalu [a,b] uvnit intervalu (xo — 8, xo+6).
Dokazali jsme tedy

Véta. KaZdda mocninnd rada S(x) je ve vSech bodech uvnitr
svého intervalu konvergence spojitd a spojité diferencovatelnd.
Funkce S(x) je také integrovatelnd a derivovani i integrovani
Ize provadet clen po clenu.

Ve skutecnosti plati také tzv. Abelova véta, kterd 1ika,
Ze mocninné fady jsou spojité i v hrani¢nich bodech svého
defini¢niho oboru (véetné piipadnych nekonec¢nych limit). Tu
zde nedokazujeme.

Pravé dokdzané piijemné vlastnosti mocninnych fad za-
roven poukazuji na hranice jejich pouZitelnosti pfi modelovan{
zdvislosti néjakych praktickych jevi nebo procesi. Zejména
neni mozné pomoci mocninnych fad dobfe modelovat po
c¢astech spojité funkce. Jak uvidime v zapéti, je mozné pro
konkrétnéji vymezené potieby nachdzet lepsi sady funkci
fn(x) nez jsou hodnoty f,(x) = x". Nejzndméjsimi priklady
jsou Fourierovy fady a tzv. wawelety, které ptibolizime v dals{
kapitole.

6.46. Laurentovy Fady. V kontextu Taylorovych rozvoji se
jesté podivejme na hladkou funkei f(x) = e™'/* ’
3 z odstavce 6.6. Vidé€li jsme, Ze neni analytickd v
/X % nule, protoZe tam md viechny derivace nulové.
= TakZe zatimco ve viech ostatnich bodech xq je
tato funkce ddn konvergentni Taylorovou fadou s polomérem
konvergence r = |xg|, v pocatku fada konverguje jen v jedi-
ném bodé.
Pokud ale do mocninné fady pro e* dosadime za x vyraz
—1/x2, dostaneme Fadu funkci

. 1 n_—2n : (_1)\”\ 2n
S(x):ZE(—I)x => i
n=0 n=—00

kterd bude konvergovat ve vSech bodech x # 0 a ddvd ndm
dobry popis pro chovéni kolem vyjime¢ného bodu x = 0.
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podobné mocninnym:

| LAURANTOVY RADY L_‘
o1

Radu funkcf tvaru
o0
Sy = > anx —x)"
n=-—00
nazyvame Laurentova rada se stredem v x. Radu nazveme
konvergentni, jetslize konverguji samostatné jeji ¢asti s klad-
nymi a zdpornymi exponenty.

Smysl Laurentovych fad je dobfe viditelny u raciondlnich
funkci lomenych. Uvazme takovou funkci S(x) = f(x)/g(x)
s nesoudélnymi polynomy f a g a uvazme kofen x( polynomu
g(x). Je-li ndsobnost tohoto kofenu s, pak vyndsobenim dosta-
neme funkci S (x) = S(x)(x —xp)*, kterd uz bude na néjakém
okoli bodu x( analytickd a proto miZeme psat
s a_g a_q

(x)_(x—xo)5+ +x—xo
o0

= > a,(x —x)".

n=-—s

+apg+a(x —xp) +...

UvaZujme nyni oddélené ¢dsti
-1 o)
S =S 48y = D ax —x0)" + D an(x —xo).
n=—00 n=0
Pro fadu S vime z Véty 5.46, Ze jeji polomér konvergence
R je dan rovnosti
R™" = limsup /|ay|.
n—oo
Kdyz vsak aplikujeme tutéz tivahu na fadu S_ s dosazenymi
hodnotami 1/x za x, zjistime, Ze fada S_(x) konverguje pro
[x — xo| > r, kde

r~! = limsup /]a_,|.

n—oo

Tyto tvahy plati bezezbytku i pro komplexni hodnoty x dosa-
zované do nasich vyrazu.

Véta. Laurentova fada S(x) se stredem x konverguje pro
vSechna x € C spliiujici r < |x — xo| < R a diverguje pro
vSechna x splitujici |x — xo| < r nebo |x — x| > R.

Vidime tedy, Ze Laurentova fada nemusi konvergovat ve
vibec Zddném bodé¢, protoze klidné mizeme dospét k hodno-
tdm R < r. Podivame-li se ale napf. na vySe uvedeny piipad
raciondlnich funkci lomennych rozvijenych do Laurentovy
fady v nékterém z kofenti jmenovatele, pak zjevné jer =0 a
tedy, dle o¢ekdvani, bude konvergovat skute¢né na prestenco-
vém okoli tohoto bodu x¢, zatimco R bude v tomto piipadé
déno pravé vzdalenosti k dal§Simu nejblizZ§imu kofenu jmeno-
vatele. V pfdpadé naseho prvniho piikladu, funkce e~/ % je
r=0aR=o0.
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6.47. Numericka pribliZeni integrace. Podobné jako na

7

‘i‘;_’ y

konci pfechozi ¢asti textu (viz odstavec 6.17),
nyni vyuZijeme Taylorova rozvoje k ndvrhu

. _:Jj:b co nejlepsich a zdroveil jednoduchych aproxi-

maci integrace. Budeme pracovat s integrdlem

1= j; b f (x)dx analytické funkce f(x) a rovhomérnym déle-
nim intervalu [a, b] pomoci bodi a = xg, X1, ..., x, = b se
vzddlenostmi x; — x;_; = h > 0. Body uprostfed intervall v
d¢€lenich si oznaCime x;, /2, hodnoty naSi funkce v bodech
déleni budeme psat jako f(x;) = f;.

Prispévek jednoho dilku dé€lenf k integrdlu spocteme po-
moci Taylorova rozvoje a ptedchozi véty. Zamérné pfitom inte-
grujeme symetricky kolem stfedovych hodnot, aby se ndm pii
procesu integrace vzdjemné vyrusily derivace lichych stupriti:

/2

—h/2

S Xiy12 + )dt =/

hj2 g 0

1 (n) n
Zaf (Xig12)t" ) dt

-h2\ 55

— (k) ; d)
Z(/h/ k'f (Xis1p)t* dt

h2k +1

= > ! e

Velmi jednoduchym numerickym pfibliZzenim integrace
na jednom dilku déleni je tzv. trapézové pravidlo, které

Yy s

pro aproximaci vyuziva plochu lichobéznika uré¢eného body
[xi, O, [xi, fi1, [0, Xi41], [xi41, fis1]. Tato plocha je

1
P = E(ft + fi+1)h

a celkem tedy integral / odhadujeme hodnotou

n—1

Ly = Z P = (fo +2fi 4+ 2+ fo).

Srovndme nyni I, s pfesnou hodnotou / spoctenou
pomoci piispévkil po jednotlivych dilcich déleni. Hodnoty
fi mizeme vyjadfit pomoci prostfednich hodnot a derivaci

(k) .
Ji1, takto:

h
Sivips1p2 = firip fl+1/z +

2

2,22f”(i +1/2)

IRV

takze pro prispévek P; do odhadu dostdvdme

(fl +fix)h = h(fz+1/2+

172 f”(1+1/2))+0(h ).

Odtud dostdvdme odhad chyby I — I;,p na jednom dilku déleni

hz "
= h(firi2 + 53l = fivrp =

2

h " 4
§fi+1/z +0(%))
3

h
= 12f;+l/2 +0().
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Celkova chyba tedy je odhadnuta jako
1 3 5 1 2 g1 4
I — I = Enh fT+nOoWm) = E(b—a)h "+ 00

kde f” vyjadiuje odhad pro druhou derivaci f.

Pokud nam linedrni aproximace funkce po jednotlivych
dilcich nestaci, dalsim pokusem miiZe byt aproximace kvad-
ratickym polynomem. K tomu ale budeme potiebovat vzdy
tfi body, takZe budeme pracovat s dilky déleni po dvou. Pred-
pokladejme tedy Ze n = 2m a uvazujme x; s lichymi indexy.
Budeme pozadovat

firr = fOa+h) = fi +ah+ ph’
ff—l:f(xi—h)=f;—ah+ﬂh2

coZ davd (viz podobnost s diferenci pro aproximaci druhé
derivace)

1
B= ﬁ(ﬁﬂ + fic1 = 2f).

Plocha ptiblizného vyjadfeni integralu na dvou dilcich délen{
mezi x;_; a x;4 je nyni odhadnuta vyrazem

h 2
P = f,-+at+/3t2dt=2hf,-+§ﬂh3
—h

2h h
=2hfi + g(fm + fici —2f) = §(4fi+l + fic1 = 2f).

Tomuto postupu se fika Simpsonovo pravidlo. Cely integral
je nyni pfiblizen vyrazem

1
ISimp = gh(fo +rntd D fi+2 D f)
liché k sudé k

Obdobnym postupem jako vyse odvodime, Ze celkova chyba
je odhadnuta vyrazem

1
I = Isimp = 7o5 (b —@h* f© + 00,

kde f® predstavuje odhad pro &tvrtou derivaci funkce f.

Zaveérem této kapitoly se zastavime u dalSich konceptt
integrace. Jako prvni uvedeme modifikaci Riemannova inte-
grélu, kterd bude pozdgji uzitecnd v dvahédch o pravdépodob-
nosti a statistice. Ve vykladu vesmés uz ale zlistaneme spiSe
v roviné poznamek a postieht, zdjemce o podrobny vyklad
bude muset vyhledat jiné zdroje.

6.48. Riemann-Stieltjesiv integral. Pfi naSi pfedstavé o
integraci jakoZto s¢itdni nekone¢né mnoha linearizovanych
(nekonecné) malych pfirtstkd do plochy zadané funkcei f(x)
jsme pominuli moznost, Ze bychom pro rizné hodnoty x brali
piirtistky rizné vazné. To by jisté mohlo byt na infinitesimaln{
trovni zajiSténo zdménou diferencidlu dx za ¢ (x)dx pro néja-
kou vhodnou funkci ¢. Takové chovani jsme vidéli napf. pfi
vypoctu délky parametrizované kiivky v prostoru.
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Jisté si ale také umime predstavit, Ze v nékterém bodé
Xo je prirtstek do integrované veli¢iny dan jako
), af (xo) nezdvisle na na velikosti pfiristku x.
" Tfeba miizeme sledovat pravdépodobnost, Ze
mnozstvi promile alkoholu v krvi fidice pri
kontrole bude nejvyse x. S docela velkou pravdépodobnosti
ziskdme hodnotu 0, tedy pro jakykoliv integrdlni soucet
musi dilek obsahujici nulu pfispét i konstantnim nenulovym
prispévkem, nezdvisle na normé déleni. Takové chovani ne-
umime namodelovat vyndsobenim diferencidlu dx né&jakou
redlnou funkci. Misto toho miiZzeme zobecnit Riemanntiv in-
tegrdl ndsledovné:
Zvolme na kone¢ném intervalu [a, b] redlnou funkci g.
Pro kazdé déleni E s reprezentanty &; a délicimi body

a=2x9,X1,...,X, =Db

definujeme Riemann—Stieltjesiiv integrdlni soucet pro funkci
f(x) takto:

Zf(s, )(g(x) — g(xion)).

i=1

Rekneme pak, 7e Riemanntiv—Stieltjestiv integral

b
1= / Fr)dgx)

existuje a md hodnotu 7, jestlize pro kazdé redlné ¢ > 0
existuje norma déleni § > 0O takovd, Ze pro vSechna déleni &
s normou mensi nez § plati

[Sg — 1] <e.

Napt., jestliZze zvolime na intervalu [0, 1] za g(x) po ¢ds-
tech konstantni funkci s kone¢né mnoha body nespojitosti
Cly ..., Cr A ,skoky*

o = lim — lim
X—>Ciy X—>ci—
pak Riemann—Stieltjesiiv integrél existuje pro kazdou spojitou
f(x) ajeroven

1 k
1= / FE)dg(x) =D a; f ().
0 i=1

Stejnou technikou, jako jsme pouZivali u Riemannova
integralu, Ize i nyni zavést horni a dolni soucty a horn{ a doln{
Riemann-Stieltjestv integrdl, které maji tu vyhodu, Ze pro
omezné funkce vzdy existuji a jejich hodnoty splyvaji prave,
kdyZ existuje Riemann-Stieltjestiv integral ve vyse uvedeném
smyslu.

Jiz u Riemannova integralu jsme méli problém s integro-
vatelnosti funkci, které byly ,,pfilis§ rozskdkané*. Technicky
pro funkci g(x) na kone¢ném intervalu [a, b] zavddime jeji
variaci vztahem

var) g = sup > |g(xi) — g(x;-1)|

==l
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kde supremum bereme pfes vSechna déleni E intervalu [a, b].
Pokud je supremum nekonec¢né, fikdme, Ze g(x) md neome-
zenou variaci na [a, b], v opa¢ném piipadé fikdme, Ze je g
funkce s omezenou variaci na intervalu [a, b].

Podobné, jak jsme postupovali u Riemannova integralu,
miZeme docela snadno odvodit nédsledujici:

Véta. Necht f(x) a g(x) jsou redlné funkce na konecném
intervalu [a, b].

(1) Pokud je g(x) spojité diferencovatelné, pak Riemanniim
integral nalevo a Riemann—Stieltjestiv integrdl napravo
existuji soucasné a jejich hodnoty jsou si rovny

b b
/f(X)g/(X)dX=/ f(x)dg(x)

(2) Pokud je f(x) spojitd a g(x) md konecnou variaci, pak
integral fa b f(x)dg(x) existuje.

6.49. Kurzweiliv integral. Poslednim zastavenim bude mo-
™\ difikace Riemannova integrdlu, kterd napravuje
S27) nestastné chovdni ve tietim bodu v odstavci 6.37,
" {j. limity neklesajicich posloupnosti integrova-
telnych funkci budou opét integrovatelné. Pak
budeme moci i v téchto piipadech ménit poradi limitntho pro-
cesu a integrace, jak tomu bylo u stejnomérné konvergence.
Vsimné€me si napfed v ¢em je jadro problému. Intui-
tivné bychom méli predpoklddat, Ze hodné malé mnoZiny
musi mit velikost nulovou, a tudiZ by zmény hodnot funkc{
na takovychto mnoZindch nemély ovlivnit integraci. Navic,
spocetné sjednocent takovych ,,pro integraci zanedbatelnych*
mnozin by mélo mit opét velikost nulovou. Z toho bychom
tedy Cekali, napf. mnoZina raciondlnich ¢isel uvniti kone¢ného
intervalu bude mit takovouto vlastnost a tedy jeji charaktersi-
tickd funkce by méla byt integrovatelnd a hodnota takového
integralu ma byt nulova.
Rekneme, 7e mnoZina A C R md nulovou miru, kdyz
pro kazdé e > 0 mliZeme najit pokryti mnoZiny A spocetnym
systémem otevienych intervalt J;, i = 1, 2, ..., takovych, Ze

im(]i) < €.
i=1

V dal$im budeme vZdy vyrokem ,funkce f ma na mnozZiné
B danou vlastnost skoro v§ude* myslet skutecnost, Ze ma f
tuto vlastnost ve vSech bodech, aZ na podmnoZinu A C B
miry nula. Napf. tedy charakteristickd funkce raciondlnich
¢isel je skoro vSude nulovd, po ¢astech spojitd funkce je skoro
vsude spojitd atd.

Chtéli bychom nyni modifikovat definici Riemannova in-
tegrdlu tak, abychom uméli pfi volbé déleni a piislusnych
Riemannovych souctti eliminovat neblahy vliv hodnot inte-
grované funkce na pfedem zndmé mnoZziné€ miry nula. Nabiz{
se zkusit zajistit, aby dilky v uvaZovanych délenich s repre-
zentanty mély tu vlastnost, Ze kolem bodl takovéto mnoZiny
budou kontrolovatelné malé.
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Kladnou redlnou funkci § na kone¢ném intervalu [a, b]
nazyvame kalibr. Déleni E intervalu [a, b] s reprezentanty &;
nazyvame §—kalibrované, jestliZze pro vSechna i plati

§ —0@) <xio1 =& =x; <& +58(8).

Pro dalSi postup je podstatné ovéfit, Ze ke kazdému ka-
libru § Ize najit n&jaké §—kalibrované déleni s reprezentanty.
Tomuto tvrzeni se iikd Cousinovo lemma a 1ze jej dokdzat
napt. obvyklym postupem opfenym o vlastnosti suprem. Pro
dany kalibr § na [a, b] si ozna¢ime M mnoZinu vSech bodi
x € [a, b] takovych. Ze na [a, x] 1ze §—kalibrované déleni
s reprezentanty najit. Jist¢ je M neprdzdnd a ohranicend a
ma tedy supremum s. Kdyby s # b, pak bychom uméli najit
kalibrované déleni s reprezentantem v s a to vede na spor.

Nynf jiZ mizeme zavést zobecnéni Riemannova integralu
takto:

Definice. Funkce f definovand na kone¢ném intervalu [a, b]
ma Kurzweiltv integral

b
1=/ f(x)dx,

jestlize pro kazdé € > 0 existuje kalibr § takovy, Ze pro kazdé
d—kalibrované dé¢leni s reprezentanty E plati pro pfislusny
Riemanntv soucet Sz odhad |Sz — 1| < €.

6.50. Vlastnosti Kurzweilova integralu. Predné si

. \ povSimnéme, Ze jsme pii definici Kurzweilova
integrdlu jen omezili mnoZinu vSech déleni,
), Pro které Riemannovy soucty bereme v tivahu.
" Pokud tedy bude naSe funkce Riemannovsky
integrovatelnd, musi mit nutné i Kurzweildv integral a tyto
dva integraly jsou si rovny.

Ze stejného divodu miizeme zopakovat argumentaci ve
VéEté 6.24 o jednoduchych vlastnostech Riemannova integralu
a opét overit, Ze se stejné chovd i integral Kurzweildv. Tj., line-
arni kombinace integrovatelnych funkci cf (x)+dg(x) je opét
integrovatelnad a jeji integral je ¢ f: f)dx +d fah g(x)dx
atd. Pfi dikazu je potfeba jen promyslet drobné modifi-
kace pfi diskusi zjemnénych déleni, kterd navic maji byt 5—
kalibrovand.

Podobné 1ze rozsitit pro pripad monoténich posloupnosti
bodové konvergentnich funkci argumentaci ovétujici, Ze li-
mity stejnomérné konvergujici posloupnosti integrovatelnych
funkci f, jsou opét integrovatelné a integralem limity je limita
hodnot integralt f;,.

Véta. Uvaime funkci f na intervalu [a, b, kterd je skoro
vSude nulovad. Pak Kurzweiliiv integral fab f(x)d(x) existuje
a je roven nule.

Dtkaz. Jde o péknou ilustraci myslenky, Ze se miZeme
zbavit vlivu hodnot na malé mnoZiné pomoci chytré volby
kalibru. Ozna¢me si M prisluSnou mnoZinu miry nula, vné
které je f(x) = 0 apiSme My C [a,b], k = 1,..., pro
podmnoZzinu bodd, pro které je k — 1 < |f(x)| < k. Pro-
toZe ma kazdd s mnoZin M) nulovou miru, mizeme ji pokryt
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spocetnym systémem v souctu libovolné malych a po dvou dis-
jukntnich otevienych intervali J; ;. Definujme si nyni kalibr
8(x) pro x € Jyi; tak, aby celé intervaly (x — 8(x), x +§(x))
byly stdle obsazeny v Ji ;. Mimo mnozZinu M pak § dodefinu-
jeme libovolné.

Pro §—kalibrované déleni E intervalu [a, b] pak miZeme
odhadnout pfislu$ny Riemanntiv soucet
n—1

D FED) (i — x0)

n—1

D FED) (s — x)

j=0 j=0
EeM
oo n—1
<D 2| F @G =)
k=1 j=0
& eMy
o0 n—1
< Zk( > m(Jk,,J)
k=1 j=0
& eMy

Pokud tedy pro pfedem zndmé e chceme dosdhnout, aby tento
odhad byl mensi nez e, staCi volit pokryti intervaly J; ; tak,
aby

> €
;m(lk,,-) = o

Pak totiZ v poslednim vyrazu v naSem odhadu miZeme do-
sadit za vnitfni sumu, se&ist geometrickou fadu > 3>, 27 a

dostaneme pravé prozadované €.

Disledek. Kurzweilovskou integrovatelnost dané funkce
f(x) ani hodnotu jejiho integrdalu nezménime, pozménime-li
hodnoty f(x) na mnoziné miry nula.

6.51. Vztah Kurzweilova, Newtonova a Lebesgueova inte-
gralu. K dokoncent ....

absolutné spojité funkce,

vztah neurcitého integralu a antiderivace

intergrace v absolutni hodnoté

Lebesguetv integral
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