KAPITOLA 7

Spojité modely

Jak uispésné zachytit nelinarni zmeény?
— porddné si je linedrné pribliZme...

V této kapitole se budeme snazit podat stru¢né ndznaky,
jak Ize relativné jednoduse pouZzivat nastroje diferencidlniho
a integrdlniho poctu. V jistém smyslu ptlijde o postupy a nd-
stroje podobné, jako jsme jiz vid€li v kapitole tfeti. Jen misto
koneéné rozmérnych vektori budou nase objekty nebo jejich
stavy Casto prezentovany pomoci funkei.

V prvni ¢asti budeme aproximovat funkce pomoci pfedem
pevné zvolenych sad generdtorti. V zdsadé budeme ideové
pokracovat v postupech, které zndme z konce tfeti ¢asti druhé
kapitoly. Poté se budeme zabyvat integrdlnimi operacemi,
tj. linedrnimi operdtory definovanymi na funkcich pomoci
integrovani.

4. Aproximace pomoci Fourierovych iad

7.1. Vzdalenosti funkci. Zvolme si pevné néjaky interval
I = [a, b], konecny nebo nekonecny. Koncept integrovani
miZeme velice intuitivnim zplisobem vyuZit pro vyjadieni
vzdalenosti funkci definované na 7: Pro kazdé dvé (redlné
nebo komplexni) funkce f, g na I zkusime definovat jejich
vzdélenost || f — g|| jako plochu oblasti vymezené mezi jejich
grafy, tj.

b
If — gl =/ 1) — g(oP dox.

Samoziejmé je tieba predpoklddat, Ze tento Riemanntyv inte-
gral existuje. Velikost || f|| funkce f je pak jeji vzdalenost od
funkce nulové, tj.

b
T =/ 1) dx.

Pro jednoduchost budeme pracovat s mnoZinou § =
Sla, b] omezenych a po ¢astech spojitych redlnych funkci
na I, ale dvahy lze rozsifovat podle potfeby (Casto ale za cenu
znacné technické ndmahy).

Z nami jiz dokazanych vlastnosti integrovani je okamzité
vidét, Ze S je vektorovy prostor a Ze nami praveé uvazovand
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KAPITOLA 7. SPOJITE MODELY

velikost je odvozena z dobie definovaného symetrického bili-
nedrniho zobrazeni

b
(frg) = / FG)g(x) dx,

které ma vSechny vlastnosti skaldarntho soucinu. V
kone¢nérozmérném piipad€ jsme takto definovali velikost
vektorl v odstavci 2.40. Nynf je to naprosto stejné a pokud
zuzime nasi definici na vektorovy prostor generovany nad
redlnymi Cisly jen konecné mnoha funkcemi fi, ..., fi,
dostaneme opét dobie definovany skaldrni soucin na tomto
kone¢nérozmérném vektorovém podprostoru.

Jako piiklad uvazme funkce f; = x'i=0,..., k Jimi
je v S generovan (k + 1)-rozmérny vektorovy podprostor
Ry [x] vSech polynomi stupné nejvyse k. Skaldrni soucin
dvou takovych polynomt je ddn integralem. Kazdy polynom
stupné nejvyse k je vyjadfen jednozna¢nym zptisobem jako
linearni kombinace generatord fy, ..., fi. Pokud by navic
nase generdtory mély tu vlastnost, Ze

0 proi #j

(7. U fd =10 il

jde o tzv. ortonormalni bdzi. Pripomenime si v této souvis-
losti proceduru Grammovy—Schmidtovy ortogonalizace, viz
2.42, kterd z libovolného systému generdtord f; vytvoii nové
ortogondlni generdtory g; téhoZ prostoru, tj. (g;, g;) = 0 pro
vSechny i # j. Spocteme je pfitom postupné jako g; = fi a
formulemi
g1 = ferr targr +---+aege, ai= —%
1

prof > 1.

Aplikujme tuto proceduru na prvnf tfi polynomy 1, x, x
na intervalu [—1, 1]. Dostaneme g; = 1,

2

1 1
g2=x—w/ x-ldx - 1=x—-0=x
1

-1

1 ! 1 !
g3 = x> — 2/)cz-lcix~1— z/xz-xdx~x
lgill* J-1 lg2117 J-1

—xo L
3
Prislusnd ortogondlni bize prostoru R,[x] na intervalu
[—1,1] je tedy 1,x,x* — 3. Normalizaci, tj. vhodnym
ndsobenim skaldrem tak, aby prvky v bazi mély velikost
jedna dostaneme ortonormdlni bazi

[1 /? 1\F 5
= — = — = —. /= —1).
hy > ha 2% hs3 2 2(3x )

Takovym ortonormdlnim generdtorim R;[x] se fikd Legen-
dreovy polynomy.

7.2. Ortogonalni systémy funkeci. Pfipomenme si vy-
hody, které ortonormdlni baze podprostorii mély pro
koneénérozmérné vektorové prostory. MiiZeme pokracovat v
ptredchozim prikladu polynomi a uvazovat tfeba V = Ry[x]
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KAPITOLA 7. SPOJITE MODELY

pro libovolné £ > 2. Pro libovolnou funkci 4 € V bude
funkce

H = (h, h)hy + (h, ha)ho + (h, h3)h3

jednoznacné urcenou funkci, kterd minimalizuje vzdalenost
|lh — H | mezi vSemi funkcemi v R;[x]. Koeficienty pro nej-
lepsi aproximaci zadané funkce pomoci funkce z vybraného
podprostoru je mozné tedy ziskat prosté integraci.

Uvedeny piiklad podbizi ndsledujici zobecnéni: KdyZ pro-
vedeme proceduru Grammovy—Schmidtovy ortogonalizace
pro vSechny monomy 1, x, x2, ..., tj. pro spocetny systém
generdtort, co z toho vznikne? Nebo jesté obecnéji — co se
stane, kdyZ zvolime dplné libovolny spocetny systém linedrné
nezavislych funkei v S takovy, Ze kazdé dvé riizné z nich maji
nulovy skaldrni sou¢in? Takovému systému funkci na inter-
valu [ fikdme ortogondlni systém funkci. JestliZe jsou vSechny
funkce f, v posloupnosti po dvou ortogondlni a zdrovei je
pro vSechna n velikost || f,,|| = 1 normovand, hovofime o
ortonormdlnim systému funkci.

Nechf tedy tvoii posloupnost funci f, ortogondlni sys-
tém po ¢dstech spojitych funkei na intervalu I = [a, b] a
predpokladejme, Ze pro konstanty ¢, konverguje fada

F(x)=> cufy

n=1
stejnomérné na /. Pak snadno vyjadiime skalarni soucin
(F, fu) po jednotlivych s¢itancich (viz Dusledek 6.43) a do-
staneme

00 b
(F f) = cu / ) fu@) dx = e, 1]

m=1
Mdme tedy tusent, v jakou pfiblizné odpovéd'je mozné doufat,
a docela piehledné ndm ji skutecné dava nésledujici véta:

7.3. Véta. Necht f,, n = 1,2, ..., je ortogondlni posloup-
nost funkci Riemannovsky integrovatelnych na I = [a, b] a
necht g je libovolna funkce Riemannovsky integrovatelnd na
1. Oznacme

b
e = IIfnllfz/ Ja(x)g(x)dx.

(1) Pro libovolné pevné n € N ma ze vsech linedrnich
kombinaci funkci fi, ..., fu nejmensi vzddlenost od g vyraz

hy =" ci fi(x).
i=1

(2) Rada ¢isel > 2l full? vidy konverguje a plati

n=1"n
o0
2 2 2
> hIP < gl
n=1

. o oo k
(3) Vzdalenost g od astecnych souctii sy = D ,_; Cu fu
Jjde v limité k nule, tj.

lim g — s |* =0,
k—00
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tehdy a jen tehdy, kdyZ

D lfl? =gl

n=1

Jesté nez se pustime do dikazu, zkusime lépe poro-
zumét vyznamu jednotlivych tvrzeni této véty. Protoze pra-
cujeme s Gplné libovolné zvolenym ortogondlnim systémem
funci, nemiiZeme ocekdvat, Ze 1ze dobfe aproximovat jakou-
koliv funkci pomoci linedrnich kombinaci funkci f;. Napft.
kdyz se omezime u ortogonalnich polynomi pouze na sudé
stupné, urcité budeme dobfe aproximovat pouze sudé funkce.
Nicméné hned prvni tvrzeni ndm fik4, Ze vZdycky budeme do-
sahovat nejlepsi mozné aproximace ¢astecnymi soucty. Druhé
a tfetf tvrzeni pak miZeme vnimat jako analogii ke komym
primétim do podprostort vyjadfenych pomoci soufadnic.
Skute¢né, Ze pokud k dané funkci g bodové konverguje fada
F(x) = 22, cu fu, pak je funkce F(x) kolmym primétem
g do vektorového podprostoru vsech takovychto fad.

Na druhé strané ale naSe véta neiikd, Ze by ¢astecné soucty
uvazované fady musely bodové konvergovat k néjaké funkei.
Tj. fada F'(x) nemusi byt obecné konvergentni ani v piipadé,
kdy nastane rovnost v (3). Pokud ale napf. existuje kone¢nd
hodnota > 7 | |¢;| a viechny funkce f;, jsou stejnom&rn& ome-
zené na [, pak zfejmé fada F'(x) konverguje v kazdém x.

DUkaz. Zvolme libovolnou linedrni kombinaci f =
Zﬁzl ay fn a spoctéme jeji vzdalenost od g. Dostdvame

k b k 2
||g—Za,,fn||2=/ (g—Za,,f,,) dx
n=1 a n=1
b bk b k 2
:/ gzdx—Z/ Zanfngdx+/ (Zanf,,) dx
a 4 p=1 a n=1
k k
=lgl* =2 anca + D_ayll full?
n=1 n=1

k
2 2 2_ 2
= 181? + D I fallP((cn — @) = c2).
n=1
Evidentné lze posledni vyraz minimalizovat pravé volbou
a, = ¢, atim je prvni tvrzeni dokdzano.
Dosazenim této volby dostdvame tzv. Besselovu identitu

k k

2 2 2 2

lg =D enful® = lgl* = D_ 2l full®,
n=1 n=lI

ze které okamzité diky nezdpornosti levé strany vyplyva tzv.
Besselova nerovnost

k
> ENfIP < gl
n=1
Tim je dokdzdno druhé tvrzeni, protoZe kazda neklesajici a
shora omezend posloupnost redlnych ¢isel ma limitu (a je ji
supremum celé mnoziny hodnot prvkid posloupnosti).
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Jestlize v Besselové nerovnosti nastane rovnost, hovofime
o tzv. Parsevalové rovnosti. Pfimo z definic vyplyva nyni
tvrzeni (3).

Ortonogondlni systém funkci nazveme #iplny ortogondlni
systém na intervalu I = [a, b], jetliZe plati Parsevalova rov-
nost pro kazdou funkci g s kone¢nou velikosti || g|| na tomto
intervalu.

7.4. Fourierovy fady. Predchozi véta naznacuje, Ze umime
se spocetnymi ortogondlnimi systémy f,, funkci pracovat ve-
lice podobné jako s kone¢nymi ortogondlnimi bazemi vekto-
rovych prostort, jsou tu ale zasadni rozdily:

e Neni snadné Fici, jak vypadd cely prostor konvergent-
nich nebo stejnomérné konvergentnich fad F(x) =
Zi] Cn fu-

e Pro danou integrovatelnou funkci umime najit jen nejlepsi
mozné pribliZeni takovou fadou F (x).

V piipadé, Ze misto ortonogondlniho systému f, mame
systém ortonormadlni, jsou formulky ve vét€ o néco jednodussi,
7adné dalsi zlepSeni ale nenastane.

Jako pé€kny priklad na integrovani lze elementarnimi me-
todami ovéfit, Ze systém funkci

1, sinx, cosx, sin2x, cos2x, ..., sinnx, COSnXx, ...

je ortogondlni systém na intervalu [—m, 7] (a také na kte-
rémkoliv jiném intervalu o délce 27r). Rady z predchozi véty
odpovidajici tomuto systému nazyvame Fourierovy rady. |
v obecném piipadé diskutovaném vySe se nékdy hovoii o
obecnych Fourierovych faddch vzhledem k ortogondlnimu
systému funkei f,. Koeficienty ¢, se pak nazyvaji Fourierovy
koeficienty funkce f.

Na intervalu [—m, 7] jsou velikosti vSech funkci kromé
prvni vzdy /7, prvni mé velikost ~/27. Lze dokézat, e nas
systém funkeci je Uplnym ortogondlnim systémem, nebudeme
to zde ale dokazovat. Ve smyslu vzdélenosti funkci defino-
vané pomoci naseho skaldrniho soucinu proto budou ¢aste¢né
soucty Fourierovy fady F(x) pro libovolnou funkei g(x) s
kone¢nym integralem fa b g(x)*dx, tj.

oo
F(x) = % + ;(an cos(nx) + b, sin(nx))
s koeficienty
T

1 1 ["
a, = — g(x)cos(nx)dx, b, = —/ g(x)sin(nx) dx,
T T )

J =T
vzdy konvergovat k funkci g(x).

Z obecnéjsich tvah lze dovodit, Ze z konvergence v tomto
smyslu vZdy vyplyva bodova konvergence ¢dstecnych souctt
ve skoro vSech bodech x € I. Nebudeme zde ale ani vysvétlo-
vat, co znamenad ,,skoro vSechny“, ani nebudeme takovy vy-
sledek dokazovat.

Jako pfiklad Fourierovy fady si uvedeme Fourierovu fadu
pro periodickou funkci vzniklou z Heavisideovy funkce zui-
Zenim na jednu periodu. Tj. naSe funkce g bude na intervalu
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[—m, 0] rovna —1 a na intervalu [0, 7r ] bude rovna 1. Protoze
jde o funkci lichou, jist¢ budou vSechny koeficienty u funkci
cos(nx) nulové, a pro coeficienty u funkef sin(nx) spocteme

1 [ 2 (7 2
b, = —/ g(x)sin(nx)dx = —/ sin(nx) dx = —(1—(=1)").
T J_x T Jo ni
Vyslednd Fourierova fada je tedy tvaru
4 ( . | 1.
g(x) = —|sin(x) + 3 sin(3x) + 3 sin(5x) + ...
bid

a soucet jejich prvnich péti a prvnich padesati ¢lenti je na
ndsledujicich dvou obrdzcich.

Vsimnéme si, Ze se zvySujicim se poétem ¢lent fady se vy-
razné spresiiuje aproximace s vyjimkou stdle se zmensujictho
okolf bodu nespojitosti, na némz je ale maximum odchylky
stdle zhruba stejné. Je to obecnd vlastnost Fourierovych fad,
které se fikd Gibbstv jev. Pov§imnéme si také, Ze v samot-
ném bodé nespojitosti je hodnota aproximujici funkce pravé
v poloviné mezi limitami zprava a zleva pro Heavisideovu

funkeci.
t=2. t=24.
s 1%
0,51
vvvvvv B
-4 2 1 2 4
E X
-0,51
Iwmmmwm% VA

Samoziejmé nelze ocekdvat, Ze by konvergence Fourie-
rovych fad pro funkce g s body nespojitosti mohla byt stej-
nomérnd (to by totiZ g musela byt coby stejnomérnd limita
spojitych funkci sama spojitd!).

Bez podrobného dtikazu si uvedeme ndsledujici vétu po-
dévajici uceleny obrdzek o bodové konvergenci Fourierovych
fad. Nejde o nutné podminky konvergence a v literatufe lze
najit fadu jinych formulaci. Tato je ale jednoduchd a postihuje
velké mnozstvi uzite¢nych piipadu.

Véta. Necht g je po cdstech spojita a po cdstech monotonni
funkce na intervalu [—x, 7). Pak jeji Fourierova fada F (x)
konverguje na [—m, 7] a jeji soucet je
e roven hodnoté g(xg) v kazdém bodé xy € [—m, ], ve
kterém je funkce g(x) spojitd,
e v kazdém bodé nespojitosti x funkce g(x) roven

l( lim+ g(x) + lim g(x)),

2 X=X, X=X
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e v krajnich bodech intervalu [—m, ] je roven

1
2 \x

lim+ g(x)+ lim g(x)).

——7

Pokud navic je funkce g(x) spojitd, periodicka s periodou 21
a vsude existuje jeji po cdstech spojitd derivace, pak konver-
guje jeji Fourierova rada stejnomérné.

7.5. Wavelety. Fourierovy fady a dalsi z nich vychdzejici na-
stroje jsou vyuZivany ke zpracovani rtiznych signdldi, obrazkt
apod. Povaha pouZitych periodickych goniometrickych funkc{
a jejich prosté Skdlovani pomoci zvétSujici se frekvence za-
rovent omezujf jejich pouZitelnost. V. mnoha oborech proto

Xive

vyvstala pfirozend potfeba nalézt Sikovnéjsi tplné ortogo-
nalni systémy funkci, které budou vychdzet z pfedpokladané
povahy dat a které bude moZné efektivnéji zpracovdvat.
Takovy systém se lze napiiklad vytvorit volbou vhodné
spojité funkce 1 s kompaktnim nosi¢em, ze které sestrojime
spocetné mnoho funkei ¥;;, j, k € Z, pomoci dyadickych

translaci a dilataci:

Vi) =272y 2 x — k).
Pokud tvar matefské funkce 1 dobfe vystihuje mozné chovan{
dat, a zdroveti jeji potomci v j tvoii iplny ortogondlni systém,
pak se zpravidla dobie dafi konkrétni zpracovavany signdl
aproximovat pomoci jen nékolika mdlo funkei.

Nebudeme zde zachdzet do podrobnosti, jde o mimoradné
zivy smér vyzkumu i zdklad komerc¢nich aplikaci. Zdjemce
snadno najde spoustu literatury. Na obrdzku je ilustrovdna tzv.
Daubechies matefskd wavelet D4(x) a jeji dcera D4(273x —

1.

o

i1 e P
o
3
&
3

5. Integralni operatory

7.6. Integralni operatory. V piipad€ kone¢nérozmérnych
vektorovych prostorti jsme mohli vnimat vektory jako zob-
razeni z kone¢né mnoziny pevné zvolenych generatord do

Yy

prostoru soufadnic. Nejjednodussi linedrni zobrazeni zobra-
zovala vektory do skaldrQ (tzv. linedrni formy) a byla defi-
novédna pomoci jednofddkovych matic jako soucet soucint
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téchto soufadnic s pevné zvolenymi hodnotami na genera-
prostoru pak byla obdobné¢ zaddna maticemi. Velice podobné
umime pfistoupit k linedrnim operacim na prostorech funkei.

V piipadé vektorového prostoru S vSech po ¢astech spo-
jitych funkci na intervalu I = [a, b] se linedrni zobrazeni
S — R nazyvaji (redlné) linedrni funkciondly. Jednoduse
je miZeme zadat dvéma zpisoby — pomoci vycisleni funkce
(pripadné jejich derivaci) v jednotlivych bodech nebo pomoci
integrovani. Pfikladem funkciondlu L tedy mtiZe byt vycisleni
v jediném pevném bodé x, € 1

L(f) = f(x0)

integralni funkciondl pak je zaddn pomoci pevné zvolené
funkce g(x)

b
L(f) = / f@)g @) dx.

Funkce g(x) zde hraje roli vdhy, se kterou pii definici Rie-
mannova integralu bereme jednotlivé hodnoty reprezentujic{
funkci f(x). Nejjednodussim piikladem takového funkcio-
nélu je samoziejmé Riemanntv integrdl samotny, tj. piipad s
g(x) = 1 pro vSechny body x. Dobrou predstavu dava také
volba

je-li |x| > a

je-li |x| < a.

0
gy =94 1 i
e,\'“*(l“ a

To je funkce hladkd na celém R s kompaktnim nosiéem v
intervalu (—a, a), viz 6.6. V bodé x = 0 md pfitom hodnotu
jedna. Integrdlni funkciondl

b
Ly(f) = / Fg(y — x) dx

je mozné vnimat jako ,,rozmlZené zprimérovani“ hodnot
funkce f kolem bodu x = y (obrazek funkce g je v 6.6 —
ve svém stifedu md hodnotu jedna a hladkym monotonnim
zplisobem se plynule pfimkne k nule ve vzddlenosti a na
obé¢ strany). Jesté lepsi volbou je z tohoto pohledu libovolna
funkce g jejiz integral pies celou redlnou osu je jednicka.

7.7. Konvoluce funkei. Pohled na integrdlni funkciondl L,
jako na zpriimérované chovéni funkce f v okoli daného bodu
je nazornéjsi pro piipad nevlastnich mezi integrdlu a = —oo,
b = oo. Misto prostoru S vSech po ¢astech spojitych funkci na
R budeme uvazovat po ¢dstech spojité a v absolutni hodnoté
integrovatelné funkce f v roli argumentu pro nas funkcio-
nal. Volny parametr y miZe byt vniman jako nova nezavisld
proménnd a naSe operace tedy ve skutecnosti zobrazuje funkce
opét na funkce f +— V&

FOo) = Ly(f) = / £y — x) dx.

Této operaci se fikd konvoluce funkci f a g, znac¢ime ji f * g.
Vétsinou se konvoluce definuje pro redlné nebo komplexni
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funkce s kompaktnim nosi¢em na celém R. Pomoci transfor-
mace t = z — x se snadno spocte

(f*g)(2) =/ f)gz—x)dx = —/7 fz—t)g(t)dt

je tedy konvoluce coby bindrni operace na dvojicich funkei s
kompaktnimi nosic¢i komutativni.

Konvoluce je mimofddné uZite¢ny ndstroj pro modelo-
vani zpisobu, jak miZeme pozorovat experiment nebo jak se
projevuje prostfedi pfi pfenosu informaci (napf. analogovy
audio nebo video signdl ovliviiovany Sumy apod.). Argument
f je prendSenou informaci, funkce g je volena tak, aby co
nejlépe vystihovala vlivy prostfedi ¢i zvoleného technického
postupu.

Konvoluce jsou jednim z mnoha piipadl obecnych inte-
grélnich operdtori na prostorech funkc{

b
K(H)(y) = / FEOk(y. x) dx

s jddrem danym funkci dvou proménnych k : R?> — R.
Defini¢ni obor takovych funkciondli je nutné vzdy volit s
ohledem na vlastnosti jadra tak, aby vZdy existoval pouzity
integral.

7.8. Fourierova transformace. Teorie integrdlnich opera-
tord s jadry a rovnic, které je obsahuji je velice uZitecnd a
zajimava zdaroveni, bohuzel pro ni zde ted ale nemdme dost
prostoru. Zaméiime ted alespon na jeden mimotadné dilezity
pripad, tzv. Fourierovu transformaci JF, kterd uzce souvisi s
Fourierovymi fadami. Pfipomenme si zdkladni formuli pro
parametrizaci jednotkové kruZnice v komplexni roviné s rych-
losti obihdni w = 27/ T, kde T je ¢as jednoho obéhu:
e’ = coswt + i sinwt.

Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(#) miZeme spocist
jejf tzv. komplexni Fourierovy koeficienty jako komplexni
cisla

1 72 _

= — ft)e " dt.

T Jorp
Pritom plati vztahy mezi koeficienty a, a b, Fourierovych
fad (po pfepoctu formuli pro tyto koeficienty pro funkce s
obecnou periodou délky 7') a témito Cisly ¢,

Cn = %(an - lbn)s Cn= %(an + lbn)

a pfi redlném f jsou samoziejmé ¢, a c_, komplexné kon-
jugované. Oznacéime-li w, = wn, bude tedy piivodni funkce
f () s konvergujici Fourierovou fadou rovna

o0
fy= > cpe.
n=—0o0
Pti pevné zvoleném 7T vyjadfuje vyraz Aw = 2m /T pravé
zménu ve frekvenci zpisobenou ndrustem 7 o jednicku. Je to
tedy pravé diskrétni krok, se kterym pii vypoctu koeficienti
Fourierovy fady ménime frekvence. Koeficient 1/ 7" u formule

= (gxf)(2),
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pro ¢, je pak roven Aw/2m, takze mizeme fadu pro f ()
pfepsat jako

Sl | T/2 _ .
f(t) = Z 7<Aw f(x) e_’wnX dxelw,,t).

2z -T2

n=—0oo

Predstavme si nyni hodnoty w, pro vSechna n € 7Z jako
vybrané reprezentanty pro malé intervaly [w,, w,+1] 0 délce
Aw. Pak nas vyraz ve vnitfni velké zdvorce v posledn{ formuli
pro f(t) ve skutecnosti vyjadfuje s¢itance Riemannovych
souctli pro nevlastni integral

1 o .
—/ g e dw
27 J_oo

kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty
7/2 )
g(@n) = fxye™ ™ dx.
-T/2

Predpoklddejme, Ze nase funkce f je integrovatelnd v abso-
lutni hodnoté pies celé R. Pak miZzeme limitné piejit 7 — oo
a dojde ke zejmnovani normy A nasich intervali. Zaroven
se dostaneme v poslednim vyrazu k integralu

¢(@) = / Fye o dx.

Miizeme tedy polozit pro (kaZdou v absolutni hodnoté
Riemannovsky integrovatelnou) funkci f na R

~ 1 0o )
‘F(f)(a)) = f(a)) = E/ f(l) e—lwt dt.

Této funkci f Fikdme Fourierova trasnformace funkce f.
Prechozi dvahy pak ukazuji, Ze pro ,,rozumné* funkce f ()
bude také platit

o =F"He) = fl@)e do.

] [o¢]
BV 2w \/—oo
Tim fikdme, Ze existuje k pravé definované Fourierové trans-
formaci F inverzni operace F !, které fikdme inverzni Fou-
rierova transformace.

Vsimnéme si, Ze Fourierova transformace a jeji inverze

jsou integralni operdtory se skoro shodnym jadrem k(w, t) =
+iowt
e,

7.9. Vlastnosti Fourierovy transformace. Fourierova
transformace zajimavym zptsobem pievraci lokdlni a
globdlni chovéni funkci. Za¢néme jednoduchym piikladem,
ve kterém najdeme funkci f(z), kterd se ztransformuje na
charateristickou funkci intervalu [—€2, 2], j. f (w) = 0 pro
lw| > Qa f =1pro|w| < K. Inverzni transformace F~!
ndm dava

f(t) ! /Q iwt d 1 |: 1 i(ut]Q 2 1
= — e w=——|—c¢ = —
V2 J—q V2 Lit _a  N2mt2i
= sin(27).
Tt
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Piimym vypoctem limity v nule (L"Hospitalovo pravidlo)
spoéteme, Ze f(0) = 2Q(2m)~'/2, nejblizii nulové body
jsou vt = £m/Q a funkce pomérné rychle klesd k nule
mimo pocatek x = 0. Na obrdzku je tato funkce zndzornéna
zelenou kiivkou pro Q = 20. Zdroveii je vynesena ¢ervenou
krivkou oblast, ve které se s rostoucim €2 nase funkce f(z)
stdle rychleji ,,vIni*.

Omega=(20.000

V dal§im pfikladu spoc¢téme Fourierovu transformaci de-
rivace f'(¢) pro né&jakou funkci f. Pro jednoduchost pied-
pokladejme, Ze f ma kompaktni nosic, tj, zejména F(f’) i
F(f) skutecné existuji a pocitejme metodou per partes:

F(f)(w) = e dt

1 o0
=,
! [e—iwt f()]™. + i /OO F()e ' dr
= —lw _—
V27 V2 )
=ioF(f)(w)

Vidime tedy, Ze Fourierova transformace prevadi (infinitesi-
mélni) operaci derivovéni na (algebraickou) operaci prostého
ndsobeni proménnou. Samoziejmé miiZeme tento vzorec ite-
rovat, tj.

F(f" @) = —*F(f), ..., F(f™) = i"o"F(f).

Dals$i mimorddné dileZitou vlastnosti je vztah mezi kon-
volucemi a Fourierovou transformaci. Spoc¢téme, jak dopadne
transformace konvoluce 4 = f * g, kde opét pro jednodu-
chost pfedpokldddme, Ze funkce maji kompaktni nosice. Pfi
vypoctu prohodime pofadi integrovandni, coz je krok, ktery
ovéfime teprve v diferencidlnim a integralnim poctu pozdéji,
viz 8.25. V dalsim kricku pak zavedeme substituci r —x = u.

F(h)(w) = \/%/w (/oo F)gt —x) dx) e ' dr
= \/%/: f(x)([:g(t —x)e i dt) dx
= \/%/ﬂo f(x)([mg(u) g i@t du) dx

= \/%—n(/oo flx)yeiex dx) - (/°0 g(u)e du)
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=21 F(f) - F(g)

Podobny vypocet ukazuje i obrdcené tvrzeni, Ze Fourierova
transformace soucinu je, aZ na konstantu, konvoluce transfor-
maci.

1
Vam
Jak jsme si uvadéli vySe, konvoluce f * g velice Casto mode-
luje proces naseho pozorovani néjaké sledované veliCiny f.
Pomoci Fourierovy transformace a jejf inverze nyni mtizeme
snadno rozpoznat pivodni hodnoty této veli¢iny, pokud zndme
konvolu¢ni jadro g. Prosté spocteme F(f * g) a podélime
obrazem F(g). Hovofime o dekonvoluci.

Vratme se nyni je$té k prvnimu piikladu s inverzni
transformaci k charakteristické funkci fq intervalu [—2, 2].
Zkusme provést limitni pfechod pro €2 jdouci k nekone¢nu a
oznaéme /278 (r) kyZenou limitni ,.funkei® pro F~1( fo)(1).
Pro soucin s libovolnym obrazem F(g) plati

F(f-g= F(f)* F(g).

] o0
Fl(fo- F)@) = E/ gOF ' (fo)z —n)dr.

Pii Q — oo piejde vyraz nalevo k F~'(F(g))(z) = g(2),
zatimco napravo dostdvame

g2 =/ g(0)8(z — 1) dt.

Nase hledana §(z) tedy vypada na ,,funkci®, kterd je vSude
nulovd, kromé jediného bodu # = 0, kde je tak ,,nekonecnd*,
Ze integrovanim jejiho soucinu s libovolnou integrovatelnou
funkef g dostaneme pravé hodnotu g v bodé ¢+ = 0. Neni to
samozfejmé funkce v nasem smyslu, nicméné jde o objekt
&asto pouZivany. Rikd se ji Diracova funkce 8 a korektng ji
lze popsat jako tzv. distribuci. Z nedostatku ¢asu nebudeme
distribuce podrobnéji rozebirat a omezime se na konstatovéni,
Ze si l1ze dobre Diracovo & predstavit jako jednotkovy impulz
v jediném bodé. Fourierova transformace jej pak pretransfor-
muje na konstantni funkci F(8)(w) = \/% Naopak mnohé
funkce, které nejsou integrovatelné v absolutni hodnoté na R
transformuje Fourierova transformace na vyrazy s Diracovym
8. Napt.

F(cos(nt))(w) = \/g(zS(n —w) +§(n + w)).

7.10. Poznamky o dalSich transformacich. Pokud pou-
Zijeme Fourierovu transformaci na lichou funkci f(7), tj.
f(—t) = —f (1), ptispévek integrace soucinu f(¢) a funkce
cost se pro kladnd a zdpornd ¢ vyrusi. Dostaneme proto
pfimym vypoctem

F(f) () = % / " @) sinwr dr.
0

Vyslednd funkce je opét lichd, proto ze stejného diivodu i
inverzni transformaci Ize spocist obdobné. Vynechdnim ima-
gindrni jednotky i dostdvdme vzdjemné inverzni transformace,
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kterym se fikd Fourierova sinusova transformace pro liché
funkce:

fA‘(a)):\/z/oo f®)sinwtdt, f(1) =\/§/wﬂ(t)sinwtdt.
T Jo T Jo

Obdobné se definuje Fourierova cosinova transformace pro
sudé funkce.

Fourierovu transformaci nelze dobfe vyuZit pro funkce,
které nejsou integrovatelné v absolutni hodnot& pfes celé
R (minimélné nedostdvdme opravdové funkce). Laplaceova
transformace se chova docela podobné jako Fourierova a tuto
vadu nema:

L(f)s) = f(s) = / f(ye™ du.
0

Integralni operdtor £ mad velice rychle se zmensujici jadro,
proto bude existovat L(p(t)) napiiklad pro kazdy polynom
p a vSechna kladnd s. Obdobné jako pro Fourierovu trans-
formaci dostaneme prostym vypoctem per partes vztah pro
Laplaceovu transformaci derivované funkce pfi s > 0:

Lf'(1))(s) =/ flye™ dt =[f(t)e‘”]8°+s/ fye™ dt
0 0
=—F(0) +sL(f)(s).

Vlastnosti Laplaceovy transformace a fadu dal$ich zejména v
technické praxi pouzivanych transformaci je mozné snadno
dohledat v literatufe.
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