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Podminky vyuky

Podminky pro absolvovéani predmétu

Povinnosti pfed astni zkouskou:
@ Odevzdat alespon 10 domaécich aloh z celkovych 13.
@ Za priibézné tfi pisemné testy a tlohy ziskat alespon 10 bodu z
20 moznych — lze: 2 body za domaci alohy, pokud bude

uznano alespon deset z nich, 6 bodi za kazdy jednotlivy test
(v poslednim jesté s bonusovymi 2 body navic).



Jak moc potrebujeme funkci?
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Jjaké funkce potrebujeme pro nase modely?
— poradny zvérinec...



Jak moc potrebujeme funkci?
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V tomto semestru budeme budovat nastroje pro modelovani
zavislosti, které nejsou ani linearni ani diskrétni.

Nékdy je to pfimo zamér i potfeba (tfeba u modeld fyzikalnich
jevi), jindy je to vhodné priblizeni diskrétniho modelu (tfeba u
ekonomickych nebo populaénich modeli), v kazdém pripadé to
byva jediny nastroj pro studium robustnosti numerickych vypocti a

odhad chyb.



Jak moc potrebujeme funkci?
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Budeme pracovat s funkcemi R — R (realné funkce realné
proménné) nebo R — C (komplexni funkce realné proménné),
pripadné s funkcemi Q@ — Q (funkce jedné racionalni proménné s
racionalnimi hodnotami) apod. Vétsinou pijdou nase zavéry snadno
rozsifit na pfipad s vektorovymi hodnotami nad stejnymi skalary, ve
vykladu se ale zpravidla omezime jen na pfipad realnych Cisel,
pfipadné komplexnich Eisel.

Cim vétsi tfidu funkci pfipustime, tim obtizné&jsi bude vybudovat
nastroje pro nasi praci. Cilem nasich prvnich dvou kapitol
matematické analyzy bude proto explicitné zavést nékolik typt
elementarnich funkci, implicitné popsat vice funkci a vybudovat
standardni nastroje pro praci s nimi. Souhrnné se tomu fika
diferencialni a integralni pocet jedné proménné.

Zabere nam to vice nez polovinu semestru. . .
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Polynomy

Skalary umime scitat i nasobit a tyto operace spliuji fadu
vlastnosti, které jsme vyjmenovali hned na zacatku minulého
semestru. Polynomem nad okruhem skalart K rozumime zobrazeni
f : K — K dané pro kazdé x € K vyrazem

x = f(x) = apx" + an_1x"L 4 -+ aix + ag,

kde a;, i =0,...,n, jsou pevné zadané skalary, nasobeni je
znazornéno prostym zietézenim symboli a ,,+" oznacuje scitani.
Pokud je a, # 0, fikdme, ze polynom f je stupné n. Stupen
nulového polynomu neni definovan.

Skalary a; oznacujeme jako koeficienty polynomu 7. Polynomy
stupné nula jsou konstantni nenulova zobrazeni x — ag.
Algebraicky jsou polynomy definovany jako formalni vyrazy f(x), tj.
jako posloupnosti koeficientil ag, a1,... s koneéné mnoha
nenulovymi prvky. Jsou tyto pristupy ekvivalentni?.
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Je snadné ovérit, ze polynomy nad okruhem skalari tvori opét
okruh, kde nasobeni a s¢itani je dano operacemi v pavodnim
okruhu K pomoci hodnot polynomii. Pfipomente si pfi této
prilezitosti vlastnosti skalarii a ovérte!

Je-li K pole s nekonecné mnoha prvky, pak dva polynomy f a g
Jjsou si rovny jako zobrazeni, pravé kdyz maji shodné koeficienty.

Uvédomme si, ze u koneénych poli samozrejmé takové tvrzeni
neplati. Uvazte napf. polynom x2? + x nad Z,.



Diikaz.

Nad kazdym polem skalart funguje déleni polynomi se zbytkem, tj.
pro polynomy f stupné n a g stupné m, existuji jednoznaéné urcené
polynomy g a r takové, Ze stupen r je mensi nez m nebo je r =0 a
f=q-g+r.

Je-li pro n&jaky prvek b € K hodnota f(b) = 0, pak to znamena, ze
v podilu f(x) = g(x)(x — b) + r musi byt r = 0. Jinak by totiz
nebylo mozné dosahnout f(b) = q(b) - 0 + r, kde stupen r je
nulovy. Rikame, Ze b je kofen polynomu f.

Stupen g je pak pravé n — 1. Pokud ma g opét koren, miizeme
pokraCovat a po nejvyse n krocich dojdeme ke konstatnimu
polynomu. Dokazali jsme tedy, ze kazdy nenulovy polynom nad
polem K ma nejvyse tolik korent, kolik je jeho stupen. Odtud jiz
snadno dovodime i nasledujici pozorovani:

Predpokladejme f = g, tj. f — g = 0 jako zobrazeni. Polynom

(f — g)(x) tedy ma nekonecné mnoho kofend, coz je mozné pouze
tehdy, je-li nulovym polynomem. O
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Interpolacni polynom

Casta prakticka tloha zni ,zadejte formuli pro funkci, pro kterou

mame zadany hodnoty v pfedem danych bodech xg, ..., x,".
Pokud by 3lo o nulové hodnoty, umime pfimo zadat polynom

f(x)=(x—x0)(x —x1)...(x = xn),

ktery bude mit nulové hodnoty pravé v téchto bodech a nikde jinde.
To ale neni jedina odpovéd, protoze pozadovanou vlastnost ma i
nulovy polynom. Ten je pfitom jediny s touto vlastnosti ve
vektorovém prostoru polynomii stupné nejvyse n. Ve skutecnosti
jsme dokazali pred chvili, ze nenulovy polynom stupné n, nema
nikdy vice nez n nulovych bodii.
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Theorem

Necht K je nekoneéné pole skalarti, pak pro kazdnou mnozinu po
dvou riiznych bodii xg, . .., x, € K a predepsanych hodnot

Y0, - - -, ¥n € K existuje pravé jeden polynom f stupné nejvyse n
(pripadné nulovy polynom), pro ktery plati

f(x)=yi, i=0,...,n.

Dikaz.

Protoz uz vime, Ze existuje nejvyse jeden polynom stupné n s
predepsanymi n + 1 hodnotami y; v réiznych bodech xg, ..., x,,
staci sestrojit takovy polynom. To ale neni tézké, staci pracovat s
polynomy

Hj;éi(x =%
Hj;éi(xf —x)

Hledany polynom je f(x) = yolo(x) + y1l1(x) + - - - + yaln(x). [

li(x) =




[eleelele] Jlole}
Dosazenim pozadovanych hodnot do polynomu s neznamymi

koeficienty dostaneme systém n + 1 rovnic pro stejny pocet
neznamych koeficient a;

ag + xp0a1 + -+ (x0)"an = »o

a + xpay + -+ (Xn)nan = Yn-

Jak je dobfe znamo z linearni algebry, tento systém linearnich
rovnic ma pravé jedno feseni pokud je determinant jeho matice
invertibilni skalar, tj. pokud je nenulovy. Dokazali jsme proto
nenulovost tzv. Vandermondova determinantu

1 xo (xo)z oo (x0)" X
1 x1 (x cee ()" =z
V(xo,...,xn) = det : :1 ( 1) ( 1) = H (Xi—xx)-

' ) i>k=0
1 xp (xn)° oo (x2)"
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Problémy interpolace

Uvazujme reéalné nebo pripadné racionalni polynomy, tj.
polynomialné zadané funkce R — R nebo Q — Q. Vypadaji jako
hezka tfida funkci jedné proménné, kterou miizeme snadno pouzit
na prolozeni jakékoliv sady pfedem zadanych hodnot. Bohuzel:
o Vyjadreni tzv. Lagrangeova interpolacniho polynomu je
velmi citlivosté na nepfesnosti vypoctu pfi malych rozdilech
zadanych hodnot x;, protoze se v ni témito rozdily déli.

@ P#imé feseni soustav rovnic by vyzadovalo ¢as umérny n3.

@ Interpolaéni polynomy maji velice Spatnou stabilitu hodnot
redlnych nebo racionalnich polynomi pfi zvétsujici se hodnoté
proménné.
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Nestabilitu vidime na obrazcich, kde je prolozena funkce sin(x)
jedenacti body.
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Zelena je aproximovana funkce, kolecka jsou malinko posunuté
hodnoty a Cerveny je interpolagni polynom. Kolem interpolaénich
polynom(i existuje bohata teorie viz text Horova-Zelinka.
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Hodnoty polynomil s rostouci proménnou rychle mifi k nekoneénym
hodnotam. Mohlo by se ale zdat, ze podstatné lepsi vysledky
budeme alespoin mezi body x; dosahovat, kdyz si budeme kromé
hodnot funkce hlidat, jak rychle nase funkce v danych bodech
rostou. Zavedeme proto (prozatim spise intuitivné) pojem derivace
pro realné, komplexni nebo racionalni polynomy.
Rychlost rastu v bodé x € R pro realny polynom f(x) dobre
vyjadfuji podily

f(x + Ax) — f(x)

Ax

a protoze umime spodist (nad libovolnym okruhem)

k
(x + Ax)k :Xk+kxk_1Ax+---+(

)R aR e (0

umime i spocist ten podil pro f(x) = anx" + -+ + ao.
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f(x+Ax)—f(x)_a nx”_le+~~+(Ax)”+ —|—ag
Ax S Ax ' Ax

= na,x""1 4 (n— l)a,,_lx"*2 +-+ar+Ax(...),

kde vyraz v zavorce je polynomialné zavisly na Ax.
Evidentné pro hodnoty Ax velice blizké nule dostaneme hodnotu

libovolné blizkou vyrazu
f'(x) = napx" 1+ (n— 1) a,_1x" 2+ - + ay,

ktery nazyvame derivace polynomu f(x) podle proménné x.
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Z definice je jasné, ze f'(xg) dava dobré priblizeni pro chovani f(x)
v okoli bodu xg. Pfesnéji feCeno, pfimka

y = f'(x0)(x = x0) + f(x0)

velice dobfe aproximuje pfimky prochazejici body [xp, f(x0)] a

[x0 + Ax, f(xo + Ax)] pro malé hodnoty Ax. Hovofime o
linearnim priblizeni polynomu f jeho tecnou.

Derivace polynomil je linearni zobrazeni, které pfifazuje polynomiim
stupné nejvyse n polynomy stupné nejvyse n — 1. lteraci této
operace dostavame druhé derivace ", tfeti derivace £3) 2 obecné
po k—nasobném opakovani polynom (%) stupné nejvyse n — k. Po
n+ 1 derivacich je vysledkem nulovy polynom.

S timto linearnim zobrazenim jsme se jiz potkali v odstavci o
nilpotentnich zobrazenich.



Derivace
000®00

Hermitelv interpolacni problém

Uvazme m + 1 po dvou riiznych xg, ..., x, a pfedepidme hodnoty a
derivace y,(k) pro k =0a k =1. Hledame f(x) = a,x" +...a0 s
témito hodnotami a derivacemi.

Opét obdrzime pro neznamé koeficienty a; systém rovnic

ap + xpa1 + -+ (x0)"an = yéo)

a) +Xmar + -+ (Xm)nan = Yr(r?)

a1 +2xpar + -+ + n(Xo)nflan = yél)

al +2Xpmay + - + n(xm)"*la,, = y,(nl).

Pfi volbé n = 2m + 1 bude determinant tohoto systému rovnic
nenulovy. Opét Ize také zkonstruovat takovy polynom f pfimo.
Nazyvame jej Hermitedv interpolacni polynom.
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Uplné nejjednodussi piipad je zadani hodnoty a derivace v jediném
bodé. Tim uréime beze zbytku polynom stupné 1

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0)

tj. pravé rovnici pfimky zadané hodnotou a smérnici v bodé xg.
Kdyz zadame hodnotu a derivaci ve dvou bodech, tj. yo = f(xo),
vy = f'(x0), y1 = f(x1), y1 = f'(x1) pro dva rizné body x;,
dostaneme jesté porad snadno pocitatelny problém.



Derivace
[eIeTeTote] }

Ukazme si jej v zjednoduseném provedeni, kdy xp = 0, x; = 1. Pak
matice systému a jeji inverze budou

0001 2 -2 1 1
ot [-3 3 —2 -1
Aloo1o["* Tlo 0o 1 o

3210 1 0 0 0

PFimym vynasobenim A - (yo, y1, ¥4, y1) " pak vyjde vektor
(a3,a,a1,a0) " koeficientti polynomu £, tj.

F(x) = (2y0—2y1 + ¥4 +y1)x3 +(=3y0+3y1 — 24 — ¥1 ) x>+ ¥ x + yo.

Formuli Ize snadno upravit pro libovolné body xg, x; a lze tak
pocitat aproximace funkci ,,po kouskach".

Obdobné lze predepisovat libovolny kone¢ny pocet derivaci v
jednotlivych bodech a vhodnou volbou stupné polynomu obdrzime
vzdy jednoznaéné interpolace. Nebudeme zde uvadét podrobnosti,
viz opét text Horova-Zelinka.
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| u interpolaci s derivacemi pofad zastavaji problémy zminéné uz v
pfipadé jednoduchych interpolaci hodnot — slozitost vypoctii a
nestabilita. Navic pfibyva problém spojeny s odhadem derivaci
pokud je zadana pouze mnozina hodnot. Pouziti derivaci vsak
podbizi jednoduché vylepseni metodiky — splajny.

(Osklive ceské slovo ,,splajn” vzniklo fonetickym prepisem
anglického ekvivalentu ,,spline”, ktery znamenal tvarné pravitko
uzivané inzenyry pro kresleni kfivek.)

Nabizi se tedy vyuziti malych polynomialnich kouskii, které ale
musime umét rozumné navazovat.

Nejjednodussi je propojeni vzdy dvou sousednich bodii linearnim
polynomem. Tak se nejCastéji zobrazuji data. Z pohledu derivaci to
znamena, ze budou na jednotlivych asecich konstantni a pak se
skokem zméni.
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O néco sofistikovanégjsi moznosti je predepsat v kazdém bodé
hodnotu a derivaci, tj. pro dva body budeme mit 4 hodnoty a
jednoznacné tim ur¢ime Hermitetiv polynom 3. stupné, viz vyse.
Tento polynom pak miizeme pouzit pro viechny hodnoty nezavislé
proménné mezi krajnimi hodnotami xp < x3. Hovofime o intervalu
[x0, x1]. Takové polynomialni pfiblizeni po kouskach uz bude mit tu
vlastnost, Ze derivace na sebe budou navazovat.

V praxi ale neni pouhé navazovani prvni derivace dostate¢né (viz
treba koleje tramvaji) a navic pfi namérenych datech nemivame
hodnoty derivaci k dispozici. Pfimo se proto vnucuje pokus vyuzivat
pouze zadané hodnoty ve dvou sousednich bodech, ale pozadovat
zaroven rovnost prvnich i druhych derivaci u sousednich kouskii
polynomi( tfetiho stupné!
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Kubicky interpola¢ni splajn

Definition

Necht xp < x3 < -+ < X, jsou redlné (nebo racionalni) hodnoty, ve
kterych jsou zadany pozadované hodnoty yy, ..., y,. Kubickym
interpolacnim splajnem pro toto zadani je funkce S : R — R
(nebot S : Q — Q), ktera spliuje nasledujici podminky:
@ zazeni S na interval [xi_1, x;] je polynom S; tfetiho stupné,
i=1,...,n
@ Si(xi—1) = yi—1 a Si(x;) = y; pro vsechny i = 1,...n,

o Si(x;) =S/ ,(x;) provsechny i=1,...,n—1,
i i+1

e S’(x;) =S ,(x;) provsechny i =1,...,n— 1.
i i+1
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Kubicky splajn pro n+ 1 bod sestava z n kubickych polynomi, tj.
mame k dispozici 4n volnych parametrd (prvni definiéni podminka).
Dalsi podminky pfitom zadavaji 2n+ (n — 1) 4 (n — 1) rovnosti, tj.
dva parametry ziistavaji volné. Pfi praktickém pouziti se dodavaji
predpisy pro derivace v krajnich bodech, tzv. aplny splajn, nebo
jsou tyto zadany jako nula, tzv. prirozeny splajn.

Vypocet celého splajnu uz neni bohuzel tak jednoduchy jako u
nezavislych vypoctii Hermiteovych polynomi tfetiho stupné,
protoze data se prolinaji vzdy mezi sousednimi intervaly. Pfi
vhodném usporadani se viak dosdhne matice systému, ktera ma
nenulové prvky prakticky jen ve tfech diagonalach, a pro takové
existuji vhodné numerické postupy, které umozni splajn pocitat take
v €ase imérném poctu boda. Podrobnosti vynechame, lze je
dohledat napf. v textu Horova-Zelinka.
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Pro srovnani se podivejme na interpolaci stejnych dat jako v
pfipadé Lagrangeova polynomu, nyni pomoci splajni:

- N AN
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