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Theorem

Véta o trech limitach. Budte f, g, h redlné funkce (s definiénim
oborem A) takové, Ze existuje okoli hromadného bodu xp € R
mnoziny A, kde plati f(x) < g(x) < h(x). Pokud existuji limity

lim f(x)=1fy a lim h(x) = ho a nastava rovnost fo = hy, pak
X—rX0 X—rX0

také existuje limita lim g(x) = go a plati go = fo = ho.
X—X0

Z definice limity, pro libovolné £ > 0 existuje okoli U bodu xp, ve
kterém je f(x), h(x) € (g0 — €, 80 + €). z podminky

F(x) < g(x) < h(x) vyplyva, 7e i g(x) € (g0 — ¢, 8o + <), tedy

lim g(x) = go. O

X—rX0
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Theorem

Necht A C R je definiéni obor realnych nebo komplexnich funkci f
a g, xo necht je hromadny bod A a existuji limity
limy_sx, f(x) = a € R alime,,, g(x) = b e R. Potom:

@ limita a je urcena jednoznacné,

@ limita souctu f + g existuje a plati
limy—x (F(x) +g(x)) =a+b
@ limita soucinu f - g existuje a plati limy_»,(f(x) - g(x)) =a-b

© pokud navic b # 0, pak limita podilu f /g existuje a plati
flx) _ a

|imX_>XO m b-

Diikaz.

(1): Predpokladejme, ze a a &' jsou dvé hodnoty limy_, f(x).
Pokud a # &, pak existuji disjunktni O(a) a O(a"). Pro dostateéné
mala okoli xg ale maji hodnoty f lezet v obou naraz, coz je nesmysl,
proto a = a’.

| ostatni vlastnosti vyplyvaii pfimo z Gvah o okolich hodnot. ]
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Nekoneéné hodnoty limit

Podrobnéjsim sledovanim ditkazil mazeme tvrzeni rozsifit i na
nékteré nekoneéné hodnoty limit: V prvém pripadé je zapotrebi, aby
bud' alespon jedna z limit byla koneéna nebo aby obé mély stejné
znaménko. Pak opét plati ze limita souctu je soucet limit. Pfipad
,00 — oo ale neni zahrnut.

V druhém pfipadé maze byt jedna z limit nekone¢na a druha
nenulova. Pak opét plati, ze limita soucinu je soucin limit. Pripad
0 - (£00)" neni ale zahrnut.

V pripadé podilu maze byt a € R a b = +o00, kdy vysledek limity
bude nula, nebo a = 00 a b € R, kde vysledek bude 00 podle
znamének Citatele a jmenovatele. Pfipad , 2" neni zahrnut.

Zdaraznéme, ze nase tvrzeni vesmés jako specialni pripad pokryvaji
také odpovidajici tvrzeni o konvergenci posloupnosti a
jednostrannych limit.
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Necht f je realna nebo komplexni funkce definovana na intervalu
A C R. Rikame, ze f je spojita v bodé xq € A, jestlize je

lim 7(x) = f(xo)-

X—>X0

Funkce f je spojita na A, jestlize je spojita ve ve vsech bodech
xp € A.

Vsiméme si, ze pro hraniéni body intervalu A fika nase definice, ze
f v nich ma byt spojita zprava, resp. zleva.
Z vét o limitach okamzité vyplyva vétsina nasledujicich tvrzeni:
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Necht f a g jsou spojité funkce na intervalu A. Pak

© soucet f + g je spojita funkce

@ soucin f - g je spojitd funkce

© pokud navic g(xp) # 0, pak podil f /g je dobre definovan v
néjakém okoli xo a je spojity v xq.

© pokud spojita funkce h je definovana na okoli hodnoty f(xp),
pak slozena funkce h o f je definovana na okoli bodu xy a je v
Xo Spojita.
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Diikaz.

Tvrzeni (1) a (2) jsou zfejma,

(3) Jestlize je g(xp) # 0, pak také celé e—okoli Cisla g(xo)
neobsahuje nulu pro dostatecné malé ¢ > 0. Ze spojitosti g pak
vyplyva, ze na dostateéné malém d—okoli xo bude g neulové a podil
f/g tam bude tedy dobre definovan. Pak bude ovsem i spojity v xp
podle predchozi véty.

(4) Zvolme néjaké okoli O hodnoty h(f(xp)). Ze spojitosti h k
nému existuje okoli O’ bodu f(xp), které je celé zobrazeno funkci h
do O. Do tohoto okoli O’ spojité zobrazeni f zobrazi dostatecné
malé okoli bodu xp. To je ale pravé definiéni vlastnost spojitosti a
ditkaz je ukoncen. O

Nyni si vcelku snadno miizeme odvodit zasadni souvislosti spojitych
zobrazeni a topologie realnych Cisel:
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Necht f : R — R je spojita funkce. Pak

@ vzor f~1(U) kazZdé oteviené mnoziny je oteviend mnoZina,

Q vzorf *1(W) kazdé uzavrené mnoziny je uzaviena mnozina,
© obraz f(K) kazdé kompaktni mnoziny je kompaktni mnozina,
%)

na libovolné kompaktni mnoziné K dosahuje spojité zobrazeni
maxima a minima.
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Ditikaz.

(1) Uvazme xo € f~1(U). N&jaké okoli O hodnoty f(xo) je celé v
U, protoze je U oteviena. Proto existuje okoli O" bodu xg, které se
celé zobrazi do O, patfi tedy do vzoru. Kazdy bod vzoru je tedy
vnitfni a tim je dikaz ukonceny.

(2) Uvazme hromadny bod xq vzoru f~*(W) a posloupnost x;,
f(x;) € W, ktera k nému konverguje. Ze spojitosti f zjevné
vyplyva, ze f(x;) konverguje k f(xp), a protoze je W uzavrena,
musi i f(xp) € W. Ziejmé jsou tedy vsechny hromadné body vzoru
W ve W také obsazeny.

(3) Zvolme otevrené pokryti f(K). Vzory jednotlivych intervald jsou
sjednocenimi otevrienych intervald a tedy vytvori pokryti mnoziny
K. Z ného Ize vybrat konecné pokryti a proto staci kone€né mnoho
odpovidajicich obrazi i k pokryti mnoziny f(K).

(4) Protoze je obrazem kompaktni mnoziny opét kompaktni
mnozina, musi byt obraz ohraniceny a zaroven musi obsahovat
svoje supremum i infimum. Odtud ale vyplyva, ze tyto musi byt
zaroven maximem a minimem hodnot. Ol
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Dasledek

Necht f : R — R je spojita. Potom
@ obraz kazdého intervalu je opét interval

@ f na uzavieném intervalu [a, b] nabyva viech hodnot mezi
svou maximalni a minimalni hodnotou.

Dikaz.

(1) Uvazme interval A a predpokladejme, ze existuje y € R takovy,
ze f(A) obsahuje body mensi i vétsi nez y, ale y ¢ f(A). Pak vzory
otevfenych mnozin A; = f~1((—oc0,y)) a A2 = f~1((y, 0))
pokryvaji A. Tyto oteviené mnoziny jsou disjunktni a obé maji
neprazdny priinik s A. Nutné tedy existuje x € A, ktery nelezi v A;,
je ale jejim hromadnym bodem. Musi pak lezet v A> a to u
disjunktnich otevienych mnozin neni mozné. Proto pokud néjaky
bod y nepatfi do obrazu intervalu, musi byt zaroven vsechny
hodnoty bud' vétsi nebo mensi. Obrazem bude proto opét interval.
Vsimnéme si, ze jeho krajni body mohou a nemusi do obrazu patfit.
Tvrzeni (2) je primym dosledkem (1). ]
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Racionalni funkce

Necht f a g jsou dva polynomy, které mohou mit i komplexni
hodnoty (tj. pfipoustime vyrazy a,x” + - - - + ap s komplexnimi
a; € C, ale dosazujeme jen realné hodnoty za x). Pak funkce
h:R\ {x €R,g(x) =0} - C, h(x) = L&} je dobFe definovana ve
vsech realnych bodech kromé kofeni polynomu g. Takové funkce
nazyvame racionalni funkce.
Racionalni funkce jsou spojité ve vsech bodech svého defini¢niho
oboru. V bodech, kde definovany nejsou mohou mit
@ konecnou limitu, kdyz jde o spoleény koren polynomd 7 i g (a
v tomto pripadé rozsifenim jejich definice o limitni hodnotu v
tomto bodé dostaneme funkci i v tomto bodé spojitou)
@ nekonecnou limitu, kdyz limity zprava a zleva v tomto bodé
jsou stejné

@ riizné nekoneéné limity zprava a zleva.
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a=0. a=1.6667
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(x —0.05a)(x —2 —0.2a)(x — 5)
x(x —2)(x —4)
s hodnotami a=0a a=5/3.
Obrazek vlevo tedy zobrazuje racionalni funkci (x — 5)/(x — 4).

h(x) =
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Mocninné funkce

Polynomy jsou seskladany z jednoduchych mocninnych funkci

x — x" s pfirozenym Cislem n = 0,1,2,.... Samozfejmy smysl ma
také funkce x — x~! pro viechny x # 0. Tuto definici rozsifime na
obecnou mocninnou funkci s n € R.

Pro n= —as a € N definujeme

x 2 — (Xa)fl — (Xfl)a'

Dale jisté chceme, aby ze vztahu b” = x pro n € N vyplyvalo

b = xn. Je tieba ale ovéfit, ze takova b skutecnd existuji pro dané
x. Predpokladejme x > 0 a ozna¢me B mnozinu

B={yeR,y >0, y" < x}. To je zfejmé zhora ohranicena
mnozina a lze ovéfit, ze pro b = sup B skutecné plati pozadovana
rovnost.

Zdavodnili jsme tedy existenci x? pro vsechny x >0 a a € Q.
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Mocninna funkce — pokracovani

Konecné, pro a € R, x > 1 klademe
x? =sup{x”,y €Q, y < a}.

Pro 0 < x < 1 bud' definujeme analogicky (je tfeba si jen pohrat s
nerovnitky) nebo klademe pfimo x? = (%)_a. Pro x =1 je pak

12 =1 pro libovolné a.

Obecnou mocninnou funkci x — x? mame tedy dobre definovanou
pro viechny x € [0,00) a a € R.

Exponencialni funkce

Nasi konstrukci funkce x? ale mizeme také ¢ist nasledujicim
zplisobem: Pro kazdé pevné realné ¢ > 0 existuje dobfe definovana
funkce na celém R, y — ¢¥. Této funkci fikame exponencialni
funkce o zakladu c.
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Na obrazcich vidime funkce x — a* a x — x? pro jednu konkrétni
hodnotu a = 2.5167 a b = 4.5833.

a=25167 b=45833
1007 1004
80 80
60 60
y ] y ]
401 40
204 20
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Z nasich definic je vcelku zfejmé, ze mocninné i exponencialni
funkce jsou spojité na celych svych defini¢nich oborech. Zaroven se
ze spojitosti definice pomoci suprem mnozin hodnot zjevné prenasi
zakladni vlastnosti platné pro racionalni ¢isla, a, x, y:

-2 =a", (a¥) =3,
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Definition
Necht f je redlnd nebo komplexni funkce s definiénim oborem
ACRaxg € A Jestlize existuje limita

f(x) — f(x0)

im ———~ =23
X—rX0 X — )QJ

pak fidame, ze f ma v bodé xy derivaci a. Piseme Casto a = f'(xp)
nebo a = % (xo) pripadné a = Lf(xo).

Derivace funkce je vlastni, resp. nevlastni, kdyz je takovou
prislusna limita.

Jednostranné derivace (tj. derivaci zprava a zleva) definujeme
zcela stejné pomoci limity zprava a zleva.
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Z formulace definice Ize oéekavat, ze f'(xp) bude opét umoznovat
dobfe aproximovat danou funkci pomoci pfimky

y = f(x0) + f'(x0)(x — xo).

Takto Ize vnimat nasledujici lemma, které fika, ze nahrazenim
konstantniho koeficientu f/(xp) vhodnou spojitou funkci dostaneme
pfimo hodnoty f.

Lemma

Realnd nebo komplexni funkce ma v bodé xqg vlastni derivaci, pravé
kdyz existuje na néjakém okoli O(xp) funkce 1 spojitd v xo a
takova, ze pro vsechny x € O(xp) plati

f(x) = f(x0) + ¥ (x)(x — x0).
Navic pak vzdy ¥ (xo) = f'(x0).
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Diikaz

Nejprve predpokladejme, ze f/(xo) je vlastni derivace. Pokud ma
existovat, ma jisté tvar ¢(x) = (f(x) — f(x0))/(x — xo) pro vsechny
x € O\ {x}. V bodé xp naopak definujme hodnotu derivaci. Pak
jisté

o
\ |

lim (x) = f'(x0) = ¥(x0)

X—X0
jak je pozadovano.
Naopak, jestlize takova funkce v existuje, tentyz postup vypocte
jeji limitu v xo. Proto existuje i f'(xo) a je ¥(x0) rovna. Ol
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Geometricky vyznam derivace

Predchozi lemma lze nazorné vysvétlit geometricky a tim popsat
smysl| derivace. Rika totiz, ze na grafu funkce y = f(x), tj. na
prislusné kfivce v roviné se soufadnicemi x a y, pozname, zda
existuje derivace podle toho, jestli se spojité méni hodnota smérnice
seCny prochazejici body [xg, f(x0)] a [x, f(x)]. Pokud ano, pak
limitni hodnota této smérnice je hodnotou derivace.

Ma-li realna funkce f v bodé xp € R derivaci f'(xp) > 0, pak pro
néjaké okoli O(xo) plati f(b) > f(a) pro vsechny body

a,be O(xp), b> a.

Je-li derivace f'(xg) < 0, pak naopak pro néjaké okoli O(xq) plati
f(b) < f(a) pro vsechny body a,b € O(xp), b > a.
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Uvazme prvy pripad. Pak podle predchoziho lematu plati

f(x) = f(x0) + ¥(x)(x — x0) a ¥(x0) > 0. Protoze je ale ¥ v xg
spojita, musi existovat okoli O(xp), na kterém bude 1(x) > 0. Pak
ale s rostoucim x nutné poroste i hodnota f(x).

Stejna argumentace ovéfi i tvrzeni se zapornou derivaci. ]

Funkce, které maji vlastnost f(b) > f(a) kdykoliv b > a pro n&jaké
okoli bodu xg se nazyvaji rostouci v bodé xg. Funkce rostouci ve
vSech bodech néjakého intervalu se nazyva rostouci na intervalu.
Podobné je funkce klesajici v bodu, resp. klesajici na intervalu,
jestlize f(b) < f(a) kdykoliv je a < b.

Funkce ktera ma v bodé nenulovou kone¢nou derivaci je v tomto
bodé bud' rostouci nebo klesajici podle znaménka této derivace.
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