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Pravidla pro pocitani

Necht f a g jsou realné nebo komplexni funkce definované na okoli
bodu xp € R a majici v tomto bodé vlastni derivaci. Potom

@ funkce f je v bodé xq spojita,
@ pro kazdé reilné nebo komplexni ¢islo ¢ ma funkce
x +— ¢ - f(x) derivaci v xy a plati

(cf)'(x0) = c('(x0));

© funkce f + g ma v xg derivaci a plati

(f + &) (x0) = f'(x0) + &'(x0)-
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Pravidla pro pocitani

Necht f a g jsou redlné nebo komplexni funkce definované na okoli
bodu xp € R a majici v tomto bodé vlastni derivaci. Potom

@ funkce f - g ma v xo derivaci a plati

(f-8)(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0),

@ Je-li dale h funkce definovana na okoli obrazu yy = f(xo),
kterda ma derivaci v bodé yg, ma také slozena funkce ho f
derivaci v bodé xy a plati

(ho ) (x0) = H'(f(x0)) - f'(x0)-
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Intuitivné mizeme pravidlim velice snadno rozumét, kdyz si
derivaci funkce y = f(x) predstavime jako podil pririistka zavislé
proménné y a nezavislé proménné x:

_ by

- Ax’

Samoziejmé pak pfi y = h(x) = f(x) + g(x) je pfiriistek y dan
souctem pfirdistki £ a g a pfirstek zavislé proménné ziistava
stejny. Je tedy derivace souctu souctem derivaci.

U soucinu musime byt malinko pozorngjsi. Pro
y = h(x) = f(x)g(x) je prirtistek

Ay = f(x + Ax)g(x + Ax) — f(x)g(x)
= f(x + Ax)(g(x + Ax) — g(x)) + (f(x + Ax) — f(x))g(x)

f/

Nyni ale kdyz budeme zmensovat pfirastek Ax, jde vlastné o
vypocet limity souctu soucinti a o tom uz vime, ze jej Ize pocitat
jako soucet souéinti limit. Proto z nasi formulky lze o¢kavat pro
derivaci soucinu fg vyraz fg’ + f'g.
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Jesté zajimavéjsi je to pro derivaci slozené funkce g = ho f, kde
defini¢ni obor funkce z = h(y) obsahuje obor hodnot funkce

y = f(x). Opét vypsanim pfiriistkii dostavame

y_ Bz _Azly

& :E_AyAX'

Mizeme tedy ocekavat, ze pravidlo pro vypocet bude

(ho f)(x) = H(FO))F ().

Dasledek

Necht f a g jsou realné funkce, kterd maji v bodé xg vlastni
derivace a g(xp) # 0. Pak pro funkci h(x) = f(x)(g(x)) " plati

R e /X _ f'(x0)g(x0) — f(x0)g'(x0)
Hoo) = () = )’
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Diikaz.

Nejprve pro h(x) = x~1 piimo z definice:
1 1

A T x —x — Ax -1

Hix) = lim XEAx X _ |ijm X X78X _ iy ——— |
(x) AxS0 Ax AxD0 Ax(x? + xAx) AX0 X2 + XDX

Z pravidel pro pocitani limit okamzité dostavame

H(x0) = —x2.
Nyni pravidlo pro derivaci slozené funkce fika, ze (g71) = —g2 - g’
a konec¢né pravidlo pro derivaci sou¢inu nam dava pravé kyzeny
vzorec:
B B B f’g . gf’
(flg) =(f-g') =fg " —fg7%% = —
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Derivace inverznich funkci

Jiz davno jsme formulovali pojem inverzni funkce: Pokud k dané
funkci f : R — R inverzni funkce f~! existuje (nezaménujme
znaceni s funkci x — (f(x))™1), pak je dana jednoznacné
kterymkoliv ze vztaht

flof= idg, fo fl= idgr,
a druhy jiz pak plati také. Pokud je f definovano na podmnoziné
A CRa f(A) = B, je existence f ! podminéna stejnymi vztahy s
identickymi zobrazenimi ida resp. idg na pravych stranach.

Pokud bychom védéli, Ze pro diferencovatelnou funkci f je i 1
diferencovatelna, pravidlo pro derivaci slozené funkce nam fika

1= (d) () = (F o 1) (x) = (F Y (F() - F/(0)
a tedy primo vime formuli (zjevné f’(x) v takovém pfipadé nemaze
byt nulové)
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To dobfe odpovida intuitivni predstavé, ze pro y = f(x) je f' = %
zatimco pro x = f1(y) je (F71)(y) = ﬁ—;. Takto skuteéné

mZzeme derivace inverznich funkci poditat:

Theorem

Je-li f diferencovatelna funkce na okoli bodu xq a f'(xp) # 0, pak
existuje na néjakém okoli bodu yo = f(xo) funkce f=1 inverzni k f
a plati vztah

Pokud je f'(xo) = 0 izolovanym nulovym bodem derivace f'(x) a
inverzni funkce k f na okoli f(xo) existuje, pak limity zprava i zleva
funkce f' jsou v bodé xq nevlastni.
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Definition

Rikame, Ze realna nebo komplexni funkce f ma v bodé xq derivaci
druhého radu v bodé xg, jestlize derivace f’ existuje na néjakém
okoli bodu xg a existuje jeji derivace v bodé xq. Piseme

f"(x0) = (') (x0)

nebo také f(?)(xg). Funkece f je dvakrat diferencovatelna na
néjakém intervalu A, jestlize ma druhou derivaci v kazdém jeho
bodé.

Derivace vyssich radi definujeme induktivné. Zname jiz pojem prvni
a druha derivace a fikdme, Ze redlnd nebo komplexni funkce f je
k-krat diferencovatelna pro néjaké prirozené ¢islo k v bodé xg,
jestlize je (k — 1)-krat diferencovatelna na néjakém okoli bodu xp a
jeji (k — 1)-ni derivace ma v bodé xg derivaci.

Pro k-tou derivaci funkce f(x) uzivame znaceni f(¥)(x).
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Jestlize existuji derivace vSech Fadii na intervalu, fikdme, Ze je tam
funkce f hladka. Vétsinou se také uziva konvence, ze 0-krat
diferencovatelna funkce znamena spojita funkce. Pouzivame pro
takové funkce oznaceni tfida funkci CX(A) na intervalu A, kde k
mize nabyvat hodnot 0,1, ..., 00. Casto piseme pouze Ck, je-li
definiéni obor znam z kontextu.
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Vysledkem derivovani polynomu je opét polynom, ale derivaci se
vzdy o jednicku snizuje jeho stupen, dostaneme po koneéném poctu
derivaci nulovy polynom. Pfesnéji feceno, pravé po k + 1
derivacich, kde k je stupen polynomu, dostaneme nulu.
Samozrejmé pak existuji derivace vsech rada, tj. f € C*°(R).
Racionalni funkce lomené budou nekonecné diferencovatelné ve
viech bodech svého definiéniho oboru.

P¥i konstrukci splajni jsme pohlidali, aby vysledné funkce byly tfidy
C2(R). Jejich treti derivace budou po €astech konstantni funkce.
Proto nebudou splajny patfit do C3(R), prestoze jejich viechny
derivace vyssich Fadii budou nulové ve viech vnitfnich bodech

jednotlivych intervald v interpolaci. Promyslete si podrobné tento
priklad!
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Zatim mame shromazdény ctyfi typy funkci:
@ polynomy f definované na celém R s hodnotami v R nebo v C,

@ racionalni funkce f /g definované na celém R kromé nejvyse
konecné mnoziny kofenil polynomu g ve jmenovateli zlomku, s
hodnotami v R nebo C,

@ mocninné funkce x? s obecnym b € R, definované pro x > 0 a
hodnotami v R,

@ exponencialni funkce a* o libovolném zakladu a > 0
definované pro vsechna x € R a s hodnotami v R.
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Polynomy

Na3e nastroje pro vypocet derivaci se hodi pfi diskusi koreni
polynomii: Predné plati tzv. zakladni veta algebry:

Kazdy nenulovy komplexni polynom f : C — C stupné alespon
jedna ma koren.

Nutné tedy polynom stupné k > 0 ma pravé k kofenti vcetné
nasobnosti a mizeme jej vzdy psat jednoznacéné ve tvaru

F3) = (x = a2) - (x = ag)

kde a1, ..., aq jsou viechny kofeny polynomu f a
1<ci,...,cq < k jsou jejich nasobnosti.
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Derivaci dostaneme
F'(x) = c(x—a1)® .. (x—ag)“+ - Hcg(x—ar)? ... (x—ag) .

Jestlize je ¢; = 1, bude hodnota derivace f’ v bodé a; nenulova,
protoze prvni ¢len vyrazu je nenulovy, zatimco viechny zbyvajici po
dosazeni hodnoty x = a; zmizi. Oddobné to bude i s ostatnimi
koreny. OvéFili jsme tedy uzite€nou vlastnost, ze kofen a polynomu
f je vicenasobny tehdy a jen tehdy, kdyz je zaroven kofenem
derivace f’.
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Protoze polynomy jen zfidka jsou vyhradné rostouci nebo klesajici
funkce, nebudou k nim existovat globalné definované inverzni
funkce. Inverzni funkce k polynomu f ale existuji na kazdém
intervalu mezi kofeny derivace f’. Tam je derivace polynomu je
nenulova a neméni znaménko. Tyto inverzni funkce nebudou nikdy
polynomy, az na pfipad polynoma stupné jedna.

U polynomu druhého fadu napt. y = ax? + bx + ¢ vede k formuli

_ —b=+\/b?>—4a(c—y)
N 2a ’

X

a inverze tedy existuje (a je dana touto formuli) jen pro x na

: b b

intervalech (—o0o, —5%), (—25,0).

Pro praci s inverznimi funkcemi k polynomiim nevystacime s nasimi

funkcemi a dostavame v nasem zvifetniku nové pririistky.
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Racionalni funkce

V3echny racionalni funkce jsou také tfidy C*° ve vsech bodech
svého definiéniho oboru. Jejich derivace se snadno pocita pomoci
formule pro derivaci podilu. Samozfejmé bude také racionalni

funkci.
Inverze také budou jako u polynomi existovat obecné jen lokalné a

jsou novymi priréistky do naseho spolecenstva funkci.
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Mocninné funkce

Obecnou mocninou funkci neni tak snadné zderivovat, i kdyz
bychom mohli véfit, ze formulka (x?) = ax?~1 znama pro ptirozena
a bude platit i pro obecné a. K tomu totiz mame dobry diivod,
protoze ji umime pfimo ovéfit pro racionalni a = p/q:

Je-li a celé a zaporné, pak tvrzeni pfimo vidime z véty o slozené
funkci:

(X—n)/ — ((Xn)—l)l _ 7(Xn)—2nxn—1 — 7nX—2n+n—1 — 7nX—n—1‘

Pokracujme dale s odmocninami, tj. a =1/q. Pisme

x = h(y) = y'/9, y = x9 a pocitejme podle véty o derivaci inverzni
funkce

H(y) = 1 1 — 1 —(a-1)/q — lyl/qfl‘

T gx9l g q




Derivace a pfiriistky ve zvéfinci

000000800000 00000

Pro obecné racionalni a = p/q mame

(Xp/q)/ — ((Xl/q)p)/ — p(Xl/q)pfllxl/qfl — Bxp/qfl'
q q

Nyni bychom mobhli zvladnout ditkaz platnosti formule pomoci
spojitosti definice mocninné funkce x? v parametru a. Vratime se
radéji k ditkazu z jiného pohledu za malou chvili.

Funkce f(x) = x% = 1 ma samozfejmé derivaci nulovou, pro
vsechny jiné hodnoty a # 0 je derivace f/(x) = ax?~! nenulova. Je
zaporna pro a € (—o0,0), kladna pro a € (0, c0). Proto je
mocninna funkce na celém definiénim oboru x € (0, c0) klesajici v
prvém pripadé a rostouci v druhém. Jeji inverzni funkce je opét
mocninnou funkei.
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Exponencialni funkce

Zbyvaji nam funkce f(x) = a*. Pokud existuje (a*)" ve viech
bodech x, pak jisté plati
X+AX X Ax _1q
f'(x) = lim AT

B & X,
Ax—0 Ax Ax—0 Ax (0)a

Naopak, pokud existuje derivace v nule, pak tento vypocet ovéfuje
existenci derivace v kterémkoliv bodé a dava jeji hodnotu. Zaroven
jsme ovéfili platnost téhoz vztahu pro derivace zprava a zleva.

Zda se proto, ze derivace exponencialnich funkci jsou amérné
hodnotam s konstantnim koeficientem Gmérnosti.
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Diskutujme derivaci '(0), tj. vyraz

oa—1
lim
x—0 X

a predpokladejme, Ze nase a > 1. Nasim cilem je najit a tak, aby
f'(0) =1.

Z definice a¥ pomoci suprem mnozin hodnot s racionalnimi x
vyplyva, ze a* je na celém svém definiénim oboru rostouci. Pro
vypocet derivace zprava staci dosazovat za x postupné hodnoty
Xp =1/n.
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Coak—1 Coat/n—1
lim = |lim
x—=0y X n—oco 1/n

f’(0) = 1, pokud budeme umét s rostoucim n libovolné dobre
priblizovat hodnotu a'/" k hodnoté 1 4 1/n.

Chceme tedy aby bylo a s rostoucim n libovolné presné

aproximovano hodnotou
1 n
an = (1 + ) .
n
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Z binomického rozvoje je zfejmé, ze pro kazdé kladné Cislo b a
prirozené n plati (1 + b)"” > 1 + nb, dostavame proto pro dva po
sobé jdouci ¢leny nasi posloupnosti podil

(L+5)" _(n21)””:<1_1>"n” -5 " -1

= > =
(1+-25)m1  n?(n—1) n? -1 n’n—1

n—

Je tedy nase posloupnost rostouci. Zaroven stejnym vypoctem
ovéfime, ze posloupnost Cisel

1

by = (1+ %)”*1 =1+ %)(1 + =)

je klesajici a jisté je b, > a,.

Oveérili jsme tedy existenci limity poslounosti a, (a zaroven vidime,
ze je rovna limité klesajici posloupnosti b,).
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Limita
1 n
e= lim <1 + >
n—o00 n

a Ludolfova &isla 7). Nazyvame jej Eulerovym cislem e.

Nas postup zaroven ovéril, ze existuje derivace v nule zprava
exponencialni funkce e* a je rovna jedné. Proto existuje ve vsech
bodech x také derivace zprava a je rovna e*.
Spocteme derivaci zleva pomoci derivaci slozenych funkci:

e —1 e -1

lim = lim ——= =(e%)2e = 1.
x—=0_ X x—=04 —X

Derivace zleva i zprava tedy pro funkci f(x) = € existuji ve vsech
bodech a jsou si rovny.
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Prirozeny logaritmus

Exponencialni funkce e* vsude dobre definovana a kladna, proto
existuje vsude i jeji funkce inverzni. Oznacujeme ji In x a fikame ji
prirozeny logaritmus nebo logaritmus se zakladem e.

Je definovana vztahem

Z vlastnosti mocninnych funkci:

In(x-y)=Inx+1Iny, Inx=y-Inx.
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Derivaci pfirozeného logaritmu spocteme podle pravidla pro derivaci
slozené funkce (uzivame jiz, ze €* je rovno své derivaci, a také
defini¢ni vztah pro logaritmus):

(0 () = () () = (o = o =

Derivaci obecné exponencialni funkce f(x) = a* mizeme nyni
spocist takto:

(a¥) = (eXIn ) = eXI"a(X Ina) = a*lna.
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Podobné také miizeme konecné ovéfit i formuli pro derivaci obecné
mocninné funkce pro vechny x > 0:

(Xa)/ — (eaInX)/ — ealnx(alnx)/ — aXafl.

Pro obecnou exponencialni funkci a* se zakladem a #£ 1, a > 0 také
existuje vsude inverzni funkce. Rikdme ji logaritmus pri zakladu
a, piseme log, x.
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Vlastnosti jednotlivych obyvateli zvifetniku a jejich vztahy:

funkce definicni trida | derivace inverze
obor
polynomy | celé R C>® | f’ opét poly- | f~1 existuje jen lo-
f nom kalné a neumime
obecnou formuli

kubické celé R c? K je opét | formule s odmocni-
splajny h splajn nami a jen lokalné
racionalni | celé R mimo | C*° | opét racio- | existuje jen lokalné
funkce f/g | kofeny g r}i!nifgynkce: a neumime obec-

g2

nou formuli
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funkce definicni trida | derivace inverze
obor

mocninné interval C> | funkce existuje vsude a

funkce x? | (0,00) axa~1 je opét mocninnou
funkei y1/2

exponenci- | celé R C> | existuje logaritmicka

alni funkce vsude a je | funkce log,

ax, a> 0, Ina-a*

a#l
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