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Pomoci nevlastniho integralu také umime rozhodnout o konvegenci
nékterych nekonecnych fad:
Theorem (Integralni kriterium konvergence fad)

Bud' Y% f(n) rada takova, ze funkce f : R — R je kladna a
nerostouci na intervalu (1,00). Pak tato rada konverguje pravé
tehdy, kdyz konverguje intergral

/100 f(x) dx.
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Ditikaz.

Pokud interpretujeme integral, jako plochu pod kfivkou, je
kriterium nazorné vidét.

Pokud dana rada diverguje, pak diverguje i fada ) >~ , f(n). Pro
libovolné k € N mame pro k-ty Castecny soucet s; (fady bez
prvniho ¢lenu) nerovnost

k k
SL:Zf(n) < f(x)dx,
n=2 1
nebot s, je dolnim souctem Riemannova integralu fl x)dx. Pak

ale je

/ f(x)dx = ||m/ f(x)dx > lim s, =
1 k—o00

a uvazovany integral diverguje.
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pokracovani

Predpoklademe nyni, Ze dany integral konverguje a oznaéme k-ty
Caste€ny soucCet dané fady jako si. Potom mame nerovnosti

/ f(x)dx = Ilm/ f(x)dx < lim s, < o0,
1 k—o00

nebot sx je hornim souctem Riemannova integralu fl x)dx a
predpokadame, Ze dana rada konverguje. Ol
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Jako priklad pouziti rozhodnéme, pro jaka k konverguje fada

Vsimnéme si nejprve, Ze neumime o konvergenci rozhodnout na
zakladé podilového & odmocninového kriteria (obé limity
lim |22 lim /3, jsou rovny 1).

—00

n—o0
Pomoci mtegralm’ho kriteria pro konvergenci fad dostavame pro

k # 1:

1 Lad k=1 k>1
/1 xkdx_élggo[(l k)x }1_{00 k<1

a dana rada tedy konverguje pro vsechna k > 1 a diverguje pro
k < 1.V pripadé k = 1 je primitivni funkci logaritmus a integral i
fada opét diverguji.
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P¥i budovani naseho zvifetniku funkci jsme zavedli i mocninné Fady,
které pfirozenym zpiisobem rozsifuji skupinu viech polynomi. S
pomoci integralniho poctu konecné piijde ukazat, ze je umime
diferencovat a integrovat po jednotlivych séitancich.
Uvazujme konvergentni fadu funkci

o0

S(x) =) fa(x)
n=1

na intervalu [a, b]. Pfirozené dotazy:

@ Jsou-li viechny funkce f,(x) spojité v néjakém bodé
X0 € [a, b], je spojita i funkce S(x) v bodé xq7

e Jsou-li vsechny funkce f,(x) diferencovatelné v a € [a, b], je v
ném diferencovatelna i funkce S(x) a plati vztah
§'(x) = 2onta fa(X)?

e Jsou-li viechny funkce f,(x) integrovatelné na intervalu [a, b],
je integrovatelna i funkce S(x) a plati vztah

[S(x)dx =302 [ fa(x)dx?
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Priklady osklivych posloupnosti

(1) Uvazme nejprve funkce
fa(x) = (sinx)"

na intervalu [0, 7]. Hodnoty téchto funkci budou ve vsech bodech

0 < x < 7 nezaporné a mensi nez jedna, kromé x = 7, kde je
hodnota 1. Proto na celém intervalu [0, 7] budou bod po bodu tyto
funkce konvergovat k funkci

0 pro vsechna x # 5

n—00 1 prox=7.

f(x) = lim f(x) = {

Zjevné tedy je limita posloupnosti funkci f, nespojitou funkci,
ackoliv jsou vsechny funkce f,(x) spojité. Problematicky je pfitom
dokonce vnitfni bod intervalu.
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Tentyz jev umime najit i pro fady funkci, protoze soucet je limitou
Castecnych souctl. Staci tedy v predchozim prikladé vyjadrit £, jako
n-ty ¢astecny soucet. Napf. f1(x) = sin x, f(x) = (sin x)? — sin x,
atd. Levy obrazek vykresluje funkce f3(x) pro n=1,...,10.

1 0.4
0.8;
o,ez
oe]

0,21




(2) Podivejme se nyni na druhou otazku, tj. na Spatné se chovajici
derivace. Celkem pfirozena je idea na podobném principu jako vyse
sestavit posloupnost funkci, které budou mit v jednom bodg stale
stejnou nenlovou derivaci, ale budou &im dal tim mensi, takze
bodové dokonverguji k funkci identicky nulové.

Predchozi obrazek napravo vykresluje funkce

fo(x) = x(1 — x*)"

na intervalu [—1,1] pro hodnoty n = m?, m=1,...,10.
Na prvni pohled je zjevné, ze

lim f,(x) =0

n—o00

a véechny funkce f,(x) jsou hladké. V bodé x = 0 je jejich derivace
£2(0) = ((1 —x*)" — 2nx*(1 = x*)" M [x=0 =1

nezavisle na n. Limitni funkce pro posloupnost f, pfitom ma
samozfejmé viude derivaci nulovoul!
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(3) Protipfiklad k tretimu tvrzeni jsme uz vidéli davno.
Charakteristickou funkci xg racionalnich cisel miizeme vyjadrit jako
soucet spocetné mnoha funkci, které budou ocislovany pravé
racionalnimi Cisly a budou vzdy vsude nulové, kromé jediného bodu,
podle které jsou pojmenovany, kde jsou rovny 1. Riemannovy
integraly vsech takovych funkci budou nulové, jejich soucet ale neni
Riemannovsky inegrovatelnou funkei.

Pravé tento priklad ukazuje na zasadni nedostatek Riemannova
integralu, ke kterému se jesté vratime.



Vidime tedy, ze odpovéd na vsechny otazky je ,NE!".
Existuji viak jednoduché dodate¢né podminky na konvergenci fady,
které naopak platnosti vsech tfi tvrzeni zajisti. Je tfeba jen

vyzadovat, aby se rychlost bodové konvergence hodnot
fa(x) — f(x) bod od bodu pilis nelisila.

Definition

Rikame, Ze posloupnost funkci f,(x) konverguje stejnomérné na
intervalu [a, b] k limité f(x), jestlize pro kazdé kladné (malé) Cislo ¢
existuje (velké) prirozené Cislo N € N takové, ze pro vsechna n > N
a vsechna x € [a, b] plati

[fa(x) — F(X)| <e.

O radé funkci fekneme, ze konverguje stejnomérné na intervalu,
jestlize stejnomérné konverguje posloupnost jejich ¢astecnych
souctd.
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Graficky si definici mizeme predstavit tak, ze do pasu vzniklého
posunutim limitni funkce f(x) na f(x) = € pro libovolné malé, ale
pevné zvolené kladné ¢, vzdy padnou viechny funkce f,(x), az na
koneéné mnoho z nich.

Nasledujici tFi véty lze stru¢né shrnout tvrzenim, ze viechna tfi
obecné neplatna tvrzeni plati pro stejnomérnou konvergenci (pozor
ale na jemnosti u derivovani).
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Theorem

Necht f,(x) je posloupnost funkci spojitych na intervalu [a, b, ktera
na tomto intervalu stejnomérné konverguje k funkci f(x). Pak je
také f(x) spojita funkce na intervalu [a, b].

Diikaz
Chceme ukazat, ze pro libovolny pevny bod xp € [a, b] a jakékoliv
pevné zvolené malé € > 0 bude |f(x) — f(xp)| < € pro vSechna x
dostateéné blizka k xg. Z definice stejnomérné spojitosti je pro nase
e>0

[fa(x) — f(x)| < €

pro véechna x € [a, b] a viechna dostatecné velka n.
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Dokonéeni dtikazu.

Zvolme si tedy néjaké takové n a uvazme 6 > 0 tak, aby
|fa(x) — fa(x0)| < € pro vSechna x z J-okoli xp (to je mozné,
protoze viechny f,(x) jsou spojité). Pak

[F(x)=f(x0) < [F(x) = Fa(x)[+[Fn(x) = Fa(x0) | +-|fa(x0) = (x0)| < 3¢

pro vsechna x z nami zvoleného d-okoli bodu xj. O

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkci
na konecném intervalu [a, b], které stejnomérné konverguji k funkci
f(x). Pak také f(x) je integrovatelna a plati

lim /ab f,,(x)dx:/ab( lim f,,(x))dx:/ab f(x) dx.

n—o0 n—o0
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Definition

Rekneme, Ze posloupnost funkci f,(x) na intervalu [a, b] je
stejnomerné Cauchyovska, jestlize pro kazdé (malé) kladné Eislo
e existuje (velké) pfirozené Eislo N takové, ze pro viechna x € [a, b]
a vsechna n > N plati

|fa(Xx) — fm(x)] < e.

Ziejmé je kazda stejnomérné konvergentni posloupnost funkci na
intervalu [a, b] také stejnomérné Cauchyovska na témze intervalu.
Toto pozorovani nam uz staci k ditkazu nasi véty, zastavime se ale
napfed u uzite€ného obraceného tvrzeni.
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Lemma

Kazda stejnomérné Cauchyovska posloupnost funkci f,(x) na
intervalu [a, b] stejnomérné konverguje k néjaké funkci f na tomto
intervalu.

Dtikaz.

Z podminky na funkce plyne, ze pro kazdé x € [a, b] je fp(x)
Cauchyovskou posloupnosti realnych (pripadné komplexnich) cisel.
Bodové tedy konverguje posloupnost funkei f,(x) k néjaké f(x).
Ve skutecnosti f,(x) — f(x) stejnomérné: Zvolme N tak, aby
|fa(x) — fm(x)| < € pro n&jaké predem zvolené malé kladné € a
vsechna n > N, x € [a, b]. Nyni zvolime pevné jedno takové n a
odhadneme

00 — £l = lim () — fin()] < €

pro vechna x € [a, b]. O




Posloupnosti a fady funkci
00000000000e000000

Diikaz véty o zaméné limity a integralu

Vime: (1) kazda stejnomérné konvergentni posloupnost funkci je
také stejnomérné Cauchyovska, (2) Riemannovy soucty pro

. . _ : .y b .
jednotlivé cleny nasi posloupnosti konverguji k [ f,(x) dx nezavisle
na vybéru déleni a reprezentanti.

Proto jestlize plati |f,(x) — fm(x)| < € pro vSechna x € [a, b], pak

také
b b
/ fo(x) dx — / fm(x) dx

Je tedy posloupnost cisel fab fa(x) dx Cauchyovska a proto
konvergentni. Soucasné diky stejnomérné konvergenci posloupnosti
fa(x) plati pro f(x) ze stejného davodu, ze jeji Riemannovy soucty
jsou libovolné blizké Riemannovych souctiim pro funkce f, s
dostatecné velkym n a limitni funkce f(x) bude tedy opét

[P £a(x) dx — [P £(x) dx

proto jit o spravnou limitni hodnotu.

<e€lb—al.

integrovatelna. Zaroven < €|b — a|, musi
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Pro prislusny vysledek o derivacich je tfeba zvysené pozornosti
ohledné predpokladi:

Theorem

Necht f,(x) je posloupnost funkci diferencovatelnych na intervalu
[a, b], jejichz hodnoty f,(x0) v néjakém bodu xy tohoto intervalu
konverguji k hodnoté f(xg). Dale necht jsou vsechny derivace
gn(x) = f(x) spojité a necht konverguji na témze intervalu
stejnomérné k funkci g(x). Pak je také funkce f(x)
diferencovatelna na intervalu [a, b] a plati zde f'(x) = g(x).

Diikaz

Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze viechny nase
funkce spliuji f,(x0) = 0 (v opaném pfipadé je pozménime o
konstanty a na vysledku Gvah se nic nezméni). Pak oviem mtizeme
psat pro vsechny x € [a, b]

fo(x) = /X gn(t) dt.

0
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Pokracovani dikazu

Protoze ale funkce g, stejnomérné konverguji k funkci g na celem
[a, b], tedy tim spiSe na intervalech [a, x], kde a < x < b, plati také

Protoze je funkce g coby stejnomérna limita spojitych funkci opét
spojitou funkci, dokazali jsme vse potfebné, viz Véta o Riemannové
integralu a antiderivaci.
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Pro nekonecné fady mazeme predchozi vysledky shrnout takto:

Theorem

Uvazme funkce f(x) na intervalu | = [a, b].

(1) Jsou-li vsechny funkce f,(x) spojité na | a rada
S(x) = >0 fa(x) konverguje stejnomérné k funkci S(x), je i
funkce S(x) spojita na |.

(2) Jsou-li vsechny funkce f,(x) spojité diferencovatelné na |, a
obé rady

o0

S() =) falx), T =) fix)

n=1

konverguji stejnomérné, pak je také funkce S(x) spojité
diferencovatelna a plati S'(x) = T(x), tj.

(e o]

(; ) = > 09,
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(3) Jsou-li vsechny funkce f,(x) Riemannovsky integrovatelné na |
a rada S(x) = >0 fa(x) konverguje stejnomérné k funkci
S(x) na I, je tamtéz integrovatelna i funkce S(x) a plati vztah

b s ™ ©  p
/a (;am) dx—nz::l / fo(x) dx.
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Test pro stejnomérnou konvergenci

Nejjednodussim zplisobem pro zjisténi stejnomérné konvergence
funkci je porovnani s absolutni konvergenci vhodné posloupnosti.
Rikava se tomu Gasto Weierstrassiiv test.

Predpokladejme tedy, ze mame fadu funkci f,(x) na intervalu

| = [a, b] a ze navic zndme odhad

|fa(x)| < ap € R

pro vhodné realné konstanty a, a viechna x € [a, b].
Odhadneme rozdily astecnych souctii si(x) = S°5_, £,(x) pro
rtizné indexy k. Pro k > m: [si(x) — sm(x)| < ’Zﬁ_mﬂ fn(x)‘ <

k k
Zn:m+1 |fn(X)‘ S Zn:m—i—l ak-
Pokud je rada (kladnych) konstant "7, a, konvergentni, pak
bude posloupnost jejich ¢asteénych souctii Caychyovska. Pravé jsme

proto zjistili, ze posloupnost caste¢nych souétd s,(x) je
stejnomérné Caychyovska.
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Dokazali jsme tedy:

Necht f,(x) je posloupnost funkci definovanych na intervalu

I = [a, b] a plati |fo(x)| < an € R. Je-li fada ¢isel 77 ap
konvergentni, pak rada S(x) = >, fo(x) konverguje stejnomérné.
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Diisledky pro mocninné rady

Weierstrassiiv test je velice uzite¢ny pro diskusi mocninnych rad
S(x) =>_721 an(x — x0)" se stiedem v bodé xo.

Kdysi jsme ukazali, ze kazda takova rada konverguje na

(x0 — d,x0 + 9), kde tzv. polomér konvergence 6 > 0 mize byt také
nula nebo co. Zejména jsme v dikazu konvergence fady S(x)
pouzivali srovnani s vhodnou geometrickou posloupnosti. Podle
Weistrassova testu je proto fada S(x) stejnomérné konvergentni na
kazdém kompaktnim (tj. konecném) intervalu [a,b] uvnitf intervalu
(xo — 0,%x0 + 0). Dokazali jsme tedy:

Kazda mocninna rada S(x) je ve vsech bodech uvnitr svého
intervalu konvergence spojita a spojité diferencovatelna. Funkce
S(x) je také integrovatelna a derivovani i integrovani Ize provadét
¢len po ¢lenu.
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Ve skute€nosti plati také tzv. Abelova veéta, ktera rika, ze
mocninné fady jsou spojité i v hraniénich bodech svého definiéniho
oboru (véetné pripadnych nekoneénych limit). Tu zde
nedokazujeme.

Pravé dokazané prijemné vlastnosti mocninnych fad zaroven
poukazuji na hranice jejich pouzitelnosti pfi modelovani zavislosti
n&jakych praktickych jevii nebo procesii. Zejména neni mozné
pomoci mocninnych fad dobfe modelovat po Castech spojité
funkce. Jak uvidime v zapéti, je mozné pro konkrétnéji vymezené
potreby nachazet lepsi sady funkci f,(x) nez jsou hodnoty

fa(x) = x". Nejznaméjsimi priklady jsou Fourierovy fady a tzv.
wawelety, které pribolizime v dalsi kapitole.



	Literatura
	Integrální kriterium konvergence
	Posloupnosti a rady funkcí
	Znovu mocninné rady

