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JEDNODUCHA NAHODNA PROCHAZKA

» Jednoducha nahodna prochazka je zakladem diskrétnich modell pro pohyb cen aktiv. Je
to “diskrétni verze" Brownova pohybu.

« Uvazujme nasledujici hru: Hazi se opakované minci (ne nutné férovou). Padne-li hlava
(H), ziskame 1 KC. Padne-li orel (O), prohrajeme 1 KC.

* Oznacme:
« §,...suma, kterou mame na zacatku,
« S, ...suma, kterou madme po n hrach.

« TedyplatiS, = S, + Xj=; Xi, kde X; je nahodna veliCina popisujici vysledek i-té hry.
Predpokladame, ze pravdépodobnostni funkce X;je P(X;= 1) =p, P(Xi=-1)=1-p=q,
plati pro vSechna i a navic X; jsou nezavisle.

« Definice: Pro vSechna pevna n je S, nahodna veli¢ina, tedy {S,, }n= je stochasticky
proces nazyvany

« Je-lip=q=74 nazyva se




JEDNODUCHA NAHODNA PROCHAZKA

Grafické znazornéni: Body o soufadnicich (n; S,) spojené useckami. Vznikla lomena
Cara se nazyva (cesta) nahodné prochazky. Trajektorie je grafické znazornéni
realizace nahodného procesu {S,,}5—o-




JEDNODUCHA NAHODNA PROCHAZKA

« Zakladni vlastnosti:

 Jednoducha nahodna prochazka je . To znamena, ze
P(S,=j| Sp=a)=P(S,=j+b| Sy;=a+b).

 Jednoducha nahodna prochazka je . Tedy
P(S,=]1 Sy =8) = P(Spe=Jl Sy = a)

 Jednoducha nahodna prochazka ma . Tedy

P(Smen=1l So St - -+ Sp) = P(Sen =11 Sp)y 12 0.

Dikaz: Pokud zname S,, pak rozdéleni S,,, zavisi pouze na krocich X .., 4, . .
X.., @ nemize zaviset na drivéjSich informacich zahrnujicich hodnoty S, S,

S,

"



JEDNODUCHA NAHODNA PROCHAZKA

Zakladni techniky pro poc€itani s nahodnou prochazkou:

* Technika podminéna prvnim krokem
« Technika pocitani trajektorii

- Technika vyuzivajici generujici funkce




TECHNIKA PODMINENA 1. KROKEM

Priklad (,,zruinovani hraée“): Uvazujme pfedchozi hru s férovou minci (p =1/2 ).
H ... hrac ziska 1 K¢, O ... hra€ prohraje 1 KC. Necht' S, = K ... pocatecni jméni hrace.
Hrac si chce koupit auto v cené N. Bude hrat tak dlouho, dokud S, = N (koupi auto) nebo
S, =0 (bankrot).

« Jaka je pravdépodobnost, Ze hra¢ koupi auto?
« Uvazujme jevy:
A ... hrac€ nakonec zbankrotuje;
H ... prvni hod je hlava (P(H) = p);
O ... prvni hod je orel (P(O) = q).
* Podle véty o uplné pravdépodobnosti:
P(A)=P(H) - P(A|H) + P(O) - P(A| O).




TECHNIKA PODMINENA 1. KROKEM

* OznaCme P,(A) hledanou pravdépodobnost bankrotu pro dané k:
P{A)=P(H)- P(A| H) +P(O) - P(A[ Q).

«  P,(A]|H)... pravdépodobnost bankrotu v situaci, kdy hra¢ po 1. krokuma k + 1 (a hra
zacina znovu; z nezavislosti X)), tedy P,(A | H) = P..4(A) a podobné Pk(A | O) = P, 4(A).

* Oznatme p, = P,(A). Dosazenim dostaneme

1 1
P, =P Pry1+q Prq =5 Prt1 T 5 P

1 1
2 (Pk+1 - pk) =5 (P — Pp—1)

tj. pfirustky pravdépodobnosti jsou konstantni. Prirustky p, - p,.s 0zna¢ime b, tedy

Pk=Po* k- b.




TECHNIKA PODMINENA 1. KROKEM

Pk=Pot k-b.
Okrajové podminky pro diferencni rovnici:
p, = 1 okamzity bankrot
py = 0 okamzita koupé auta
k=0:py=1
k=N:py+N-b=0;
1T+N-b=0—b =1/
tedy

Pro p # 1/2 musime vyresit diferen¢ni rovnici.




TECHNIKA POCITANI TRAJEKTORII

» Zatimjsme pouzivali techniku podminéni prvnim krokem prochazky. Jiny jednoduchy, ale
uziteény zpusob je pocitani moznych trajektorii.

* Necht X;, X,... jsou nezavislé veliCiny, kazda nabyva hodnot -1 a 1 s pravdépodobnosti g
=1-pap,jako dfive,anecht S§,, = a + },j=; X, je pozice odpovidajici nahodnému
chodci po n krocich, startujicimuv S, = a. Mnozina realizaci prochazky je mnozina
vektort s = (sy, S4,..., S,) S Sp = @aa S —S; = £1. Takovy vektor mizeme povazovat za
.trajektorii* prochazky.

Pravdépodobnost, Ze prvnich n krokl sleduje danou cestu s = (s, Sy,..., S,) je p'q, kde r
je pocet kroku vpravo a / je poCet kroku vlevo. To znamena, zer=|{i: sy, - s;=1}|al=
| {i: 8s = ;= =1} |. Potom napt.P(S,, = b) = a+ X, M, (a,b)p" q" ", kde M}, (a, b)
je pocet cest (s, Sy,..., S,) S Sp = a a S,=b majici r kroku vpravo. Vidime,ze r+[=n
celkovy poCet krokiar-/=a-b.Tedyr = %(n+ b—a)al= %(n— b + a). Tedy




TECHNIKA POCITANI TRAJEKTORII

n

1 1
P(S. = b) = §(n+b—a) E(n—b+a)
(Sn ) (%(n+b—a))p q

« ProtozZe (‘:) je poCet cest délky n majici r krok( doprava a n-r kroku doleva.

* Bude nas zajimat:
(a) Kdy se prvek poprvé dostane do daného bodu?

(b) Jakého nejvzdalenéjSiho bodu vpravo dosahne nahodna prochazka v ¢ase n?

«  Tyto otazky muzeme zodpovédét pomoci ,principu odrazu®. Pfedpokladejme, Zze S, = a,
S, = b. Nahodna prochazka muze a nemusi projit poCatkem v ¢ase 0 az n. Necht N,(a,b)
je podet moznych cest z (0, a) do (n, b) a necht Ny (a, b) je poéet takovych cest, které
obsahuji néjaky bod (k, 0) na ose x.




TECHNIKA POCITANI TRAJEKTORII

Véta ( ). Pokud a, b >0, potom N2(a, b) = N,(—a, b).
Odrazem casti cesty s 0 < x < k soumérné podle osy x ziskame cestu spojujici (0, a) a (n,
b), ktera protne osu x.




TECHNIKA POCITANI TRAJEKTORII

Lemma: Pro N,(a, b) mame, jako jiz dfive, vzorec:

Wnla.b) = (% (n+b— a))

Nasledujici ,véta o hlasovani* je dusledkem pfedchazejicich vysledku. Byla poprvé
dokazana W.A.Whitworthemv roce 1878.

Véta ( .Pokud b > 0, pak se pocet cestz (0, 0) do (n, b), které
neprekroCi osu x rovna ;Nn(o, b).

Jako aplikaci a vysvétleni nazvu véty muzeme odpovédét nasledujici otazku.
Predpokladejme, Ze béhem voleb kandidat A dostane a hlasu a kandidat B ziskava [3
hlasu, kde a > B. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude béhem voleb A stale pfed B? Necht
X; =1, pokud i-ty hlas hlasuje pro A, a -1 opacné. Pfedpokladem, Ze vSechny kombinace
a hlast pro A a B hlasu pro B jsou stejné mozné, dostaneme, Ze tato pravdépodobnost je
pocet cest z (0, 0) do (a + B, a - B), které neprekroci osu x. Uzitim véty o hlasovani
dostaneme odpovéd Z%B




TECHNIKA VYUZIVAJICI GENERUJICI FCE

L

2. Stochastické m

Nahodna prochazka, Polyova véta, zakony arcsinu,

Generujici funkce, diskrétni martingaly

Wieneruv pro

Stochasticky integral, ltoova a Stratonoviova definice

Stochasticky kalkulus, toovo lemma, feSeni jednoduchych integralnich rovnic

Ekvivalentni martingalové miry, vérohodnostni pomér, Cameron-Martinova véta

Analyza ¢asovych fad, stacionarni procesy, autokorelaéni funkce, periodogram




POLYOVA VETA

« Dukaz. Predpokladejme, ze Castice je ve své vychozi poloze v ¢ase t = 0, dale oznaCme
P, pravdépodobnosttoho, zZe se Castice v Case t = n vrati do svého pocatku, coz nastane
v pfipadé, kdy ¢astice vykona v obou smérech stejny pocet kroku. Tedy P,,,s =0 a
2n
1 2n!

Pon = 22 = .
2n 22?1 2271 (n!)z

Pouzijeme-li nyni Stirlingova vzorce n! ~ v/2mn (5)", dostaneme

1
Vi
» Podle této aproximace je

PZHz

w0 _
‘ n:lPZH_OO




DUKAZ POLYOVY VETY

» Abychom ukazali, ze se Castice skuteCné vrati do své vychozi polohy, musime vySetfit
délku casového intervalu, po némz se castice do svého pocatku poprve vrati. Necht Q,,
je pravdépodobnost, Ze se Castice pfi nahodné prochazce vrati v 2n-tém kroku poprvé do
své puvodni polohy. Pak zfejmé plati

¢ PZn = an + ZE;% PZngn_zk

 V dalSi Casti dukazu vyuzijeme generujici funkce. Polozme

© G(x) = Xy Poext a H(x) = Xizq QX"
» Pak dostaneme

* Gx)=Hx)+ G(x)H(x)

« tedy

G(x)

©HO =




DUKAZ POLYOVY VETY

« Zfejmé plati

v _ —1: G(x)
© Q= 2k Qe = H(1) = lim -

« kde Q znaCi pravdépodobnost, ze se ¢astice vubec nékdy vrati do své puvodni

* polohy. Protoze je ale fada }.;_; P divergentni, dostaneme tedy vysledek Q=1.




ZAKONY ARCSINU

* Jednou z dalSich pomucek pfi zkoumani nahodné prochazky je tzv. . Zde
si uvedeme dveé véty se zajimavymi vysledky. UvaZujme Castici konajici symetrickou
nahodnou prochazku, jejiz pravdépodobnost navratu do svého pocCatku v Case 2n je rovna
(*™)27*", oznatime P,,. Da se dokazat, Ze prvni navrat &astice do svého pocatku pravé

PZn

v ¢ase 2n nastane s pravdépodobnostizn_l.

« Nyni se podivejme na opacny pripad, tedy jaka je pravdépodobnost, Ze se ¢astice nevrati
v Case 2n do sveho pocatku?

« Veéta 3.1. Pravdépodobnost toho, ze se Castice konajici symetrickou nahodnou prochazku
v Case 2n nevrati do svého pocatku, je P,,. Tedy

p(Sl + 0,52 ¥ 0, ,Szn ¥ U) — P2n




ZAKONY ARCSINU

s+ Dukaz:
*  Vime, ze
n
P(S; #0,S, 0, ... ,S, ¢0)=1—Z Pak
' Tmrmen 2k —1
k=1

«  Matematickou indukci ukazeme, Ze plati rovnost

n

P
PZTI - 1 - Zk _ 1
k=1

« Pron =1 zjistime, ze P, =1/2 a obé strany se rovnaji. Pfedpokladejme, ze tvrzeniplati pro n -

1. Mame

n n—1
P2k PZk P2n P2n
1 — =1- - =P, ,=—-———=P
;21{—1 ;21{—1 | =2 on—1 2n

tedy platii pro n.




ZAKONY ARCSINU

 Jestlize nyni upravime pravdépodobnost P,, pomoci Stirlingovy aproximace
1
n! ~ n"t2e "\/27n , dostaneme

1
(2n)*™2e"2m 1
n2n+le=2n(2m)2%"  \nm

PZn"'

* €0z nam pfi P,, — 0 a n — « ukaze iz drive dokazanou skutecnost, a to ze s
pravdépodobnosti 1 se symetricka nahodna prochazka vrati do svého pocatku.

»  Nékdy nas ale muze zajimat nikoli prvni, ale Castice do svého pocatku a
stejné tak Cas setrvani v kladné i zaporné (resp. v pravé ci levé) Casti od pocatku. Pravé
k tomu slouzi




ZAKON ARCSINU POSLEDNIHO NAVRATU DO
POCATKU

Véta (Zakon arcsinu posledniho navratu do pocatku). Necht p =1/2a S, = 0. Pak
pravdépodobnost, Ze v asovém intervalu (0, 2n) se Castice konajici symetrickou
nahodnou prochazku vrati do svého pocatku naposledy praveé v case 2k, je rovna
PoPan-ak- Tj.

P(S2n = 0 AS2k41 # 0,... ,S2n # 0) = P(Sz = 0) " P(S2n—2k = 0)

Ze Stirlingova vzorce mame tedy:
1 1 1

Py Pon_o = : =
AT ik Jrtn—k) mfk(n—k)

a m/k(n— k) je maximalnipro k = g A tedy Py P5,_oc j& minimalni pro k = Y




ZAKON ARCSINU PRO CAS SETRVANI

Véta 3.3 (Zakon arcsinu pro cas setrvani). Necht p =1/2a S, = 0. Pak
pravdépodobnost, Ze ¢astice konajici symetrickou nahodnou prochazku v ¢asovém
intervalu (0, 2n) stravi pravé 2k casovych jednotek v kladné Casti realné osy, je (opét)
rovna

P(Szk = 0) ' P(Szn—Zk = 0)

Dakaz: u¢ebnice Grimmett, Stirzaker
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