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1 Vektory - opakovani

1.1 Teorie

V Uvodu do matematiky jste se seznamili s pojmem vektor a jeho zakladnimi vlastnostmi. Strucné
si tuto oblast matematiky zopakujeme.

1.1.1 Pojem vektor a jeho soufadnice, umisténi vektoru
Jisté si pamatujete, Ze vektory muiZeme vnimat dvéma zpusoby:

1) jako uspofddané n-tice redlngch cisel, tj. prvky mnoziny R,

2) jako orientované usecky.

Mnozinu R™ vSech usporadanych n-tic redlnych ¢isel miazeme zapsat jako:

Rn={(xlaw27"'7$n);$i€R,i :1,...771}. (1)

Geometricky si prvky mnoziny R™ mtuzeme pfedstavovat dvojim zpisobem. Bud jako body, nebo
jako vektory.

Body obvykle zna¢ime velkymi pismeny A, B, C, X, Y, apod. a jejich soufadnice piSeme do
hranatych zévorek, napt. Alaq,as,...,a,]. Na obrazku (1) je zndzornén bod A[1,2, 3] v prostoru
R3.

OBRAZEK 1: Soutadnice bodu A[1,2,3] v prostoru R?

Naopak vektory obvykle zapisujeme malymi pismeny se Sipkou, napf. @ = (2,3, 5) je vektor
v prostoru R3. Obecné @ = (uy,us,...,u,) je vektor (uspofddané n-tice) v prostoru R™. Redlna
Gisla uy, ug, . . ., u, nazyvame souiadnice (nebo téz slozky) vektoru .



Geometricky si lze vektor @ = (uy,us, ..., u,) piedstavit v n-rozmérné kartézské soustavé
soufadnic! jako orientovanou tseéku s pocateénim bodem v po¢atku, tj. v bodé o soufadnicich
[0,0,...,0], a s koncovym bodem o souradnicich [uy,us, ..., u,]. Rovnob&zné posunuti této usecky
opét predstavuje tentyz vektor, jen s jinym wumisténim. Vektor u si tedy také miZeme predstavit
jako orientovanou usecku vedouci z n&jakého bodu Alai,as,...,a,] do bodu Bla; + u1,as +
U2y ..., an + Up]. Bod A pak nazgvame pocdtecnim a bod B koncovym bodem vektoru . Protoze
volbu pocate¢niho budu mizeme provést libovolné, ma kazdy vektor nekoneéné mnoho rtznych
umisténi.
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OBRAZEK 2: Dvé riizna umisténi vektoru u = (1,2) € R?

Jsou-li body A, B dany soufadnicemi A[aq,as,...,a,] a B[by,ba,...,b,], pfifemz ay,as, ..., an,
b1,b2,...,b, jsou realna Cisla a je-li vektor « urcen orientovanou tseckou A§, nazyvaji se ¢isla

u1=b1—a1au2=b2—a2,...,un=bn—an (2)
souradnice vektoru @. Zapisujeme @ = (u1, Uz, ..., Up).

Je-li A pocate¢ni bod a B koncovy bod vektoru , piSeme o = AB =B — A, a soufadnice
vektoru @ ziskdme odeétenim soufadnic bodu A od soufadnic bodu B. Ekvivalentné muZeme
vztah (2) zapsat jako B = A + 4, tedy souet A + 4 interpretujeme jako bod B = A+ 4 =
[a1 + U1, a0 + ug, ..., an + Up].

1.1.2 Operace s vektory

V Uvodu do matematiky jste se seznamili se dvéma operacemi s vektory - séitani vektort a nasobeni
vektoru ¢islem. Zopakujme si, jak jsou tyto operace definovany.

Pro 4,7 e R™, @ = (u1,ug,...,u,),0 = (v1, v, ...,0,) nazveme souctem vektori 4 a v vektor
U+ U= (up +v1,u2 + Vo, ..., Uy + Vp). (3)
Pro ke R,d e R", @ = (uy,us,...,u,) nazveme soucdinem ¢isla k s vektorem @ vektor
k-d=(k -u,k ug, ...k uy). (4)

Vektory tedy s€itame (resp. odeitame) "po slozkach"(je tedy logickou podminkou, Ze
séitané vektory musi mit stejuny pocet soufadnic, stejny rozmér). ProtoZe v jednotlivych slozkach
pracujeme se séitanim realnych ¢isel, prendsi se komutativita a asociativita séitani realnych

1 Obvykle se zabyvame n = 2 (rovina) a n = 3 (klasicky trojrozmérny prostor). P¥i grafickém znazoriiovani pak
budeme soufadnicové osy oznacovat z,y (pron = 2) a z,y,z (pron = 3).
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¢isel na séitani vektorti. Nasobeni vektoru ¢islem provadime rovnéz "po slozkach" (kazdou slozku
vektoru vynasobime danym &islem k).

Geometricky vyznam operaci je patrny z nasledujiciho obrazku. Soucet vektora tvori
uhlopficku rovnobézniku vzniklého z téchto vektort naznacenym zptsobem. Soucin ¢&isla s vekto-
rem je vektor, ktery je delsi (pro |k| > 1) nez piivodni vektor i, nebo stejné dlouhy (pro |k| = 1),

¢i kratsi (pro |k| € (0,1)) . Je-li & < 0, ma vznikly vektor opaény smér nez vektor pavodni.
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OBRAZEK 3: Geometricky vyznam operaci s vektory. 1. kvadrant (vpravo) - soucet vektoru, 3.
kvadrant (vlevo) - nasobeni vektoru @ ¢islem (—2).

2 Euklidovsky prostor

2.1 Teorie

Euklidovsky prostor R™ ma néasledujici vlastnosti:

e je v ném déna metrika (vzdalenost bodu),

e k vyjadfeni soufadnic bodi a vektortu zpravidla pouzivime souradnicové osy, které jsou
na sebe kolmé (ortogonalni) a uréené pocatkem (bod 0[0,0,0,0,...]) a tzv. jednotkovymi
vektory:

(1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),(0,0,0,1,...),.. .,

e specialnim zptsobem je v ném definovan souéin vektori.

Podivejme se na tyto vlastnosti podrobnéji.



2.1.1 Velikost vektoru, vzdalenost bodu

Pro libovolny vektoru @ € R™, @ = (uy,us, ..., u,) nazveme velikosti (délkou) vektoru @ &islo

) = \fud +ud 4t (1)

Necht Alay, az,...,a,], B[b1,ba, ..., by,] jsou libovolné body z R™. Pak (euklidovskou) vzddlenosti
bodii A, B rozumime velikost vektoru AB a znacime ji |AB], tj.

|AB| = |AB| = \/(by — a1)® + (bs — a2)? + - - + (b — an)?. (2)

Priklad
Vzdélenost bodit A[1,—-3,5] a B[2,4,0] z R? je

|AB| = |[AB| = /(2 —1)2 + (4 +3)2 + (0 — 5)2 = /T + 49 + 25 = /75 = (8,66).

2.1.2 Skalarni soudin, thel vektord

Pro libovolné vektory 4,7 € R™ @ = (uy,ug,...,u,),¥ = (v1,v2,...,v,) rozumime skaldrnim
soucinem vektori U a U ¢islo
n
1I~17:u1-v1+u2~v2+---+un~vn:Zui-vi. (3)
=1

Skalarni sou¢in tedy ziskdme tak, Ze vynéasobime jednotlivé slozky piislusnych vektorii.
Protoze slozky vektori jsou realné ¢isla a nasobeni realnych ¢isel je komutativni, lze snadno
odvodit, ze @ - ¥ = ¥ - 4 (skalarni soucin je také komutativni).

A jaky je geometricky vyznam skalarniho souc¢inu? Pro skalarni soucin dvou vektoru
plati:
w-T=|ul-|V]-cosa, (4)

kde « je uhel, ktery tyto dva vektory sviraji.

A B
=10 o =180 a="1
OBRAZEK 1: Geometricky vyznam skalarniho sou¢inu - odchylka vektorta. V prvnich dvou piipadech

je odchylka zfejma. Ve tfetim pripads staéi pro nenulové vektory 4, v vyjadiit ze vzorce cosa (viz
nésledujici definice) a néasledné .



Uhlem (odchylkou) dvou nenulovych vektort @, 7 € R™ rozumime tihel o € (0, 7) dany vztahem

u-v
cosq = ——. (5)
|l - 9]

Uvedeny vztah pro odchylku dvou vektort vyuzijeme napf. v pfipadé, Ze mame zadany
body trojuhelnika a pot¥ebujeme uréit vnitini dhly? .

Piiklad
Odchylku vektora @ = (—1,2,—-2),9 = (3,0, 1) ziskime snadno dosazenim do vzorce:
o T (£1,2,-2)-(3,0,1) _ ~340—2 5
@l -8 [(-1,2,-2)[-|3,0,1)]  VI+4+4-v/9+0+1 310

Q= arccos ——
3v10

a =121°413 .

Vztah (5) vyuzijeme také v p¥ipadé, mame-li uréit, zda je odchylka mezi vektory specialni

- a to 90°. Plati, Ze cos90° = 0 a tedy je pro takové vektory skalarni sou¢in (podle (4)) roven 0.

Pokud jste porozuméli, snadno si zapamatujete nasledujici definici.

Dva vektory @, 7 € R™ nazveme kolmé (ortogondini), je-li

u-7=0.

2.1.3 Vektorovy souéin

Nyni zavedeme tzv. vektorovy souéin 4 X ¥ pro vektory @ a v. AvSak zduraznéme, Ze vektorovy
soucin (kviili zjednodugeni) definujeme pouze pro vektory i, o € R3!

Pro libovolné vektory i,7 € R® @ = (u1,uz,u3), v = (v1,v2,v3) nazveme vektorovym soucinem
vektord @ a U (v tomto poradil) vektor @ (a oznacujeme @ x ¥) pro ktery plati:

i F ok
. Uz U3 . usz Ui Uy U9
us | =1 - +7- +k - (7)
V2 U3 R

g
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U1 U2

= (ugv3 — uzv2, U3V] — U3, UV — UV1),
kde i, 7, k jsou jednotkové vektory ve sméru soufadnicovych os z,y, z, i = (1,0,0),5 = (0,1,0),k =
(0,0, 1).

Uvedeny vzorec pro vektorovy soucin si lze snadno zapamatovat pomoci nasledujici po-

miicky.

2 V chemii nAm vzorec miize pomoci p¥i uréeni velikosti vazebnych thli.
3 Podobné se po¢ita odchylka pfimek a jinych ttvart, aviak v takovém piipadé se bere tihel v rozmezi (0°,90°)

- viz (3).
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OBRAZEK 2: Pomicka pro vektorovy soucin

7 definice vektorového soucinu lze snadno odvodit:

Jsou-li vektory i, v linedrné& zavislé (tj. tyto vektory maji stejny smér ¢ili umisténi téchto
vektoril jsou rovnob&Zzna - tj. jeden vektor je nasobkem druhého), je

@ =0. 8)

Naopak, jsou-li vektory @, ¢ linearné& nezavislé (tj. tyto vektory nemaji stejny smér ¢ili zadné
umisténi jednoho vektoru neni rovnobézné s zadnym umisténim druhého vektoru, je vektor w
nenulovy. Navic plati, Zze vektor @ mé tyto vlastnosti:

1) vektor @

je kolmy (9)
k obéma vektortm i, v
2) vektory u, ¥, tvori tzv. pravoto¢ivou bazi® ;

3)
|@] = |@]|v] sin e, (10)

kde « je odchylka vektort @ a ¢.°

@ Viz nize - ¢ast Ad 2)

b Viz nize - ¢ast Ad 3)

Ad 2) Pravotociva baze (soustava) Méjme tfi libovolné vektory v prostoru. Kazda
trojice vektor, jejichz umisténi nelezi v jedné roving, se nazyva bdzi v prostoru. Zvolime si takové
umisténi téchto vektori, aby jejich pocateéni body byly identickeé.

Vezméme si vektory , v, w, kde @ = « x ¢. PoloZime-li pravou ruku na pomyslnou rovinu
ur¢enou vektory #, ¥ tak, aby pokréené prsty ruky udavaly smér od vektoru @ k ¢ (nejkrat3im
smérem), pak vztyGeny palec sméfuje do stejného poloprostoru jako vektor . V takovém piipadé
se bdze nazyva pravotocivd.

Pokud bychom vzali t¥i libovolné vektory, feknéme d, l;, ¢, kde ¢ # d x 5, pak by vztyleny
palec mohl ukazovat do opa¢ného poloprostoru nez vektor ¢. V takovém piipadé nazveme bdzi
levotocivou. Kdybyste misto pravé ruky ted pouzili ruku levou, tak jeji palec bude ukazovat do
stejného poloprostoru jako vektor .

Na obrazku (3) vlevo tvoii vektory @, 5, ¢ pravotocivou béazi, vpravo potom levotocivou.

Ad 3) Obsah rovnobé&znika Jsou-li vektory @, ¢ linearné nezavislé, pak vzorec



OBRAZEK 3: Béaze prostoru

|@] = |@]|V] sin @ udava obsah rovnobéznika, jehoZ strany tvori vektory 4 a v.

OBRAZEK 4: Obsah rovnobéznika

2.1.4 SmiSeny soucin

Spojeni vektorového a skalarniho sou¢inu se nazyvéa smiSeny soucin. SmiSeny soucin, stejné jako

vektorovy soucin, definujeme pouze v prostoru (pro vektory @, l;, c¢e R3)!

Smisenyim soucinem vektori @, b, e R? rozumime &islo

(@xb)-z (11)
Je-li a= (al, as, ag), g = (bl, b2, bg), C= (01,02,03)7 pak
a; a2 as
@xb)-c=|b by b3 (12)
C1 C2 C3

4 Stagi si uvédomit, e pro obsah rovnobé&znika plati S = |ii| - va, kde v, je vyska tohoto rovnobéinika. Zaroveit

vSak plati, Ze vq = |7|sina.




(13)

-,

Absolutni hodnota smiSeného sou¢inu vektori
(@ x b) - &

je rovna objemu rovnobéZnosténu, ktery tyto tii vektory urcuji, je-li jejich umisténi zvoleno

tak, Ze maji spoleény pocatecéni bod.

OBRAZEK 5: Objem rovnobéznosténu

2.2 Resené piiklady
Piiklad 1. Urcete obsah trojihelnika ABC, je-li: A[—1,—2,1], B[2,0,2] a C[1,1,1].

Regent. Vzpomeneme-li si na geometricky vyznam vektorového sou¢inu, vime (podle (10)), Ze
pro linearné nezévislé vektory @, ¢ udava || = |@ x U] obsah rovnobé&znika, jehoZ strany tvoii

vektory @ a ¢. Obsah trojihelnika bude roven poloviné obsahu rovnobéznika:

[’"I

SA:%|U><17
= AB = (3,2,1),7 = AC = (2,3,0)
r?xr"'.2><l><:’.><2
3 0 2 3
uxv=(-3,2,5).

Velikost vektorového soudinu vypoéteme podle vzorce (1) uréujiciho velikost vektoru

10



i x ¥ =4/(—=3)2 +22 +52 =9+ 4+ 25 =+/38

S 1‘quI V/38
= —|uxv =—.
) 2

Priklad 2. Vypoéctéte objem rovnobéznosténu ABCDEFGH, je-li: A[1,2,1], B[7,3,0], D[-1, 5, 2]
a E[1,0,6].

Reseni. Pro objem V rovnob&znosténu (podle (13)) plati: |(@ x b) - @, kde @, b, @ jsou t¥i vektory se
spoleénym pocateénim bodem. Pokud si nakreslime obrazek znazornujici nasi situaci a vyznac¢ime
v ném zadané body, vidime, Ze vSechny tfi vektory potfebné pro urceni objemu miizeme snadno
vypocitat ze zadanych bod.

i=AB =
6 1 -1

@xb)-e2| 9 3 1|=90+0-4-0+12+10=108
0 -2 5

-,

V= |(@x5)-d = 108| = 108

Objem rovnobéZnosténu je tedy roven 108.

Piiklad 3. Je ddn trojuhelnik XY Z, kde X[0,1,4],Y[0,—-2,1] a Z[—3,—2,4]. Vypoctéte obvod,
obsah a velikosti vnitinich uhli tohoto trojihelnika.

Resend. Znézornime si trojahelnik X ZY . Vektory, které lezi v jeho stranach, si ozna¢ime @, 7 a .

z

X

Vektory snadno vypocteme:

11
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i=XY =(0,-3,-3),0=XZ=(-3,-3,0),4 = YZ = (-3,0,3).
Pro obvod trojtuhelnika bude platit:
o = |t] + |v] + |w].

Velikosti jednotlivych vektort ur¢ime posle vzorce (1):

li] = /02 + (=3)2+ (-3)2=+/0+9+9 =118

17 = /(=3)2+ (=3)2+ 02 =9+ 9+ 0 =118

[0 =4/(=3)2+ 02+ (=3)2 =9+ 0+ 9 =18.

Dosazenim do vzorce jiz snadno uréime obvod trojihelnika:

o= || + |7] + @] = V18 + V18 + V18 = 3v/18 = 9v2.

Obsah trojahelnika spocitame (stejné jako v piikladu 1) jako polovinu obsahu p¥islusného
rovnobéznika, jehoZ strany tvoii vektory @ a ¥. Podle vzorce (10) plati:

Sa =

‘,|

|@ x ¥

DN | =

Velikost vnitFnich thld trojahelnika bychom mohli uréit podle vzorce (5) udavajictho
thel mezi jednotlivymi vektory. Pokud jsme v8ak byli pfi po¢itani pfedchozich ¢asti pozorni, mohli
jsme si povsimnout, ze velikosti v8ech t¥i vektort u, 7 a w jsou si rovny. To znamena, Ze zadany
trojihelnik je rovnostranny. V rovnostranném trojihelniku plati, Zze velikost v8ech vnitinich thla
je rovna 60°.

12



2.3 Priklady k procviceni
2.3.1 Velikost vektoru, vzdalenost bodi, skalarni soucin a thel vektori

Priiklad 1. Vypocitejte velikost vektoru:

a) 4= (—4,2)

b) 4= (4,-3,5)

Regend. a) |d] = 2v/5

b) || = 5v/2

Priklad 2. Urcete vzddlenost bodi A a B:

a) A[1,1], B[4,2]

b) A[3,1,-5],B[1,2,-3]
Regeni. a) |AB|=+/10
b) |AB| =3

Piiklad 3. Vypocitejte skaldrni soucin vektori 4 a U:

a) @=(1,2),7=(-1,1)

b) i@ = (2,—-1),7=(1,3)

¢) i=(1,1,3),7=(2,1,-1)
(

b) @-0=-1
c) U-Uv=0
d) 4-v=-1

b) a = 180°
¢) a=90°
d) a = 84°6' 40"

13



Priiklad 5. Urcete vektor kolmy k vektoru u:

) @=(1,-1)
b) @ = (—2,—5)

Regeni. a) Napi. (1,1), (-1-1) - stac prohodit soufadnice zadaného vektoru a u jedné z nich
zménit znaménko. Tak bude skalarni soucin vektord roven 0.

b) Napft. (5,-2), (-5,2)

2.3.2 Vektorovy soucin
Priklad 6. Urcete vektor W kolmy ke dvéma vektorim u,v:

a) 4= (1,-1,2),0 = (3,1,1)
b) @=(1,0,1),7 = (-1,3,2)
c) i=(1,-1,3),7=(0,0,1)
Regeni. a) @ = (—3,5,4)

b) @ = (1,1, 1)

c) w=(1,1,0)

Priiklad 7. Vypocitejte obsah rovnobéznika KLM N, jestliZe zndte soutadnice vrcholi K, L, M.
Vypocitejte souradnice vrcholu N.

a) K[2,0,1],L[1,—1,3], M[4,2,1]
b) K[1,3],L[2,0], M[4,—1]
Regeni. a) N[5,3,—1],S =4+/2

b) Abychom mohli uZit vektorovy soucin, musime pievést alohu do prostoru napt. tak, Ze u vSech
bodu doplnime soufadnici z = 0. N[3,2],5 =5

Priklad 8. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li:

a) A[4,0,—1], B[2,4,—1] a C[5,3,4]
b) A[2,—1], B[-1,4] a C[3,-2]

¢c) A[3,-6,5], B[4,8,1] a C[5,22, —3]
Resent. a) Sa = 546

b) Sa =1

c) A, B, C lezi na piimce.

Piiklad 9. Je ddn trojuhelnik XY Z, kde X[4,1,0],Y[4,—-2,—3] a Z[1,—2,0]. Vypoctéte obvod,
obsah a velikosti vnitinich uhli tohoto trojihelnika.

5 9
Resent. 0 = 9v/2,Sx = 5\/370[ =B = =60°
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2.3.3 SmiSeny soudin

Priiklad 10. Vypoctéete objem rovnobéznosténu ABCDEFGH, je-li:

a) A[2,3,—1], B[8,4,—2],D[0,6,0] a E[2,1,4]
b) A[1,0,0],B[6,0,0],D[1,—4,0] a E[1,0,5]
Regend. a) 108

b) 100

3 (Geometrie v prostoru

3.1 Teorie
3.1.1 Parametricka rovnice pfimky v prostoru

Kazda p¥imka v prostoru R? je jednozna¢né uréena dvéma riiznymi body (ozna¢me je Ala1, as, asz], B[b1, b, b3]),
které na této primce lezi. Kazdy bod X[x1, za, 23] pfimky p dostaneme tak, Ze k bodu A pfi¢itdme
rizné nasobky vektoru @ = AB, viz obr. (1).

Misto dvou bodi muzeme piimku také urcit jednim bodem a nenulovym vektorem u -
pfimku vyjadfime tzv. parametrickou rovnici.

Rovnice

X =A +tid; teR (1)

se nazyva parametrickd rovnice nebo také parametrické vyjidieni primky p. Vektor i se nazyva
smeérovy vektor primky p, proménna t € R se nazyva parametr.

OBRAZEK 1: Parametricki rovnice pfimky

Parametrickou rovnici (1) mtZeme rozepsat po souradnicich - dosazenim X[z, y, z], Ala1, as,as],u =
(u1,ug,u3) ziskdme vyjadieni soufadnic bodi X této pfimky v zavislosti na parametru ¢:
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r = a5 + tu

Py = a + tug; teR (2)

z az + tus

Je-li pfimka p zadéna dvéma riznymi body A, B, lze parametrickou rovnici snadno ziskat dosa-
zenim soufadnic bodi X a A a vektoru @ = AB = (b; — a1,bs — ag,bs — a3). Pro razné hodnoty
parametru t dostavame rizné body pfimky - napt. prot =1 bod X = A+ AB = B.

Omezime-li ¢ na interval {0, 1), dostaneme parametrickou rovnici isecky. St¥ed usecky AB
dostaneme pro hodnotu ¢t = %:

S:A+%A§:A+%(B—A):A +%B—%A _A+Bs

2

3.1.2 Vzajemna poloha dvou primek v prostoru

V prostoru R3, stejné jako v R™,n > 3, mohou mit dvé riizné piimky p, ¢ nasledujici vzajemnou
polohu:

1) Pokud jejich smérové vektory jsou linearné& zavislé (jeden je nasobkem druhého), pfimky p
a q jsou rovnobézné, pricemz
e pokud nemaji zadny spoleény bod (png = ¢F), jsou rovnobézné rizné (znacime p || q),
e pokud maji viechny body spoleéné (p n g = p), jsou rovnobézné totozné (znacime
p=2q).
2) Pokud jejich smérové vektory nejsou linearné zavislé (jeden neni nasobkem druhého), pfimky
p a q nejsou rovnobéiné (znaéime p }f q), priGem?z
e pokud nemaji Zadny spole¢ny bod (p n ¢ = ¢F), jsou mimobézné,

e pokud maji pravé jeden spoleény bod (p n ¢ = P), jsou riznobéiné. Specialnim pii-
padem rtznobéZnych primek jsou pitmky kolmé (svirajici thel 90°, oznacujeme je p L q).

Odchylkou dvou piimek se smérovymi vektory i, 7 € R™ rozumime tihel a € {0, ) dany vztahem

X
|l -

% Odchylka pfimek se tedy po¢itd podobné, jako odchylka vektora (viz (5)), avSak v &itateli zlomku je absolutni
hodnota. To zajistuje, Ze odchylka piimek je v intervalu <0, 5 ), zatimco odchylka vektorii v intervalu {0, 7).

S

A 3)

CoOsx =

gl

£

3.1.3 Parametricka rovnice roviny v prostoru

Kazda rovina v prostoru R3 je jednoznaéné uréena:

5 K uréeni soufadnic stfedu S si sta¢i uvédomit, %e musi platit |AS| = |BS| = %|AB|.
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e tfemi svymi ruznymi body (oznaéme je Ala1, az, as], B[b1, ba, bs], C[c1, ca, c3]), které nelezi
na jedné piimce.

Body A, B,C nelezi na jedné pifimce pravé tehdy, kdyz vektory A_B,A_C' jsou linearné
nezavislé.

e dvéma ruznymi pfimkami, které nejsou mimobézné.

e jednim bodem a dvéma riznymi nenulovymi vektory, které jsou linedrné nezavislé
(jeden neni nasobkem druhého).

Kazdy bod X[z, x9, 23] roviny p = ABC dostaneme tak, Ze k bodu A pfi¢itame rizné nasobky
nenulovych vektortit @ = AB a ¢ = AC (tedy pfi¢itame né&jakou linearni kombinaci vektorda AB
a AC), viz obr. (2).

Rovnice

X=A +tu+sv; t,seR 4)

se nazyva parametrickd rovnice nebo také parametrické vyjadrent roviny p = ABC,kde B = A +u
a C = A +wv. Vektory u, ¥ se nazyvaji smérové vektory roviny p, proménné ¢, s € R se nazyvaji
parametry.

X =A +Hi+ 57

OBRAZEK 2: Parametricka rovnice roviny

Parametrickou rovnici (4) mtZeme rozepsat po souradnicich - dosazenim X[z, y, z], A[a1, a2, as], u

(u1,ug,u3),v = (v1,v2,v3) ziskdme vyjadieni soufadnic bodi X této roviny v zavislosti na para-
metrech t, s:

r = a1 + tu; + sv
Py = ay + tus + svg; t,seR (5)
z = a3 + tus + Svs

Je-li rovina p zadana tfemi riznymi body A, B, C, lze parametrickou rovnici snadno ziskat do-
sazenim soufadnic bodi X a A a vektori @ = AB = (b — a1,by — as,b3 — a3),¥ = AC =
(c1 — a1, c2 — ag, c3 — agz). Pro rizné hodnoty parametrii ¢, s dostavame razné body roviny.

3.1.4 Obecna rovnice roviny v prostoru

Obecna rovnice roviny je dalsi zptisob vyjadieni roviny v prostoru. Obecna rovnice roviny v pro-
storu je podobna obecné rovnici piimky v roviné.
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Rovnice

ar +by+cz+d=0, a,becdeR, (6)

kde alespoii jedno z ¢isel a, b, ¢ je nenulové, se nazyva obecnd rovnice roviny. Vektor 7 = (a, b, ¢),
ktery je kolmy ke vSem vektortim lezicim v roving, nazyvame normdlovym vektorem této roviny.

Normalovy vektor je kolmy ke vSem vektortim lezicim v roviné, specialné tedy ke smérovym
vektortim roviny. Toho se vyuziva pii pfevodu zadané parametrické rovnice roviny na obecnou -
vektor 77 ziskdme jako vektorovy soucin vektori u a v. Koeficient d pak zjistime snadno dosazenim

souradnic kteréhokoli bodu leZiciho v roviné.

A

1)

A X

OBRAZEK 3: Obecna rovnice roviny

3.1.5 Obecna rovnice primky v prostoru

Primku v prostoru lze zadat i jako prise¢nici dvou riznobéznych rovin.

Rovnice

D a1r + b1y +cz+di =0 ok ar b1 9 (7)
aox + boy + caz +do =0 as by e

se nazyvaji obecnymi rovnicemi primky® .

% Symbol h zna¢i hodnost matice soustavy rovnic. Plati-li h(A) = 2, je splnéna podminka, Ze roviny jsou

riznobézné a tudiz maji prisecnici.

Pfipomenime, Ze obecna rovnice piimky v roviné je tvaru ax + by + ¢ = 0. V prostoru ndm
jedna obecn4 rovnice pro p¥imku nestadi, potfebujeme dve® .

6 Obecné v prostoru dimenze n (n = 2 rovina, n = 3 prostor) lze Gtvar dimenze k (k = 1 pfimka, k = 2 rovina)
vyjadrit pomoci n — k obecnych rovnic. Utvar dimenze o jedno mensi, nez je dimenze prostoru, tj. utvar dimenze
k = n — 1 se nazyva nadrovina (v roving je to pfimka, v prostoru rovina). Nadrovinu lze vzdy vyjadfit jednou

obecnou rovnici tvaru ajx1 + agx2 + - + anxy +a = 0.
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3.2 Resené piiklady
3.2.1 Prfimka v prostoru

Piiklad 1. Urdete vzdjemnou polohu piimek AB o CD, je-li: A[2,—5,—2], B[0,-3,0],C[4,1,2]
a D[-1,-2,1].

Reseni. Uréime smérové vektory obou primek:
AB = (-2,2,2),CD = (=5,-3,-1).

Smérové vektory nejsou linearné zavislé, a proto pfimky AB a C'D nejsou rovnobé&zné.

Nyni potfebujeme ur¢it pocet spole¢nych bodi téchto piimek. Sestavime jejich parametrické
rovnice:

r = 2 — 2t r = 4 — bs
pry = =5 + 2t; teR ¢: y =1 — 3s; seR
z = =2 + 2t z = 2 — s

Souradnice prise¢iku musi vyhovovat jak parametrickym rovnicim primky AB, tak para-
metrickym rovnicim pfimky C'D. Musi tedy platit:

2 — 2t = 4 — bs
png: =5 + 2t = 1 — 3s.
-2 4+ 2t = 2 - s

Po tpravé dostaneme soustavu ti{ linearnich rovnic o dvou neznamych:

5s — 2t = 2
3s + 2t = 6 .
s + 2t = 4

Tuto soustavu muZzeme fesit Gaussovou elimina¢ni metodou. Nebo sec¢tenim prvnich dvou
rovnic dostavame:

Dosazenim hodnoty proménné s do prvni rovnice (mtZeme zvolit i druhou rovnici) dostéa-

vame t = %

Hodnoty proménnych ¢, s dosadime do tteti rovnice: 1 + 3 = 4.

19



Pokud ziskdme, stejné jako v naSem piikladu, platnou rovnost, bude mit dana soustava
pravé jedno feeni - prisecik P piimek AB a CD. Piimky tedy budou réiznob&zné’ .

Soufadnice priise¢iku ziskdme dosazenim parametru ¢t = % do parametrickych rovnic pfimky
AB, nebo také dosazenim parametru s = 1 do parametrickych rovnic pfimky C'D. Pokud budeme
pocitat spravné, vyjdou soufadnice prise¢iku P v obou piipadech stejné: P[—1, —2,1].

Priklad 2. Urcete, zda jsou primky AB o CD z piikladu 1 kolmé.

Resent. Abychom uréili zda jsou zadané piimky kolmé, staci zjistit, zda sviraji thel 90°. To lze
uréit pomoci odchylky smérovych vektori AB = (—2,2,2),CD = (—5,—3,—1). Podle vzorce (6)
plati, ze dva vektory jsou kolmé, je-li jejich skalarni sou¢in roven nule. Uréime tedy skalarni soucin
danych vektori:

(=2,2,2) - (=5,-3,-1) =10—6—-2=2#0

Dané smérové vektory tedy nejsou kolmé, proto nejsou kolmé ani pfimky AB a CD.

3.2.2 Rovina v prostoru
Priiklad 3. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochdzi bodem

a) A[2,3,1] a md smérové vektory @ = (—1,1,2) a ¥ = (—2,—12,-3).
b) MJ[1,2,3] a je kolmd na vektor @ = (3,2,1).

Regent. a) Pokud je vektor @ kolmy k roving, znamena to, Ze je jejim normalovym vektorem a v
tomto pripadé snadno ur¢ime obecnou rovnici roviny.

=l

Vektor 7 tedy ziskame jako vektorovy soucin (podle (7)) vektord @ a ¥:

T l>< 3><—>< 1
—12 -3 -2 —-12

= (—3+24,—-4-3,12+2) = (21, -7, 14). K ur€eni obecné rovnice roviny mizeme vzit vektor
%ﬁ, ktery je také k dané roving kolmy: n3 = (3, —1,2).

ZapiSeme obecnou rovnici roviny (oznacme si ji p ) a dosadime do ni souradnice vektoru 77:
ax + by + cz + d = 0

p: .
3r — y + 22 + d = 0

Koeficient d zjistime dosazenim soufadnic bodu A leziciho v roving:

7 Pokud bychom dostali neplatnou rovnost, byly by pfimky mimob&zné.
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3.2 — 3 + 2.1 +.d = 0

Aep: .
d = =5

Hledana obecna rovnice roviny tedy je 3x —y + 2z — 5 = 0.

b) Plati, Ze norméalovy vektor 7 je kolmy ke smérovym vektoriim roviny.

A M

ZapiSeme obecnou rovuici roviny (ozna¢me si ji p ) a dosadime do ni souradnice vektoru 7i = 4:

ar + by + cz + d 0

p: .
3r + 2y + z + d = 0

Koeficient d zjistime dosazenim soutadnic bodu M leziciho v roviné:

3-1 + 2-2 4+ 1-3 + d
d

Il
o

Mep: .
—10

Hledana obecna rovnice roviny tedy je 3z + 2y + z — 10 = 0.

Priklad 4. Vypocitejte vzddlenost bodu A[3,0,—2] od roviny p: 3z — 2y + 2 = 21% .

Reseni. Postup feSeni:

e Bodem A povedeme p¥imku p kolmou k roviné p.
e Uréime prusecik P primky p a roviny p.
e Uréime vzdalenost |Ap| = |AP|.

ProtoZe normalovy vektor roviny 7 = (3, —2,1) je kolmy k této roving, bude zarovenn smé-
rovym vektorem pfimky p: @ = (3,—2,1).

Piimku p vyjadiime (podle (2)) parametricky (pomoci vektoru @ a bodu A leziciho na
piimce):

zx = 3 + 3t
Py = — 9t ; telR.
z = =2 4+

8 Takového piikladu se vyuziva i v chemii pfi uréovani interakce atomu (bod) s w-systémem aromatického cyklu
(ten tvofi rovinu).

9 Analogicky lze piiklad feSit dosazenim do vzorce uréujiciho vzdalenost bodu od roviny: |Ap| =
laa1 + baz + caz + d|

Va2 + b2 + 2
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P

Uréime prisecik P piimky p a roviny p (dosazenim z,y, z z vyjadfeni pfimky do rovnice
roviny):

3(3+3t) —2(—2t) +(—2+¢t) = 21
9+9t+4t—-2+t = 21

pNp: .
14t = 14
t =1

Soufadnice priseéiku P ziskdime dosazenim hodnoty ¢ do parametrického vyjadieni piimky

r = 3 + 3 = 6
Py = - 2 ; P[6,—-2,—1].
z = =2 + 1 = -1

Nyni uré¢ime (podle (2)) vzdalenost bodu bodu A od roviny p:

|Ap| = |AP] = /(6 =3)2 + (=2 —0)2 + (-1 +2)2 =9+ 4+ 1 =14

Piiklad 5. Vypoditejte vzddlenost bodu A[—5,1,—5] od pFimky p prochdzejici body C[—1,4, 3], D0, 2, 4].
Resent. Postup feseni:
e Bodem A povedeme rovinu p kolmou k p¥imce p - vybereme takovou, které prochézi bodem

A.

e Uréime prusecik P pfimky p a roviny p (uréime-li rovnici roviny obecné a rovnici p¥imky
parametricky, bude se ndm uloha snadno podcitat).

e Uréime vzdalenost |Ap| = |AP)|.
Smérovy vektor primky p, CD = (1,-2,1), je zaroven normélovym vektorem roviny p:
= (1,-2,1).

Rovinu p vyjadifme (podle (6)) obecné:
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D:E

'H.I[ ‘4
CX
ax + by + cz + d = 0
p:
x — 2y + z + d = 0
-5 - 2.1 — 5 4+ d = 0
Aep

prx—2y+z +12=0.

Primku p vyjadiime (podle (2)) parametricky (pomoci vektoru C'D a napf. bodu C lezictho
na této piimce):

r = -1 + t
Py = 4 — 2t; telR.
z = 3 4+ t

Uréime prisec¢ik P piimky p a roviny p (dosazenim z,y, z z vyjadfeni pfimky do rovnice
roviny):

(—1+¢t)—-24-2t)+(B3+t)+12 = 0
—14+t—-8+4t+3+t+12 = 0

pNp: .
6t = —6

t = -1

p:
z = -1 4+ (-1) = =2
Py = 4 — 2(-1) = 6; P[-2,6,2]
z = 3 + (1) = 2

Nyni ur¢ime (podle (2)) vzdalenost bodu bodu A od pfimky p:
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|Ap| = |AP| = /(=2 +5)2+ (6 — 1)2 + (2+5)2 = V9 + 25 + 49 = /83

Priklad 6. Vypoctéte ihel, ktery sviraji roviny p a o, je-lip: z—3 =0,0:2y +2z—1=0.

Reseni. Uhel, ktery sviraji roviny, bude stejny jako thel, ktery sviraji kolmice na tyto roviny.

Smérové vektory téchto kolmic budou odpovidat normalovym vektorim zadanych rovin.
Ty snadno uréime z obecnych rovnic rovin: 7, = (0,0, 1), 7, = (0,2,2).

Odchylku rovin pak spocitame podle vzorce (3) pro odchylku p¥imek (kolmic):

|0+ 0+ 2| 2
VOFO+1-/0+4+4 22

CoOS x =

@l - 15]  1(0,0,1)] - 1(0,2,2)]

ol

o = arccos ——
2

o = 45°.

Priiklad 7. V chemii miZeme zjistovat, zda u aromatickych cykld dochdzi k tzv. stacking interak-
cim, tj. matematicky je tireba posoudit, zda jsou roviny jader rovnobézné. Vyresme tedy podobnij
tkol. Rozhodnéte, zda dané roviny jsou rovnobéziné, kolmé, nebo splyjvajici.

a) p:2c—y+32—1=0,0:40—2y+62—2=0.
b) p:x—4y+22=0,0:2x+3y+52—1=0.

¢) prx+2y+32—1=0,0:2x+4y+62+2=0.

Regent. a) Uréime normalové vektory obou rovin:

an = (2a _173)77177 = (47 _256)

Vidime, ze 1, = 2, proto jsou dané roviny rovnobé&zné (bud rizné, nebo totozné).

Porovnéame-li koeficienty d v obecnych rovnicich rovin, zjistime, ze d, = 2d, (protoze —2 =
2(—1)). To znamené, Ze roviny jsou totozné' .

b) Uré¢ime normalové vektory obou rovin:

n, = (1,-4,2),n; = (2,3,5).

10 Pokud by koeficienty d nebyly stejnym nasobkem jako normélové vektory rovin, byly by roviny rovnobézné
rizné.
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Vidime, ze n, # kn,,k € R, proto dané roviny nejsou rovnobézné, coz znamena, zZe jsou
riznobézné.

Pokud by roviny byly kolmé, muselo by platit, Ze skaldrni sou¢in jejich normalovych vektortu
je roven nule. Ovéfme tedy

1y iy = (1,—4,2) - (2,3,5) =2 — 12+ 10 = 0.

To znamend, Ze roviny jsou kolmé (p L o).

n, = (1,2,3), 1, = (2,4,6).
Vidime, ze 7, = 21, proto jsou dané roviny rovnobé&zné (bud rtzné, nebo totozné).
Porovname-li koeficienty d v obecnych rovnicich rovin, zjistime, ze d, # 2d, (protoze 2 #
2(—1)). To znamena, Ze roviny jsou rovnobézné rizné.

3.2.3 Priimka a rovina v prostoru

Priiklad 8. Naleznéte thel, ktery spolu sviraji piimky p a q, je-li:

r + y — 2z — 1 =0
p: ,
2 + 3y — 2z + 1 =0
3r — y — z + 2 =0
q: .
2z + vy = 0

Resend. Uréime smérové vektory obou piimek. Pfimku p resp. ¢ si lze pfedstavit jako prusecnici
dvou rovin uvedenych v obecné rovnici dané primky. Smérovy vektor piimky je kolmy k normé-
lovym vektorim rovin z pfislusné obecné rovnice. Proto jej muzeme snadno vypoéitat pomoci
vektorového souc¢inu (podle (7)):

’U/_;) = (17 17_1) X (273a_1> = (27_17 1)7

g = (3,—1,-1) x (2,1,0) = (1,-2,5),

Uhel, ktery piimky sviraji uré¢ime podle thlu, ktery sviraji jejich smérové vektory, tj. podle

(3):

|ﬁ17| o |(23_1a1)'(17_2a5)| o |2+2+5|

COS&x =

9 9 3/
V6V6-5  6v5 10

35
10

o =47°52.
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3.3 Priklady k procviceni
3.3.1 Piimka v prostoru

Piiklad 1. Urcete vzdjemnou polohu piimek AB a CD. V pfipadé€, Ze jsou riznobézné, urcete je-
jich prisecik a posudte, zda jsou kolmé pFipadné urcete jejich odchylku. Soutadnice bodi A, B,C, D
jsou:

a) A[5,2, 7], B[7,1,—6],C[1,~1,0] a D[3,-2,1]
b) A[l,2,—1], B[3,0,1],C[2,—1,2] a D[5,—6,7]
¢) A[3,1,1], B[1,2,2],C[5,0,0] a D[-1,3,3]

d) A[1,0,-1], B[2,1,1],C[1,2,~2] a D[0,~1,2]

Regend. a) rovnob&zné rizné
b) rtznobézné, prusecik P[—1,4,—3],a = 12° 16
¢) rovnobézné totozné

d) mimobé&zné

3.3.2 Rovina v prostoru

Priiklad 2. Napiste obecnou rovnici roviny, kterd prochdzi bodem:

a) A[2,-2,1] a md smérové vektory i = (—1,1,3) a ¥ = (—2,2,0).
b) M[4,2,7] a je kolmd na vektor @ = (5,—1,1).

Reseni. a) = +y =0

b) bz —y+2—-25=0

Priiklad 3. Vypocitejte vzddlenost bodu:

a) A[3,2,—1] od roviny p : 22 — 6y + 3z — 1 = 0.

b) A[7,-3,3] od pFimky p prochdzejici body C[1,—3,-3], D[4, 3, 3].
Reseni. a) 0

b) [Ap| = 6

Priiklad 4. Vypoctéte ihel, ktery sviraji roviny p a o, je-lip : —x+2y+2+5=0,0 : x+y+2z+7 =
0.

Reseni. o = 60°

Piiklad 5. Rozhodnéte, zda dané roviny jsou rovnobézné, kolmé, nebo splyvagici.

a) A[3,2,—1] od roviny p: 2z — 6y + 3z —1=0.
b) A[7,-3,3] od pFimky p prochdzejici body C[1,—3,—-3], D[4, 3, 3].
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Regeni. a) 0
b) [Ap| =6

Piiklad 6. Rozhodnéte, zda dané roviny jsou rovnobézné, kolmé, nebo spljvagici.

a) p:2x—y+32—1=0,0:40—2y+6z—2=0.
b) prx—4y+22=0,0:2x+3y+52—1=0.

¢) prx+2y+32—1=0,0:2x+4y+62+2=0.
Resend. a) riznobézné, nejsou kolmé

b) rovnobéZné rizné

¢) rovnobézné totoZné

3.3.3 Piimka a rovina v prostoru

r + 2y — 2z =
Priklad 7. Naleznéte whel, ktery spolu sviraji primky p a q, je-li: p : Y
T — y =
3z — y — =z = -1
q: .
3r — 4y + 2z = 8

Reseni. o = 25° 50/
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