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Numericka integrace
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1 Numerické metody integrovani

Doposud jsme fesili piiklady souvisejici s hledanim hodnot uréitého integralu analytickou formou.
V praxi ale muzeme narazit na piipad, kdy nezname analytické vyjadieni integrované funkce, ale
zname jeji funkéni hodnoty pro nékteré body v integrovaném intervalu, a nebo mé jak integrovana
funkce f(x), tak funkce primitivni velmi komplikovany tvar. V tomto pfipadé ndm pomuze nume-
rickd metoda integrace. Tuto metodu muzeme také spésné pouzit v pfipadech, kdy je nalezena
primitivni funkce velmi slozita a nelze s ni bé&zné pracovat. Numerické metody integrace se fadi
mezi piiblizné metody urceni integrala. MuZeme ale odhadnout chybu vypoctu a také ji ovlivnit,
jak si ukdzeme dale v této kapitole.

1.1 Teorie

Pii numerickych metodach integrace miizeme vyjit z definice Riemannova integrélu, kdy interval
pies ktery integrujeme rozdélime na stejné useky a plochu ohrani¢enou osou z a grafem funkce
f(z) na intervalu < a;b > rozdélime na obdélniky, u kterych vypo¢teme obsah plochy.
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OBRAZEK 1: Riemanniv integral - dolni soucet
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OBRAZEK 2: Riemanniv integral - horni soucet

Pii patfiéné jemném rozdéleni intervalu, v limitnim p#ipadu se hodnota h blizi 0, ziskdme
dostatecné piesnou hodnotu integralu, v tomto piipadé se hodnota horniho i dolniho sou¢tu rov-
naji. Rozdélenim intervalu na jiné geometrické atvary jako jsou lichobézniky muzeme ziskat pies-
néjsi hodnotu urcitého integralu p¥i mensim poc¢tu vypoctu. Ve zdejsim kurzu si spole¢né ukizeme
obdélnikovou metodu integrace a lichobéznikovou metodu.



1.1.1 Obdélnikova metoda

Tato metoda je nejblize definici urcitého integralu, jak ji zndme z ptedchoziho kurzu. Plochu
pod kfivkou grafu funkce aproximujeme obdélnikem tak, Zze interval integrace rozpulime a vyska
obdélnika je rovna funkéni hodnoté aproximované funkce v piilce zvoleného intervalu f (‘%b) Sitku
obdélnika h vypocitdme jako rozdil b — a. Z obrazku je patrné, Ze tato aproximace je velmi hruba
a cely integrovany interval bude tieba rozdélit na velky pocet podintervala tak, aby nedochéazelo
k velkym odchylkam mezi grafem funkce a jeho aproximaci. Pocet podintervali, na které musime
rozdélit integrovany interval, nazyvame déleni a budeme je znacit pismenem m. Vysledny urcity
integral je roven sou¢tu m obsaht raznych obdélniki o §ifce h a vySce f(i) vykonstruovanych na

sledovaném intervalu, kde f(i) = M)
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OBRAZEK 3: Numericka integrace - obdélnikova metoda

Interval < a;b > rozdélime na m stejnych dilkd o §ifce h. Funkéni hodnotu v bodé a
oznatime f(xg), funkéni hodnotu v bodé b oznacime f(z,,). Body déleni v intervalu oznacime
f(z1)m, f(x2), ..., f(X;m_1). Potom je urity integral roven:

b m
J d.TZh.[f(w)‘i‘f(xl;x2)+"'+f(w]:hZf(xi)
a =0

Vsimnéte si, ze zde pouzivame pouze funkéni hodnoty ve vybranych bodech a z matema-
tickych operaci pouzivime pouze s¢itédni a nésobeni.

1.1.2 Lichobé&Znikova metoda

P1i této metodé nahradime kazdou ¢ast plochy integrovaného intervalu lichobéznikem. Jak ukazuje
nésledujici obrazek aproximace lichobéznikem nebude vyzadovat tak velky pocet déleni integrac-
niho intervalu jako u obdélnikové metody integrace, coz si ukdzeme pii feSeni piikladu.
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OBRAZEK 4: Numericka inegrace - lichobé&znikova metoda

Nejdiive si zopakujeme vzorec na vypocet obsahu plochy lichobé&znika: S = §- (21 +22). Kde
v je vySka lichobéznika a 21, 22 jsou jeho zdkladny. V piipadé naseho obrazku je vyska lichobé&znika
rovna délce intervalu b — a, v piipadé déleni intervalu ji zna¢ime h. Zakladny odpovidaji v na-
Sem piipadé funkénim hodnotédm v krajnich bodech intervalu. P#i aproximaci jednim obdélnikem
ziskame:

b b—a
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Pfi aproximaci vice lichobézniky se funkéni hodnoty vnitinich uzlovych bodu objevuji vzdy
dvakrat. Jednou figuruji jako prava mez jednoho lichobé&znika, podruhé jako levd mez sousedniho
lichobéznika. Pro aproximaci tfemi lichob&zniky s vnitinimi uzlovymi body ca d, kde a < c < d <
b, dostavame vzorec:
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obecné pro déleni m dostavame vzorec:

b
[ #@xte = 20+ 21+ fa o Fooi] + 50

Pro praktické vypocty integrala je vhodné zapisovat si jednotlivé funkéni hodnoty do ta-
bulky. Vlastni s¢itani bude potom mnohem piehlednéjsi a rychlejsi.



1.2 Regené piiklady

Priklad 1. Za pouZiti obdélnikové metody vypocitejte integrdl Sil edx pro déleni m=4 a m=8
a vysledky porovnejte.

Reseni. Pro m = 4 bude §itka podintervalu k = 0.5. Dostavame tedy uzlové body: zo = —1, 21 =
—0.5,22 = 0,23 = 0.5,24 = 1. Pro vypocet integrilu potiebujeme vypocitat funkéni hodnoty
v bodech = = —0.75, —0.25,0.25,0.75. Hledany urc¢ity integrdl ma hodnotu:

1
J ~05- [6—0,75 1025 4 025 4 60.75] _
-1

=0.5-]0.472367 4+ 0.778801 + 1.284025 + 2.117000] = 0.5 - 4.652193 = 2.326097

Pro m = 8 bude sifka podintervalu A = 0.25 a uzlové body budou: zp = —1.00,z; =
—0.75, 20 = —0.50, 23 = —0.25, 24 = 0,25 = 0.25, 26 = 0.50, 27 = 0.75, x5 = 1.0. Pro vypocet inte-
gralu budeme potiebovat funkéni hodnoty v bodech: z = —0.875, —0.625, —0.375, —0.125,0.125,0.375, 0.625, 0.875.
Integral ma tedy hodnotu:

1
J = 0.25- [6_0'875 + 6_0'625 + 6_0'375 + 6_0'125 + e0.125 + 60'375 + e0.625 + 60'875] —
-1

= 0.25-[0.416862+0.53526140.687289+0.882497+1.133148+1.454991+1.868246+2.398875] = 0.25-9.377169 = 2.3442

Vidime, ze oba vypocty se li§i uz na misté setin. Analyticky vypocitany ur¢ity integral ma
hodnotu e! — e~ = 2.3504024.

Priklad 2. Za pouziti lichobéznikové metody vypocitejte integrdl 511 e*dx pro déleni m=4 a m=38
a vysledky porovnejte.

Reseni. Pro m = 4 bude sitka podintervalu A = 0.5. Dostavame tedy uzlové body: zg = —1,z; =
—0.5,22 = 0,23 = 0.5,24 = 1. Pro vypocet integrilu potiebujeme vypocitat funkéni hodnoty
v téchto bodech. Hledany urcity integral ma hodnotu:

1
1
f =0.5- 5[671 + 2707 4+ 260 4+ 290 el =
—1

1
0.5 - 5[0.367879 +2-0.606531 +2-1+2-1.648721 + 2.718282] =

= 0.25-9.596665 = 2.399166

Pro m = 8 bude sifka podintervalu h = 0.25 a uzlové body budou: zyp = —1.00,z; =
—0.75, 20 = —0.50,z3 = —0.25,24 = 0,25 = 0.25,2¢ = 0.50,x7 = 0.75,285 = 1.0. Pro vypocet
integralu budeme potiebovat funkéni hodnoty v téchto bodech. Integral ma tedy hodnotu:



1
1
f =0.25- 5[51 +2-(e70 4705 47025 4 o0 4 025 4 05 4 075 4 el =
—1

= 0.125.[0.367879+2(0.472367+0.606531+0.778801+1+1.284025+1.648721+2.117000)+2.718282] =

= 0.125-18.901051 = 2.362631
Vidime, ze oba vypocty se li§i uz na misté setin. Analyticky vypocitany ur¢ity integral ma
hodnotu e! — e~! = 2.3504024.
1.3 Priklady k procviceni

dz
1+x2

Priklad 3. 1) Pomoci obdélnikové metody vypocitejte integrdl S(l) pro déleni m = 10.
2) Piedchozi priklad Teste pri stejném déleni pomoct lichobéznikové metody.
3) Pomoci lichobéznikové metody vypocitejte integrdl Sé % pro déleni m =4 a m = 8.

4) Pomoci obdélnikové i lichobéznikové metody vypoctéte integrdl Sé e da pro déleni m = 10.
Vysledky obou vyjpocti porovnejte.

5) Pomoci obdélnikové i lichobéznikové metody vypoctéte integrdl Sg cos z2dx pro déleni m = 10.
Vijsledky porovnejte.

Reseni. 1) 0.785606

2) 0.784981

4

)

3) 0.0988384; 0.0987329
) Obdélnikova metoda: 1.460393; lichob&Znikova metoda: 1.467175.
)

5) Obdélnikova metoda: 0.553752; lichob&Znikova metoda: 0.588876.
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