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1 Numerické metody integrování

Doposud jsme °e²ili p°íklady související s hledáním hodnot ur£itého integrálu analytickou formou.
V praxi ale m·ºeme narazit na p°ípad, kdy neznáme analytické vyjád°ení integrované funkce, ale
známe její funk£ní hodnoty pro n¥které body v integrovaném intervalu, a nebo má jak integrovaná
funkce fpxq, tak funkce primitivní velmi komplikovaný tvar. V tomto p°ípad¥ nám pom·ºe nume-
rická metoda integrace. Tuto metodu m·ºeme také úsp¥²n¥ pouºít v p°ípadech, kdy je nalezená
primitivní funkce velmi sloºitá a nelze s ní b¥ºn¥ pracovat. Numerické metody integrace se °adí
mezi p°ibliºné metody ur£ení integrál·. M·ºeme ale odhadnout chybu výpo£tu a také ji ovlivnit,
jak si ukáºeme dále v této kapitole.

1.1 Teorie

P°i numerických metodách integrace m·ºeme vyjít z de�nice Riemannova integrálu, kdy interval
p°es který integrujeme rozd¥líme na stejné úseky a plochu ohrani£enou osou x a grafem funkce
fpxq na intervalu   a; b ¡ rozd¥líme na obdélníky, u kterých vypo£teme obsah plochy.

Obrázek 1: Riemann·v integrál - dolní sou£et

Obrázek 2: Riemann·v integrál - horní sou£et

P°i pat°i£n¥ jemném rozd¥lení intervalu, v limitním p°ípadu se hodnota h blíºí 0, získáme
dostate£n¥ p°esnou hodnotu integrálu, v tomto p°ípad¥ se hodnota horního i dolního sou£tu rov-
nají. Rozd¥lením intervalu na jiné geometrické útvary jako jsou lichob¥ºníky m·ºeme získat p°es-
n¥j²í hodnotu ur£itého integrálu p°i men²ím po£tu výpo£t·. Ve zdej²ím kurzu si spole£n¥ ukáºeme
obdélníkovou metodu integrace a lichob¥ºníkovou metodu.
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1.1.1 Obdélníková metoda

Tato metoda je nejblíºe de�nici ur£itého integrálu, jak ji známe z p°edchozího kurzu. Plochu
pod k°ivkou grafu funkce aproximujeme obdélníkem tak, ºe interval integrace rozp·líme a vý²ka
obdélníka je rovna funk£ní hodnot¥ aproximované funkce v p·lce zvoleného intervalu fpa�b2 q. �í°ku
obdélníka h vypo£ítáme jako rozdíl b� a. Z obrázku je patrné, ºe tato aproximace je velmi hrubá
a celý integrovaný interval bude t°eba rozd¥lit na velký po£et podinterval· tak, aby nedocházelo
k velkým odchylkám mezi grafem funkce a jeho aproximací. Po£et podinterval·, na které musíme
rozd¥lit integrovaný interval, nazýváme d¥lení a budeme je zna£it písmenem m. Výsledný ur£itý
integrál je roven sou£tu m obsah· r·zných obdélník· o ²í°ce h a vý²ce fpiq vykonstruovaných na
sledovaném intervalu, kde fpiq � fipxq�fi�1pxq

2 q.

Obrázek 3: Numerická integrace - obdélníková metoda

Interval   a; b ¡ rozd¥líme na m stejných dílk· o ²í°ce h. Funk£ní hodnotu v bod¥ a
ozna£íme fpx0q, funk£ní hodnotu v bod¥ b ozna£íme fpxmq. Body d¥lení v intervalu ozna£íme
fpx1qm, fpx2q, ..., f(xm�1q. Potom je ur£itý integrál roven:

» b
a

dx � h.rfp
x0 � x1

2
q � fp

x1 � x2

2
q � ...� fp

xm�1 � xm
2

s � h
m̧

i�0

fpxiq

V²imn¥te si, ºe zde pouºíváme pouze funk£ní hodnoty ve vybraných bodech a z matema-
tických operací pouºíváme pouze s£ítání a násobení.

1.1.2 Lichob¥ºníková metoda

P°i této metod¥ nahradíme kaºdou £ást plochy integrovaného intervalu lichob¥ºníkem. Jak ukazuje
následující obrázek aproximace lichob¥ºníkem nebude vyºadovat tak velký po£et d¥lení integra£-
ního intervalu jako u obdélníkové metody integrace, coº si ukáºeme p°i °e²ení p°íkladu.
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Obrázek 4: Numerická inegrace - lichob¥ºníková metoda

Nejd°íve si zopakujeme vzorec na výpo£et obsahu plochy lichob¥ºníka: S � v
2 �pz1�z2q. Kde

v je vý²ka lichob¥ºníka a z1, z2 jsou jeho základny. V p°ípad¥ na²eho obrázku je vý²ka lichob¥ºníka
rovna délce intervalu b � a, v p°ípad¥ d¥lení intervalu ji zna£íme h. Základny odpovídají v na-
²em p°ípad¥ funk£ním hodnotám v krajních bodech intervalu. P°i aproximaci jedním obdélníkem
získáme:

» b
a

fpxqdx �
b� a

2
pfpaq � fpbqq

P°i aproximaci více lichob¥ºníky se funk£ní hodnoty vnit°ních uzlových bod· objevují vºdy
dvakrát. Jednou �gurují jako pravá mez jednoho lichob¥ºníka, podruhé jako levá mez sousedního
lichob¥ºníka. Pro aproximaci t°emi lichob¥ºníky s vnit°ními uzlovými body c a d, kde a   c   d  
b, dostáváme vzorec:

» b
a

fpxqdx
.
�

h

2
pfpaq � fpcqq �

h

2
pfpcq � fpdqq �

h

2
pfpdq � fpbqq �

h

2
pfpaq � 2fpcq � 2fpdq � fpbqq

obecn¥ pro d¥lení m dostáváme vzorec:

» b
a

fpxqdx
.
�

h

2
pfpxa � 2rfx1 � fpx2 � ...� fpxm�1s � fpbqq

Pro praktické výpo£ty integrál· je vhodné zapisovat si jednotlivé funk£ní hodnoty do ta-
bulky. Vlastní s£ítání bude potom mnohem p°ehledn¥j²í a rychlej²í.
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1.2 �e²ené p°íklady

P°íklad 1. Za pouºití obdélníkové metody vypo£ítejte integrál
³1
�1

exdx pro d¥lení m=4 a m=8
a výsledky porovnejte.

�e²ení. Pro m � 4 bude ²í°ka podintervalu h � 0.5. Dostáváme tedy uzlové body: x0 � �1, x1 �
�0.5, x2 � 0, x3 � 0.5, x4 � 1. Pro výpo£et integrálu pot°ebujeme vypo£ítat funk£ní hodnoty
v bodech x � �0.75,�0.25, 0.25, 0.75. Hledaný ur£itý integrál má hodnotu:

» 1

�1

.
� 0.5 � re�0.75 � e�0.25 � e0.25 � e0.75s �

� 0.5 � r0.472367� 0.778801� 1.284025� 2.117000s � 0.5 � 4.652193 � 2.326097

Pro m � 8 bude ²í°ka podintervalu h � 0.25 a uzlové body budou: x0 � �1.00, x1 �
�0.75, x2 � �0.50, x3 � �0.25, x4 � 0, x5 � 0.25, x6 � 0.50, x7 � 0.75, x8 � 1.0. Pro výpo£et inte-
grálu budeme pot°ebovat funk£ní hodnoty v bodech: x � �0.875,�0.625,�0.375,�0.125, 0.125, 0.375, 0.625, 0.875.
Integrál má tedy hodnotu:

» 1

�1

.
� 0.25 � re�0.875 � e�0.625 � e�0.375 � e�0.125 � e0.125 � e0.375 � e0.625 � e0.875s �

� 0.25�r0.416862�0.535261�0.687289�0.882497�1.133148�1.454991�1.868246�2.398875s � 0.25�9.377169 � 2.344292

Vidíme, ºe oba výpo£ty se li²í uº na míst¥ setin. Analyticky vypo£ítaný ur£itý integrál má
hodnotu e1 � e�1 .

� 2.3504024.

P°íklad 2. Za pouºití lichob¥ºníkové metody vypo£ítejte integrál
³1
�1

exdx pro d¥lení m=4 a m=8
a výsledky porovnejte.

�e²ení. Pro m � 4 bude ²í°ka podintervalu h � 0.5. Dostáváme tedy uzlové body: x0 � �1, x1 �
�0.5, x2 � 0, x3 � 0.5, x4 � 1. Pro výpo£et integrálu pot°ebujeme vypo£ítat funk£ní hodnoty
v t¥chto bodech. Hledaný ur£itý integrál má hodnotu:

» 1

�1

.
� 0.5 �

1

2
re�1 � 2e�0.5 � 2e0 � 2e0.5 � e1s �

� 0.5 �
1

2
r0.367879� 2 � 0.606531� 2 � 1� 2 � 1.648721� 2.718282s �

� 0.25 � 9.596665 � 2.399166

Pro m � 8 bude ²í°ka podintervalu h � 0.25 a uzlové body budou: x0 � �1.00, x1 �
�0.75, x2 � �0.50, x3 � �0.25, x4 � 0, x5 � 0.25, x6 � 0.50, x7 � 0.75, x8 � 1.0. Pro výpo£et
integrálu budeme pot°ebovat funk£ní hodnoty v t¥chto bodech. Integrál má tedy hodnotu:

5



» 1

�1

.
� 0.25 �

1

2
re�1 � 2 � pe�0.75 � e�0.5 � e�0.25 � e0 � e0.25 � e0.5 � e0.75q � e1s �

� 0.125.r0.367879�2p0.472367�0.606531�0.778801�1�1.284025�1.648721�2.117000q�2.718282s �

� 0.125 � 18.901051
.
� 2.362631

Vidíme, ºe oba výpo£ty se li²í uº na míst¥ setin. Analyticky vypo£ítaný ur£itý integrál má
hodnotu e1 � e�1 .

� 2.3504024.

1.3 P°íklady k procvi£ení

P°íklad 3. 1) Pomocí obdélníkové metody vypo£ítejte integrál
³1
0

dx
1�x2 pro d¥lení m � 10.

2) P°edchozí p°íklad °e²te p°i stejném d¥lení pomocí lichob¥ºníkové metody.

3) Pomocí lichob¥ºníkové metody vypo£ítejte integrál
³1
0

dx
x2�4x�8 pro d¥lení m � 4 a m � 8.

4) Pomocí obdélníkové i lichob¥ºníkové metody vypo£t¥te integrál
³1
0
ex

2

dx pro d¥lení m � 10.
Výsledky obou výpo£t· porovnejte.

5) Pomocí obdélníkové i lichob¥ºníkové metody vypo£t¥te integrál
³π
0
cosx2dx pro d¥lení m � 10.

Výsledky porovnejte.

�e²ení. 1) 0.785606

2) 0.784981

3) 0.0988384; 0.0987329

4) Obdélníková metoda: 1.460393; lichob¥ºníková metoda: 1.467175.

5) Obdélníková metoda: 0.553752; lichob¥ºníková metoda: 0.588876.
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