2. Zakladni algebraické struktury

Pojmy: grupa, okruh, pole, vektorovy prostor a podprostor, baze, di-
menze, reprezentace vektori v bazich, soucet a prinik podprostori,
doplnék.

U kazdého z priklada 1 az 5 pro odevzdani staci vybrat
pouze dvé podotazky!

1. Rozhodnéte (a zdtvodnéte), zda nasledujici mnoziny opatiené
operaci jsou grupou.

a) Mnozina matic m X n s operaci s¢itani matic.

b) Mnozina matic n X n s operaci nasobeni matic.

¢) Mnozina regularnich matic n x n s operaci néasobeni matic.

d) Mnozina diagondlnich, regularnich matic s operaci néasobeni ma-
tic.

e) Mnozina pfirozenych ¢isel s operaci s¢itani.

f) Mnozina celjch ¢isel s operaci s¢itani

g) Mnozina M = {a,b,c} s operaci x : M x M — M, kde axb =
bxa =0b,axc=cxa=c,axa = a,bxc=cxb=a,bxb=c, cxc=0.

2. Rozhodnéte (a zdivodnéte), zda nasledujici mnoZiny opatfené
dvéma operacemi jsou okruhem nebo télesem.

a) Mnozina matic n X n s operacemi s¢itani a nasobeni matic.

b) Mnozina regularnich matic n X n s operacemi séitani a nasobeni
matic.

¢) Mnozina reélnych funkci redlné proménné s operacemi séitani a
nasobeni funkci.

d) Ciselné obory N, Z, Q, R, C s operacemi s¢itani a ndsobent.

3. Rozhodnéte (a zdivodnéte), zda nasledujici mnoziny opatfené
operaci s¢itani a nasobeni skaldrem jsou vektorovymi prostory nad
R, v kladném pripadé urcete jejich dimenzi a naleznéte néjakou bazi.
a) Mnozina V v8ech matic 1 x 2 nad R, se s¢itanim matic, ale skalar-
nim nasobenim definovanym trivialné a® (z,y) = (z,y) pro vSechna
a € R a viechna (z,y) € V.

b) Mnozina vSech polynomt stupné vétsiho nez 2 a mensiho nez 4,
doplnéné 0, nad R, s béZnymi operacemi s¢itani polynomt a naso-
beni skalarem.

¢) Mnozina vSech polynomu stupné nejvyse n s béznymi operacemi
sCitani a nasobeni polynomi.

d) Mnozina V = R3, s operacemi (z,y,2) + (2/,v/, ') = (x + o',y +
y.z+2) ak(z,y, z) = (kz,y, 2).



e) Mnozina V = {(z,y) € R?*|z > 0}, (z,y)+(2, ') = (z+2, y+1/),
k(z,y) = (kx, ky).

f) Mnozina V = {(1,2)|lz € R}, (1L,z) + (1,2/) = (1,2 + 2'),
k(l,z) = (1, kx).

g) Mnozina diagonalnich matic typu 2 X 2 s operacemi s¢itani matic
a nasobeni matic skaldrem.

4. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny maji strukturu podpro-
storu. V kladném pripadé urcete jeho dimenzi a naleznéte néjakou
bézi, pripadné tuto bazi doplite dalsimi vektory na bézi celého pro-
storu.

a) Podmnozina P mnoziny v8ech ¢tvercovych matic fadu 2 takova,
ze a1 + aze = 0 (matice s nulovou stopou),

b) Podmnozina P C R?* P = {(z,y) € R?|x + y = 0},

¢) Podmnozina P C R? P = {(z,y) € R?|x + y = 1},

d) Podmnozina Z C R v8ech celych ¢isel.

e) Podmnozina P C Ps(z) mnoziny vSech polynomi stupné nejvyse
5, P ={pe B)p(x) =p(—2)}.

5. Jsou zadany podprostory Vi, Vo (V3). Urcete jejich bazi a dimenzi,
urcete dimenzi a bazi souctu a priniku téchto podprostori. Ke kaz-
dému z prostori urcete také jeho doplnék, bude tento doplnek urcen
jednoznacné?

a) V R3:
Vl - [(1’ 2? _1)7 (_17 O? 2)7 (27 _17 0)7 (17 1> 1)]7
‘/2 = [(0727 )7 (17470) 9
b) V R*
‘/1 - [(17 _17 07 1)’ (17 27 07 3)a (37 07 07 5)]7
Vo = [(0, —1,1,4), (0, 2,3,2),(0,0,1, 2)],
c) V Ps(x)
Vi =[x + 223, —3 + 29,
Vo =[2+ 2% -1+ 2%, 2% + 23 + 224,
Vs = [22 4+ 25,1 + 323 + 25, 23],
d) A% Matgxg

V1 je podmnozina vsech matic s nulovou stopou,
V5 je podmnozina vSech diagonalnich matic.




Domaci kol

I1. Uvedte dalsi ptiklady mnozin s operaci, které jsou (resp. nejsou)
grupami. Uvedte dalsi pfiklady mnozin s operacemi, které jsou (resp.
nejsou) okruhem (resp. télesem). Uvedte dalsi priklady mnozin, opat-
fenych operaci séitani a nédsobeni skaldrem, které jsou (resp. nejsou)
vektorovymi prostory (od kazdého alespori 3 ptiklady). Zdtavodnéte.



