
6. Skalární součin I.
Pojmy: skalární součin, norma vektoru, odchylka dvou vektorů, ma-
tice skalárního součinu a její vlastnosti.

U příkladů 1 až 4 stačí pro odevzdání vybrat pouze dvě
podotázky

1. Rozhodněte, zda 〈·|·〉 definuje skalární součin ve V nad R, zdů-
vodněte:

a) V = R2, 〈(x1, y1)|(x2, y2)〉 = x1y1x2y2

b) V = {F : [0, 1]→ R}, 〈f |g〉 = f(1)g(0) + f(0)g(1)

c) V = Pn – polynomy stupně nejvýše n nad R, 〈p(x)|q(x)〉 =
p(0)q(0) + p(1)q(1) + . . .+ p(n)q(n)

d) V =M22, 〈A|B〉 = det(AB)

e) V = R3, 〈(x1, x2, x3)|(y1, y2, y3)〉 = x1y1 − x2y2 + x3y3,

f) V = C, 〈z|w〉 = zw∗,

g) V = Pn – polynomy stupně nejvýše n nad R, 〈p(x)|q(x)〉 =
p(0)q(0),

h) V =M22, 〈A|B〉 = trA · trB.
2. Ve vektorovém prostoru V se zadaným skalárním součinem určete
normu vektorů ~u a ~v, vektory normujte, vypočtěte jejich skalární
součin a odchylku.

a) V = R2, ~u = (1, 3)T , ~v = (0, 4)T ,

G =

(
1 1
1 2

)
,

b) V = R2, ~u = (3,−1)T , ~v = (2, 2)T ,

G =

(
1 −1

−1 2

)
,

c) V = P3[x], 〈p|q〉 =
1∫
0

p(x)q(x)dx, ~u = x3 + 1, ~v = x− 2,

d) V = mat2×3, 〈A|B〉 = tr(ABT ),

~u =

(
1 0 1
−1 2 0

)
, ~v

(
0 1 1
0 0 2

)
.



3. Dokažte alespoň některé z následujících vlastností skalárního sou-
činu v Euklidových prostorech:

〈~v|~o〉 = 0,

〈~v|~w〉2 ≤ ‖~v‖2‖~w‖2 Schwarzova nerovnost

〈~v|~w〉2 = ‖~v‖2‖~w‖2 ⇔ ~v = k · ~w, k ∈ R,

〈~v|~w〉 = 1
4
(‖~u+ ~v‖2 − ‖~u− ~v‖2).

4. Určete vektor (všechny vektory), který bude mít s vektorem ~u
odchylku ϕ = π

3 , (resp. ϕ = 0, ϕ = π, ϕ = π
2 ), a stejnou velikost

jako ~u.

a) V = R3,

G =

(
1 2
2 5

)
,

~u = (4,−3)T ,

b) V = R3, ~u = (1, 2, 1)T , složky jsou zapsány v ortonormální
bázi,

c) V = P2[x], ~u = x, skalární součin definován takto: 〈p|q〉 =
1∫
0

p(x)q(x)dx.

5. Uveďte příklad skalárního součinu na vektorovém prostoru matic
a na vektorovém prostoru funkcí. Uveďte také příklady zobrazení
V × V → R, které nejsou skalárním součinem.

Domácí úkol

VI. Dokažte alespoň některé z následujících vlastností normy indu-
kované skalárním součinem.

‖r · ~v‖ = |r| · ‖~v‖,
‖~v + ~w‖ ≤ ‖~v‖+ ‖~w‖,

‖~u+ ~v‖2 − ‖~u− ~v‖2 = 2(‖~u‖2 + ‖~v‖2) rovnoběžníková rovnost.


