Pozadavky ke zkousce
Zkouska z predmétu MATEMATIKA 2 ma dvé ¢asti

e Pisemna c¢ast: Pisemna ¢ast se jesté dale rozdéluje na prak-
tickou cdst — pisemku a teoretickou cast — test. Pisemka trva
90 minut a je v ni obsazeno pét prikladl vétsi obtiznosti. Test
trva 60 minut, obsahuje deset jednodussich otazek, zamérenych
na znalosti zakladnich pojmi a metod.

Pii pisemné c¢asti neni dovoleno pouzivat literaturu, je vsak
povoleno pouzit tahdk vlastni vyroby do velikosti formatu A4.
(Pouziti lupy a mikroskopu neni dovoleno.)

Ukazkovy test a pisemka jsou uvedeny jako soucast tohoto do-
kumentu. Skutecné testy a pisemky u jednotlivych termint bu-
dou nizsi (maximalné stejné) obtiznosti. VSechny vase p¥ipo-
minky k ukazkovému testu i pisemce jsou vitany.

Bodovani: Testové piiklady jsou hodnoceny jednim bodem,
pisemkové dvéma body. Celkem je tedy mozné ziskat 20 bodu
z pisemné ¢asti zkousky. Dalsi body (maximélné deset) si stu-
dent prinasi od svého cvic¢iciho, ktery ho ohodnotil za praci v
prubéhu semestru. Vysledné znamka pak odpovida bodovému
ohodnoceni takto:

30 — 27 bodi ... A
27 — 24 bodi ...B
24 — 21 bodt ...C
21 — 18 bodid ...D
18 — 15 bodta ... E

15— 0 bodi ... F.

e Ustni ¢ast: V piipadé, ze student nesouhlasi se znamkou (nebo
je-li bodové ohodnoceni nerozhodné), vyjasni se situace u tstni
casti zkousky.



Ukazkova pisemka
PISEMKA — ZKOUSKA Z MATEMATIKY 2, 2006

1. Samoadjungovany linearni operator ¢ v Uy je v ortonormalni
bazi B reprezentovan matici A.

0 4 0 O
4 0 0 =3
A= 0 0 -5 0
0 -3 0 0
Urcete:
a) vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni ¢, [1 bod]

b) spektralni reprezentaci zobrazeni ¢ v bazi B (tj. rozklad A =
AP+ ...+ AP, kde P; jsou matice projekce), [1 bod]

¢) matici A reprezentujici ¢ v bazi vlastnich vektortit B a matice
prechodu T, T~! mezi bazemi B a B. [0,5 bodu]

d) matici A, [0,5 bodu]

2. Naleznéte vSechna feseni nasledujicich diferencialnich rovnic:
a)y —y =2(1—2), y(0)=1,4y(0) =1, [1,2 bodu]
b) 2%y +xy+1=0, [1,2 bodu]
c) y (2 + 3z —4) = (x +9)y. [0,6 bodu]

3. Je d4no zobrazeni F : R? — R3:
ﬁ(m, y,2) = (2xy’z — x,2y2’z + 5y, 2%9?).
Urcete
a) Jacobiho matici zobrazeni, [1 bod]

b) zda je toto zobrazeni gradientem néjaké skalarni funkce F' a
v kladném piipadé tuto funkci vypoctéte, [1 bod]



c) rotaci a divergenci zobrazeni. (0,5 bodu]

4. Transformujte parcialni diferencialni rovnici pro neznadmou funkci
z(z,y) do novych proménnych u(x,y) = = + /¥, v(z,y) = /T —
VY

T2py — Y2yy = 0.
[1,5 bodu]

Ukazkovy test

TEST 1.

1. Zakladni algebraické struktury
Je dana tfiprvkova mnozina M = {©, (O, A}. Definujte na této
mnozin€ operaci + tak, aby

a) (M,+) byla grupou.
b) (M, +) nebyla grupou.

Zduvodnéte.

2. Vektorové prostory a podprostory

a) Uvedte priklad dvou disjunktnich vektorovych podprostort v
R3.

b) Uvedte piiklad t¥{ netrividlnich podprostort v P[3] takovych,
ze jejich pfimy soucet je cely prostor P[3].

3. Skalarni soucin
V prostoru Ps[z| je skalarni soucin definovan vztahem

(p(z)]q(x)) = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2),

dokazte, ze se jedna o skalarni soucin.

4. Skalarni soudin

Urcete matici skalarniho souc¢inu z predchoziho prikladu v bazi B =
{1,z,2°}.



5. Projekce a ortogonalni doplnék
Urcete ortogonalni doplnék L, k podprostoru

o)

ve vektorovém prostoru Matsys vSech ¢tvercovych matic radu dva
nad R, se skaldrnim souc¢inem definovanym (A|B) = tr(A - BT).

6. Projekce a ortogonalni doplnék
Urcete ortogonalni projekci vektoru

10
(00
do podprostoru L resp. do L, z predchoziho prikladu.

7. Linearni zobrazeni
Linearni zobrazeni f : R* — R3 je ddno piedpisem

f(l',y,Z,UJ) = (l’-'-y,.f - y?‘Q:)
Zapiste jeho matici ve standardnich bazich a urcete jadro a image.

8. Krivocaré souradnice
Je déna transformace soufadnic f : [0,27) X (0,00) > (p,0) —

(z,y) eR?:
, T
r = agsm(gp—i—z)
T
y = chos(go—l—Z)

Naleznéte inverzni transformaci a zakreslete souradnicové kiivky
o = konst., ¢ = konst.

9. Vlastni hodnoy a vlastni vektory
Linearni zobrazeni f : Pa[z] — Ps[z] je ddno vztahem

f(az® 4+ bx + ¢) = (azx +b).
Urcete jeho vlastni hodnoty a vlastni vektory.

10. Uvedte priklad ... Uvedte piiklad linedrniho zobrazeni ¢ :
P[2] — P|[2], jehoz vlastni vektory jsou pouze t-(x+1)+s- (2% +1),



t,s € R—{0}. Zadejte ho predpisem ¢(az?+br+c) = ...1imatici ve
standardni béazi (2%, x,1). Existuje baze, ve které je toto zobrazeni
reprezentovano diagonalni matici?

RESENT:

la. Mtizeme napiiklad definovat O)4+0 =04+ =0, O+A = A+
O=40,0+0=0,40=0+A=0,04+0 =AaA+A = Q.
Axiomy grupy jsou zjevné spliény: operace je uzaviend, asociativita
(rozepsanim), neutralnim prvkem je (), ke kazdému prvku existuje
inverzni — © a A jsou navzajem inverzni prvky.

1b. Napiiklad operace definovand takto O+ Q0 =), O+ Q0 =,
QO+ 0O =9, doplnéna ¢imkoli dalsim uz zjevné nespliuje naptiklad

asociativitu (O + Q) +Q #£ Q4+ (0 4 Q).

2a. Takové dva podprostory neexistuji, nebot kazdy podprostor musi
obsahovat nulovy vektor, ten tedy bude v priniku libovolnych dvou
podprostort.

2. Napt. Vi = [1], Vs = [2], Vi = [22, 7).

3. Provéfenim axiomu skalarniho soucinu.

4.
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Kerf = [(0,0,0,1),(0,0,1,0)], Imf = [(1,1,1), (1,—1,0)].



8. Soutadnicové kiivky jsou elipsy se stfedem v pocatku a pomérem
poloos a/b a pfimky prochézejici po¢atkem. Inverzni transformace
je dana

22 2

S R
xb w

p = arctg— — —
ya 4

9. Zobrazeni mé jedinou vlastni hodnotu A = 0, vlastnimi vektory
jsou vSechny vektory z jadra zobrazeni Kerf = [1].

10. Zobrazeni diagonalizovatelné neni, nebot z vlastnich vektort
nelze utvorit bazi. Je vidét, ze vlastni vektory tvori dourozmérny
podprostor, jsou tedy prislusné téze vlastni hodnoté, dalsi nezavisly
vlastni vektor nemame, proto musi byt vlastni hodnota trojnasobna.
Zvolime-li trojnasobnou vlasti hodnotu A = 0, pak o(z? + 1) = 0,
¢(z + 1) = 0. Dale miizeme zvolit napiiklad ¢(2?) = z? + 1. Zob-
razeni je timto jiz jednoznac¢né urceno a jeho matice ve standardni
bazi je:

10 1
10 1],
-1 0 -1

piedpis: p(az® +br +¢) = (a+b—c)z®> + (a + b — c).




Okruhy otézek k tstni zkousce

ZAKLADNI ALGEBRAICKE STRUKTURY

— grupa
— okruh

— téleso a pole

— vektorovy prostor

— priklady

VEKTOROVE PROSTORY A PODPROSTORY

— definice vektorového prostoru

— definice vektorového podprostoru

— linearni zavislost a nezavislost, baze, dimenze, linearni obal
— prunik a soucet podprostor, pfimy soucet

— doplnek k podprostoru

— rozklad vektoru do dvou podprostorii, diskuze jednoznac-
nosti tohoto rozkladu

— priklady

SKALARNI SOUCIN

— definice skaldrniho soudinu

— reprezentace skalarniho sou¢inu v bazich, matice skalarniho
soucinu a jeji vlastnosti, transformacni vztah

— norma vektoru, odchylka dvou vektori

— vlastnosti skalarniho souc¢inu a normy

— ortogonalita vektorti, ortogonalizacni proces
— ortogonalni doplnék k podprostoru

— priklady



ORTOGONALNI PROJEKCE

— skalarni soucin a ortogonalnost vektori

— ortogonalni doplnék k podprostoru

— ortogonalni projekce a komponenta vektoru

— matice projekce, k ¢emu slouzi a jak ji spocteme

— priklady

LINEARNI ZOBRAZENI

— definice linearniho zobrazeni

— reprezentace linearniho zobrazeni v bazich, transformacni
vztah

— jadro a obraz linearniho zobrazeni, hodnost a defekt

— soucet dvou linearnich zobrazeni, skalarni nasobek linear-
niho zobrazeni a skladani dvou linearnich zobrazeni

— priklady

LINEARNICH TRANSFORMACE A VLASTNI VEK-
TORY

— definice vlastniho vektoru a vlastni hodnoty

— jak ur¢ime vlastni hodnoty a vlastni vektory

— diskuse diagonalni reprezentace linearni transformace

— priklady

LINEARNI TRANSFORMACE V PROSTORECH SE
SKALARNIM SOUCINEM
— samoadjungovana a symetricka linearni transformace

— vlastnosti samoadjungované a symetrické linearni transfor-
mace

— ortogonalni linearni transformace
— vlastnosti ortogonalni linearni transformace

— priklady



DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNIHO RADU

— co je to diferencialni rovnice, feseni, iplné feseni, integralni
krivka

— rovnice se separovatelnymi proménnymi, feSeni

— rovnice prevoditelné na rovnici se separovatelnymi promén-
nymi, feseni

— linearni rovnice prvniho fadu a jeji feseni

— exaktni rovnice, feSeni

— priklady

SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC PRVNIHO RADU
A LINEARNI ROVNICE DRUHEHO RADU

— co je to soustava linearnich rovnic prvniho radu
— TeSeni soustavy, princip superpozice

— linearni rovnice druhého radu

— Teseni rovnice druhého fadu, princip superpozice

— priklady

FUNKCE VICE PROMENNYCH

— co je to funkce vice proménnych

— defini¢ni obor, graf funkce, vrstevnice

— limita a spojitost funkce vice proménnych

— parcialni derivace a derivace ve sméru

— gradient a uplny diferencial funkce vice proménnych
— priklady

VEKTOROVA ANALYZA

— skalarni a vektorové funkce

— operace gradient, divergence a rotace, Laplacetiv operator
— nékteré identity vektorové analyzy

— geometrickd interpretace

— priklady



KRIVOCARE SOURADNICE

— kartézské souradnice
— polarni a cylindrické souradnice
— sférické souradnice

— soufadnicové roviny a piimky, element objemu (resp. plo-
chy)
— transformace soutradnic, Jacobiho matice a jacobian

— priklady



