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Tepelné fluktuace: linearni oscilator
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Uvodem

e Podruhé bez Planckovy konstanty

e Molekuldrni chaos: Fluktuace a stochastickd
dynamika

e Dvé cesty: & vypocet strednich hodnot 4 primd
simulace jednotlivych realizaci ndhodnych procesu
most: ergodické chovani systému v termostatu

e Hlavni formaini prostredek dnes:
Langevinova rovnice -- prototyp stochastickych
diferencidlnich rovnic
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Ergodicnost

Rovnovazné systémy jsou zvlastni.

Jsou na konci cesty, vSechna vnitini napeti v
systému se vyrovnaji a nastane zdanlivy klid.
Pod nim vsak kolota vécny molekularni chaos.
Jeho nahodilost se fidi pfisnymi zakony.

At se d¢je co d¢je, globalni rovnovaha nakonec
nesmi byt porusena.




Bl2sT pohled na odvozeni z minulé predndsky

Ircatko pokladdme za " N + 1" molekulu, kterd ma také své Boltzmannovo
rozdéleni pravdépodobnosfi O

PouzZijeme ekviparti¢niho z&kona na zobecnénou soufadnici (Uhel @ ) O

Je tu ovsem skrytd z&dména stredovacich procedur:

(V)= A{g?)=ZkpT




Bl2sT pohled na odvozeni z minulé predndsky H

Ircatko pokladdme za " N + 1" molekulu, kterd ma také své Boltzmannovo
rozdéleni pravdépodobnosfi O

PouzZijeme ekviparti¢niho z&kona na zobecnénou soufadnici (Uhel @ ) O

Je tu ovsem skrytd z&dména stredovacich procedur:

rovnovazna
stfedni hodnota,

pomoci distribucni

funkce




H Bl2sT pohled na odvozeni z minulé predndsky H

1. Zrcdatko pokladdme za" N + 1" molekulu, kterd ma také své Boltizmannovo
rozdéleni pravdépodobnosfi O

2. PouZijeme ekviparti¢niho zdkona na zobecnénou soufadnici (Uhel @ ) O

3. Jetu oviem skrytd zdména stredovacich procedur:

rovnovazna
stfedni hodnota,

pomoci distribucni

funkce

Kappler podital
c¢asovou stredni
hodnotu
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H Bl2sT pohled na odvozeni z minulé predndsky H

1. Zrcdatko pokladdme za" N + 1" molekulu, kterd ma také své Boltizmannovo
rozdéleni pravdépodobnosfi O

2. PouZijeme ekviparti¢niho zdkona na zobecnénou soufadnici (Uhel @ ) O
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j dt[F(¢(0)) OB~ (F (g

Lo

1
T

11




H Bl2sT pohled na odvozeni z minulé predndsky H

1. Zrcdatko pokladdme za" N + 1" molekulu, kterd ma také své Boltizmannovo
rozdéleni pravdépodobnosfi O

2. PouZijeme ekviparti¢niho zdkona na zobecnénou soufadnici (Uhel @ ) O

3. Jetu oviem skrytd zdména stredovacich procedur:

rovnovazna
stfedni hodnota,

pomoci distribucni

funkce

Kappler pocital
c¢asovou stredni
hodnotu

f(¢) B e—,BA¢2/2

= [doF (¢)T (¢)
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“ Ergodicnost a moleRuldrni chaos

1.  Zrcdtko pokladdme za " N + 1" molekulu, kterd ma také své Bol’rzmcn@

™ » Molekularni chaos méni kazdy dynamicky proces na stochasticky
\D * Pfi opakovani vznikaji nahodné realisace procesu

* NejCasteji se objevi "typické" realisace

* Pro ne systém bloudi vSemi hodnotami uvazované dynamické
veli€iny a to tak, Ze u ruznych hodnot pobyva zhruba podle ter mické
rozdélovaci funkce

 Z chaotickeho chovani se tak vynoruje pravidelnost

CASOVE STREDNI HODNOTY

TERMICKE STREDNi HODNOTY

ERGODICKA VETA

j dt[F(¢(0)) OB~ (F (g

Lo

— = [dg0F (¢) 7 (¢)
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Tlak v plynu a jeho fluRtuace

V elementarni kinetické teorii se odvozuje vyraz
pro tlak plynu, ktery vede ke stavové rovnici.
Na malou plosku ptsobi tlakova sila, ktera vsak
kolisa — podléha tluktuacim.

Ta bude hnaci silou pro chaoticky pohyb
mesoskopickych objektu.
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“ T7i priklady mesoskopickych systémil

globalni stupnée volnosti

. translacni

. rotacni
1) Brownova Castice

¢ —

perové vahy

4|

Kapplerovo zrcatko

mohou byt exaktne oddéleny od vnitrnich SV

volny translacni (+ volny rotacni) pohyb

2

H = L +rotace
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
H :p—+%Ax2
2m

v v Iiwv

72
H=—+14
21 4
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“ Nase volba pro Ronkrétnost predstavy

globalni stupnée volnosti

. translacni

. rotacni
1) Brownova Castice

¢ —

perové vahy

1|

Kapplerovo zrcatko

mohou byt exaktne oddéleny od vnitrnich SV

volny translacni (+ volny rotacni) pohyb

2

H = L +rotace
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
= +1 Ax°
2m

v viIiwv

72
H=—+14
21 4
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“ Nase volba pro Ronkrétnost predstavy

globalni stupnée volnosti

. translacni

. rotacni
Brownova c¢astice

I

perové vahy

1|

Kapplerovo zrcatko

mohou byt exaktne oddéleny od vnitrnich SV

volny translacni pohyb v jedne dimensi

2

H:p_
2m

mezipripad: translacni pohyb s vratnou silou

2
= +1 Ax°
2m

v viIiwv

72
H=—+14
21 4
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“ Nase volba pro Ronkrétnost predstavy

globalni stupne volnosti
. translaCni  mohou byt exaktné oddeleny od vnitrnich SV
. rotacni
Brownova Castice volny translacni pohyb v jedné dimensi

2
I _p

— : '
3) Kapp teziste pevné, rotace okolo osy s vratnou silou
12
H=—+. A¢
21




H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy molekul plynu H

F (1) - F_(1)
_ : E (t)h | ‘ ‘ 1 ‘H ‘ tk:étkésilové impulsy
F_(2) | ‘ | | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | ‘ obdobné s druhé strany

Sila na stojici desti¢ku F.(t)-F_(t)
Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

t+r —
di F,(1)= ) 1, 2mv, B,)

t
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H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu

Odhady pro desticku Tmm x Tmm n =2.69x10%

Vzduch za normdinich podminek Tatm, 0 C mezimol. vzdalenost= 3.3 nm
narazu za sec.= 1.30x1022

F0) g F0 /= e ok
= N F+(t)‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ H kratké silové impulsy
-—
| | ‘ ‘ L
NN \ | o
F (1) obdobné& s druhé strany

Sila na stojici desti¢ku F.(t)-F_(t)
Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

t+r —
di F,(1)= ) 1, 2mv, B,)

t
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“ Ndhodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu

Odhady pro desticku Tmm x Tmm n =2.69x10%

Vzduch za normdlnich podminek 1atm, 0 C mezimol. vzdalenost= 3.3 nm
P narazl za sec.= 1.30x1022 Q

F0) g F0 /= e ok
= N F+(t)‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ H kratké silové impulsy
-—
| | ‘ ‘ L
NN \ | o
F (1) obdobné& s druhé strany
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Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

t+r —
di F,(1)= ) 1, 2mv, B,)

t
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“ Ndhodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu

Odhady pro desticku Tmm x Tmm n =2.69x10%

Vzduch za normdlnich podminek 1atm, 0 C mezimol. vzdalenost= 3.3 nm
P narazl za sec.= 1.30x1022 Q

F0) g F0 /= e ok
= N F+(t)‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ H kratké silové impulsy
-—
| | ‘ ‘ L
NN \ | o
F (1) obdobné& s druhé strany

Sila na stojici destiCku F,(t)— F_(2) 0106 narazd/ s

Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

TATE O =YD, 2my, Be,) 00— raGm () 5 =1 S

t
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H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu

Odhady pro desticku Tmm x Tmm n =2.69x10%

Vzduch za normdlnich podminek 1atm, 0 C mezimol. vzdalenost= 3.3 nm
P narazl za sec.= 1.30x1022 Q

F0) g F0 /= e ok
= N F+(t)‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ H kratké silové impulsy
-—
| | ‘ ‘ L
NN \ | o
F (1) obdobné& s druhé strany

Sila na stojici destiCku F,(t)— F_(2) 0106 narazi/us

Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

AT =Y, Rmw, B,) 00— G Em(v?) 5 =1 S

t

KONTROLA | Elementarni odvozeni stavové rovnice idealniho plynu

p=nm(v’)=nlim(v®)=n kT =T ||




H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu

Odhady pro desticku Tmm x Tmm n =2.69x10%

Vzduch za normdlnich podminek 1atm, 0 C mezimol. vzdalenost= 3.3 nm
P narazl za sec.= 1.30x1022 Q

F0) g F0 /= e ok
= N F+(t)‘ | ‘ ‘ ‘ ‘ H kratké silové impulsy
-—
| | ‘ ‘ L
NN \ | o
F (1) obdobné& s druhé strany

Sila na stojici destiCku F,(t)— F_(2) 0106 narazi/us

Impuls sily za dobu makroskopicky kratkou, pro molekuly dlouhou

AT =Y, Rmy, B,) 00— rGAm(v?) 5 =1 S

t

Stredni sila na stojici destiCku

(F.()—F.(t))=pS—-pS=0
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H Ndhodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu H

Stfedni sila na pomalu se pohybujici destiCku

Zr[qvx _M)X2m(vx —u)ﬂ(vx -u) 0.

n Hn<(vx - u)2 H, — u)> 50 ply - nm<‘vx‘> & +nmO(u”)

YI r
brzdna sila

(F.(0)-F.(0))
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H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu H
Stfedni sila na pomalu se pohybujici destiCku
ZT[va ~u)x2m(v, —u)dW, —u) O -
u

n Hn<(vx —u)2 (v, —u)> 50 pls —?m<‘l}x‘> BtjM

YI r
brzdna sila

(F()-F.(t))=pS—pS—nli
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H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu H
Stfedni sila na pomalu se pohybujici destiCku
ZT[va ~u)x2m(v, —u)dW, —u) O -
u

n Qn<(vx —u)2 (v, —u)> S0 pl§ —?m<‘l}x‘> @J+M

YI r
brzdna sila

[F.() - F.(0)) =pS=pS — 1 u

Obijevila se disipativni sila umeérna rychlosti !!
Je to dusledek molekularniho chaosu (termostat nereaguje na pohyb systému)
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H Nahodnd sila na desticku piisobend ndrazy moleRul plynu H
Stfedni sila na pomalu se pohybujici destiCku
ZT[va ~u)x2m(v, —u)dW, —u) O -
u

n Qn<(vx —u)2 (v, —u)> S0 pl§ —?m<‘l}x‘> @J+M

YI r
brzdna sila

[F.() - F.(0)) =pS=pS — 1 u

Obijevila se disipativni sila umeérna rychlosti !!
Je to dusledek molekularniho chaosu (termostat nereaguje na pohyb systému)

Nahodna slozkasily F=F, —F —(F,~F.)=F, —F_—(-u)

<F(t)> =0 nulova stfedni sila
<F(t)F(t ')> =constXO(f —t") bodova korelaéni funkce (bily $um)
PROC J
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Langevinova rovnice

Jednoducha myslenka: Na mesoskopickou castict
pusobi fluktuujici sila ze strany molekul
termostatu.

Pro chaoticky pohyb mesoskopickych castic
muizeme napsat pohybovou rovnici.
Vypada jako mikroskopicka, ale neni — nahodna
Langevinova sila je zavedena fenomenologicky.
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H Langevinova rovnice H

Paul Langevin (1872 -- 1946) 1907 navrhl pohybovou rovnici pro
castici propojenou s termostatem

m5€'7)'c+Fext + F(¢)

treni , )
NAHODNA
vti§téna sila LANGEVINOVA
(nenahodna) SILA

Lorentz, Einstain and Langevin in 1927
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Solvayskd konference 1927

Photographis Benjomin Couprie 28, Avenue Louise, Bruxelles
R.H. FOWLER
A.PICCARD E.HENRIOT ED., HERZEN TH.DE DONDER E.SCHROEDINGER W. PAULI  W. HEISENBERG L. BRILLOUIN
P, EHRENFEST E. VERSCHAFFELT
P. DEBYE M. KNUDSEN W.L.BRAGG H. A.KRAMERS P. A.M, DIRAC A.H.COMPTON L.V. DE BROGLIE M. BORN N. BOHR
I. LANGMEIR M. PLANCK MADAME CURIE H. A. LORENTZ A. EINSTEIN P. LANGEVIN CH.E. GUYE C.T.R. WILSON

0.W. RICHARDSON
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H Langevinova rovnice H

Paul Langevin (1872 -- 1946)

Lorentz, Einstain and Langevin in 1927

1907 navrhl pohybovou rovnici pro
castici propojenou s termostatem

m5€'7)'c+Fext + F(?)

treni , )
NAHODNA
vti§téna sila LANGEVINOVA
(nenahodna) SILA

Nahodna sila spolu s tfrenim
odrazeji
ucCinek termostatu na systém
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H Langevinova rovnice H

Paul Langevin (1872 -- 1946) 1907 navrhl pohybovou rovnici pro
castici propojenou s termostatem

mx=—nNx+F,+F()

>

treni ; )
NAHODNA
pusobici sila LANGEVINOVA
(nendhodna) SILA
_ Nahodna sila spolu s tfrenim
Lorentz, Einstein and Langevin in 1927 od rézejl'
ucCinek termostatu na systém
DVE ZAKLADNI STRATEGIE provedeme pro
stredovani ... LR jako stochasticka DR 1D Brownovu castici
simulace ... feSeni LR pro konkrétni linearni oscilator
realizaci Langevinovy sily ,perove vahy"
jako nahodného procesu simulace Kapplerovych dat
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Langevinova rovnice 1.

Pavodné pouzita na volnou Brownovu castict.
Vyznamné pokroky v pochopeni.
Difusni feseni je spravné v limité dlouhych cast.
Pro kratké casy se projevi inercialni etekty

34




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

treni

mx75c+F(t) Fg=0
NAHODNA

LANGEVINOVA
SILA

35




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

mi 7x + F(1) g = 0| x| (volna &astice)

Kdyby
treni NAHODNA Fy = const
LANGEVINOVA
dostaneme

SILA

(i) =0 {3) + B+ (F(0)
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

m i 7x + F(1) g = 0| x| (volna &astice)

Kdyby
treni NAHODNA Fy = const
LANGEVINOVA
dostaneme

SILA

(i) =0 {3) + B+ (F(0)
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

treni

mx73’c+F(t) Fg
NAHODNA

— pusobici sila=0
= 0] =] (volna &astice)

LANGEVINOVA
SILA

Kdyby
Fg =const

dostaneme

ustaleny stav

mi€) = -1 (i) + Fy +(B)
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

treni

m§é7ic+F(t) Fy
NAHODNA

LANGEVINOVA
SILA

\

pusobici sila=0
(volna Castice)
Kdyby

Fg =const
dostaneme
/] <x> = Iy
(x) = BF
B=1/n
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

treni

m§é7x+F(t) Fy
NAHODNA

LANGEVINOVA
SILA

\

pusobici sila=0
(volna Castice)
Kdyby

Fq =const
dostaneme
(%)= Fs
(¥) = BF;
B=1/n
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

pusobici sila=0

mx7x + (1) rg =0 " (volnd &astice)

Kdyby
Fq =const

tFeni NAHODNA

LANGEVINOVA
délime m SiLA d,;zt;;ir}e
— S
X+tyx=[f@) (%)= BF,
B=1/my
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

m)'c'75c+F(t) F;=0
NAHODNA

treni
LANGEVINOVA
4ali SiLA
elime m
X+yx=f(¢)

PUvodni Langevinuv postup




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

X+tyx=/)

Pldvodni Langevinuv postup

O Stredovat ... alec
XX = (xx) —xx

() () = (oot + (a7 (1))
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

X+tyx=/)

Pldvodni Langevinuv postup

O Stredovat ... alec
XX = (xx)

(1ci) = (i)

— XX

= y{xt)+ (o ()

® Pouzit ekviparticniho teorému

(i) el

m

=y {et) + (o )
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

X+tyx=/)

Pldvodni Langevinuv postup

O Stredovat ... alec
XX = (xx) —xx

() () = (oot + (a7 (1))

® Pouzit ekviparticniho teorému

. k,T .
(1) = =2 - (k) + ()
® Zbavit se nahodneé sily !

(1) £ 22 ) 0

m
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici H

X+tyx=/)

Pldvodni Langevinuv postup

O Stredovat ... alec
XX = (xx) —xx

() () = (oot + (a7 (1))

® Pouzit ekviparticniho teorému

. k,T .
(1) = =2 - () + ( ()
® Zbavit se nahodneé sily !

(1) £ 22 ) 0

m

Motivace

(f(1))=

(f @) f(t")=constxd(t—t")
(Xf (1)) =(x)(f(D)) =

46




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici H

dokraCovani
® Vysledna LODR 1. radu

(o) (i) = 580 neznama .. (o)
m

® Obecné reSeni LODR 1. fadu partikularni feseni + obecneé reseni homogenni rovnice

k,T
<xx>—m—y+Ce

® Pocateéni podminka x =0

N kT .y
<xx> my(l e )
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H Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici H

dokraCovani
® Vysledna LODR 1. radu

(o) (i) = 580 neznams .. (o)
m

® Obecné reSeni LODR 1. fadu partikularni feseni + obecneé reseni homogenni rovnice

k,T
<xx>—m—y+Ce

® Pocateéni podminka x =0

(s8) =226 (x5)=H(x)
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H Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici H

dokraCovani
® Vysledna LODR 1. radu

(o) (i) = 580 neznams .. (o)
m

® Obecné reSeni LODR 1. fadu partikularni feseni + obecneé reseni homogenni rovnice

k,T
<xx>—m—y+Ce

® Pocateéni podminka x =0

()= ; -e)  (xi)=L()

® Posledni integrace
(x*)= ZkB—T(t “La —e‘V’)j
my 14
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Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

(x*)=2=E—

kT
my

|

t——(l e ")
y

J

VYSLEDEK




difusni limita




Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

(x*)= 2’“3—T(z ~La —e‘V"‘)j = 2kB—T(t -1(1 —e"f/f)) 1o,
my y my 14

relaxacni doba




“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

(x*)= 2’“3—T(z ~La —e‘V"‘)j = 2kB—T(t -1(1 —e"f/f)) 1o,
my y my y

relaxacéni doba
& Pro f - o

() - 2];?—;(t—r)
o~ kBT

) ——

my
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

<x2>=2kB—T(f_l(1—e_yt)jE2kB—T(t—T(1—e_t/T)) l -
my 14 my y

s Pro f — - relaxaéni doba
(¥) = 2721 1)

my

T
~2k

my
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

(x*)= 2"B—T(z ~La —e‘V"‘)j = 2kB—T(t -1(1 —e"f/f)) 1o,
my 14 my y

s Pro f — - relaxaéni doba
kT
(+') (1-7)

my
_ 2kBTt
my
— identifikace kT =D .
my
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

(x”) :2kB—T(z—l(1—e‘V"‘)
my\ y

o Prot - o -
(¥) - 222 (1-7)

my
2k T
my'
— identifikace kT
my

=D ...

jzz

kB—T(t —-7(1- e_m))

my

k,T(B=D

1

y

relaxacéni doba

T

EINSTEINUV VZTAH
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

<x2> = 2"B—T(z Ly —e‘V"‘)j = 2kB—T(t -7(1 —e"f/f)) Lo
my 14 my y

s Pro f — - relaxaéni doba
(¥) = 2721 ~1)

my
_ 2k T
my
. kT _ '
= 1dentifikace =D ... |kzTIB=D| EINSTEINUV VZTAH
my
«Pro t 50

)T L4y

my y
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici

<x2>:2I€B—T(t—l(1—e_yt)jE2kB—T(t—T(1—e_t/T)) L
my\ ¥ my y

s Pro f — - relaxaéni doba
(¥) = 2721 ~1)

my

T
~2k

my

k, T

D ... |k,T[B=D| EINSTEINUV VZTAH

— 1dentifikace

m
s Pro {50

)T L4y
my 14
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“ Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici “

(x*)= 2"B—T(z ~La —e‘V"‘)j = 2kB—T(t -1(1 —e"f/f)) L

my 4 my y
s Pro f & - relaxacni doba
T
() = 285 (1-7)
my
_ 2k T
my
L kyT :
= 1dentifikace ——=D ... |k ,7[B=D| EINSTEINUV VZTAH
«Pro t50
<x2>:2kB—T(t—l(1—1+yt—%y2t2 +...)J:<(xz)2>
my y
BALISTICKY ROZLET
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10

42D

balisticka
limita 0

difusni
aproximace

uplné reseni

10
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H Langevinova rovnice pro 1D Brownovu cdstici H

10

Zpozdi se zrovhao T

() - Z%O—T)

42D

difusni
aproximace

uplné reseni

Nezavisina 7, jenna T’

kT
<x2> — B t2 5t
m
balistickda |'[
limita J b

Balisticky rozlet je zpocCatku
nadale a od

I \ I I I 1
3 4 6 7 8 9 10

t/sr
pomalejsi, pak ovSem roste kvadraticky i

je uz mnohem rychlejsi.

Crossover u 7 odpovida prvni srazce




Langevinova rovnice 11.

Pro linearni oscilator je feSeni pomoci
sttedovacich procedur také mozné.
My se soustfedime na pfimou simulact, abychom
napodobili Kapplerovy casové prubchy.
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“ Langevinova rovhice pro linedrni oscildtor

m¥=-nx—Ax+F(t)

#eni //

vratna sila

NAHODNA SiLA

Nahodna sila spolu s tfenim

odrazeji u€inek termostatu na systém

ityx+apx = f(t)

tlumeny linearni oscilator hnan vtiSténou silou
parametry empiricky dostupné sila nahodna, Gaussovsky bily Sum

stredovani < .-
X
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H Langevinova rovnice pro linedrni oscildtor — fesent

LODR 2. fadu s pravou stranou

obecneé reseni= obecné r. homog. rovnice+
partikularni reseni nehomog. rovnice

x(1) = C, lexp(—A, 1)+ C, [exp(—A, 1) + X (¢)

sekularni rovnice

podtlumené kmity 1y =&, pretlumené kmity

64




“ Koreny charakteristick¢ rovnice

A 4 T T T
1,2 Re Lambda+
Re—= 35| Re Lambda- -----~"-
w, 3 L -
25 | - asymptoty
2 L —

2 1.5 7
A1,2:y+(yj_1 i ]
% 2% 20‘6 0.5 | R -

O | 1 | ] y
0 0.5 1 1.5 22 bezrozmeérny parametr
49
I AI,Z 1 T | 0
m-— Im Lambda+
a)O Im Lambda- -------
0.9 7
0r i
-05 | //l -
1 --——’/l/ | !
0 0.5 1 1.5 2 )y
., -




“ Langevinova rovhice — Greenova funkce “

partikularni reseni nehomog. rovnice

hledame pomoci Greenovy funkce

d2 ' d ' ") = —t'
_G(t,t)+yEG(t,t)+w§G(taf)—5(t t') %

dz’

pulsni excitace
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“ Langevinova rovhice — Greenova funkce

partikularni reseni nehomog. rovnice

hledame pomoci Greenovy funkce

%G(r,t') + y% G(t, 1)+ G(t,t") = —1")

7

@

akusticka
mereni
Greenovy
funkce
podle
definice

s kladivkem
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“ Langevinova rovhice — Greenova funkce “

partikularni reseni nehomog. rovnice

hledame pomoci Greenovy funkce

4 G+ y% G(t, 1)+ G(t,t") = 3(t —1")

ds Z

PAK pulsni excitace

) =[dtTGEL) % f(1)
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Langevinova rovhice — Greenova funkce

partikularni reseni nehomog. rovnice

hledame pomoci Greenovy funkce

PAK

L6 +y down+acar)=sa-r)

) =[dtTGEL) % f(1)

Oveéreni:
Definujeme

Symbolicky LG =0

= d2 i 1 A
L= 17 +y 17 +¢aJ  (dif. operator)

L3 :jdt'LGf :jdfaxf:f
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Langevinova rovhice — stanoveni Greenovy funkce

hledame Greenovu funkci

3

i

iG(t M+ -4 G+ a6t = 8t —1)
dtz ) dt ) 0 )

G(t,t')=0 pro t<t

d
d¢?

G(t=t'+0)=1

2
—?[c??G(t’f)+V£G(t’f)+@§G(f,t'):0 pro t>¢'

Git=t'+0)=0
okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

dostaneme integraci po malém okoli bodu t = t’
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“ Langevinova rovnice — odvozeni seStvacich podminek, “

hledame Greenovu funkci

E Gy +yd G +a2Ga,rm) = d—1)
dtz ’ dt ’ 0 ’

Al G(t,tY)=0 pro t<t'

2
B §7G(t,t')+y£G(r,t')+c¢§G(r,t'):O pro t>t

cl LGu=r+0)=1 G(t=t'+0)=0

d¢?

okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

dostaneme integraci po malém okoli bodu t = t’
t'+0 t'+0 t'+0 t'+0

2
jdt 4Gty +y J.a’t 4G +of ja’t G(t,t") = _[a’t o(t—1")
d¢ di
t'=0 t'=0 t'—0 t'-0

1'+0 '+0

+af J'dt G(t,t") =1
g t'-0

!+5

d G

& +YGl1,1)

¢
{'=0 r-
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“ Langevinova rovnice — odvozeni seStvacich podminek, “

hledame Greenovu funkci

E Gy +yd G +a2Ga,rm) = d—1)
dtz ’ dt ’ 0 ’

Al G(t,tY)=0 pro t<t'

2
B §7G(t,t')+y£G(r,t')+c¢§G(r,t'):O pro t>t

C dtG(t—t+O) 1 G(t=t'+0)=0

okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

dostaneme integraci po malém okoli bodu t = t’
t'+0 t'+0 t'+0 t'+0

jdt d° G(tt')+yJ'a’t LGt +af ja’tG(tt')— _[dtd(t t")

+ yG(><)

t'+0

+af _[dt (1,1 =1 O - +0
t'-0

dtG(tt)
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“ Langevinova rovhice — stanoveni Greenovy funkce

hledame Greenovu funkci

E Gy +yd G +a2Ga,rm) = d—1)
dt2 ’ dt ’ 0 ’

A G(t,t)=0 pro <t

2
—?[c??G(t’f)+V£G(t’f)+‘°§G(f,t'):0 pro t>¢'

1% %G(t:t'+0):1 G(t=1'+0)=0
okrajove podminky (seSiti pfi rovhych Casech)

dostaneme integraci po malém okoli bodu t = t’

G(1) = ~————(exp(-A 1) —exp(=4, 1)) [9(7)

T(—t_t'
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Langevinova rovhice — ukdzRa Greenovy funkce

G|
0.5
ﬂ
NV
O J U V LV
057 u
0 2I0 4I0 6I0 8I0 100

G(1) = ~————(exp(-A 1) —exp(=4, 1)) [9(7)

T(—t_t'
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Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost ndhodné sily Q <f(t)f(t ')> =2DJ(t—1"

\ konvencni, ale matouci

oznaceni
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Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost ndhodné sily Q <f(t)f(t ')> — 2/’{(; —t"

nase konvencni

oznaceni
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Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost ndhodné sily Q <f(t)f(t ')> — 2/’{(; —t"

777
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“ Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost nahodné sily Q <f(t)f(t v)> =27 (-1
Musime se opfit o ekviparticni \ 30N
teorém =t

<x2(t)> = <J]dt'dt"G(t —t"G(t _f")f(t')f(t")> —
zzrjdt'Gz(t_t')ZLGl— piimy vypocet

y o
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“ Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost nahodné sily Q <f(t)f(t v)> =27 3t -1
Musime se opfit o ekviparticni \ 30N
teorém =t

(x*(1)) = [[de'de"G(e =Gt =) (£ () f (¢") =

=2/ [de'G (¢~ 1) :Lga% pHmy vipodet
y
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“ Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost ndhodné sily Q <f(t)f(t ')> =2/ 0(t —t"
Musime se oprit o 777

(@) =([[drde G -G =) f(1) /(") =

:2/'Idt'G2(t—t'):§G:—g %mag<x2(t)>
_ kT _

1
mag ’

ko T
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“ Langevinova rovnice — ndhodnd sila

Velikost nahodné sily Q <f(t)f(t ')> =2/ 0(t—1t"

Musime se opfit o

(@) =([[drde G -G =) f(1) /(") =

=2rjdfG%rﬁq:’_Gl- gqux%n>

y o
kBT |
= =1r.T
mag 2h
Vysledek [ kgT
pripomina y m

Einsteinuv vztah

81




“ Langevinova rovnice — ndhodnd sila “

Velikost nahodné sily Q <f(t)f(t ')> =2/ 0(t—1t"

Musime se opfit o

(@) =([[drde G -G =) f(1) /(") =

1
=2/ [dt'G*(t—-t"=—DB~  Lmag (x7(1)
I T i (40)
kT
:m]zg =Lj, T
-~
Vysledek _kBT

pripomina
Einsteinuv vztah

stejny jako pro volnou
_ Brownovu castici
nezavisi na &)
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Shrnuti: vysledné formdlni teseni

x(0) =0,

1(0)=0

t
x(2) :0+0+jdt'G(t—t')f(t') formaini feeni
0

Gr-1) == 1 _1 {eXp(_/]l(t_f'))_GXP(—/]Z(t—t'))} B(t—1t")
1 — A
Ais =%Vi\/%y2—cq)2
N T kT
(fose)=2rea-n L=t
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Shrnuti: vysledné formdlni teseni

x(0) =0,

1(0)=0

t
x(2) :0+0+jdt'G(t—t')f(t') formaini feeni
0

Gr-1) == 1 _1 {eXp(_/]l(t_f'))_GXP(—/]Z(t—t'))} B(t—1t")
1 — A
Ais =%Vi\/%y2—cq)2
N T kT
(fose)=2rea-n L=t

APLIKACE: ovéfeni Langevinova Ansatzu
GO L) =([de' Ge—t) £ () f (D))

=Jdt' Gt =t)(f(t) [ (1))
=[{dt'G(t=t"\I(t—-t)=TG(0+0)=0
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Shrnuti: vysledné formdlni teseni

x(0) =0,

1(0)=0

t
x(2) :0+0+jdt'G(t—t')f(t') formaini feeni
0

Gr-1) == 1 _1 {eXp(_/]l(t_f'))_GXP(—/]Z(t—t'))} B(t—1t")
1 — A
Ais =%Vi\/%y2—cq)2
N T kT
(fose)=2rea-n L=t

APLIKACE: ovéfeni Langevinova Ansatzu
(e £y ={[de' G =1) £ () £ ()

=[dt'G(t =t {f (") f (1))
=[dt'G(t—t") It —1t") = FG(0O+0) =0
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Numerickd integrace

#(t) :jdr'G(z—t')f(r')

formalni reSeni
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Numerickd integrace “

() = j dt'G(t—t") f(t" formalni feeni

= Z I dt'G@—t"f(t" rovhomerné deleni intervalu Casu
n A
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“ Numerickd integrace “

() = j dt'G(t—t") f(t" formalni feeni

= Z I dt'G@—t"f(t" rovhomerné deleni intervalu Casu
n A

= Z G(t—t)) j dt'f(t')  aproximace — véta o stf. hodnoté
n A, (Greenova funkce je plavna)

88




“ Numerickd integrace “

() = j dt'G(t—t") f(t") formalni Fedeni
= Z J' dt'G@—t"f(t" rovhomerné deleni intervalu Casu
n A
~ ZG(t - tn)j dt'f(t')  aproximace — véta o stf. hodnoté
n A, (Greenova funkce je plavna)
= Z G(t—t,)/, diskretizovany tvar vhodny pro
n

vypocet ... rychlejsi prime num.
reseni diferencialni rovnice
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“ Numerickd integrace

0 :jdt'G(r—z')f(r')
:Zjdt'G(z—t')f(t')
n oA

i ZG(t—tn)jdt'f(t')

=Sou-if, ()= (ol )

n

diskrétni Gaussuv
nahodny proces

=[,de' ], de"(F () (")
=] ,d¢'] ,dt"270('-t") =2/ A
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“ Numerickd integrace

R0 :jdt'G(r—z')f(r')
:Zjdt'G(z—t')f(t')
n oA

i ZG(t—tn)jdt'f(t')

=Sou-if, ()= {laat ol )

n

diskrétni Gaussuv
nahodny proces

rozdéleni 1

pravdepodobnosti p(X) = /27T02

=[,de' ], de"(F () (")
=] ,d¢'] ,dt"270('-t") =2/ A

exp(—X2 /2(72)

g =24
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“ Numerickd integrace
R0 :jdt'G(r—z')f(r')
=Y [de'G=1)f(t)
n A

i ZG(t—tn)jdt'f(t')

~—

=Sou-if, ()= (ol )

n

=, de'],de"{ f(¢")f (2"
diskrétni Gaussiv adt' 4 de" (£ () f(2")
néhOdny proces :Iﬁdt'jﬂdt"z/_d(tv_tn):2/—At
rovzdélenl' . p(X) = 1 exp(—X2 /202)
pravdepodobnosti W
g =~2IA

92




“ Numerickd integrace
R0 :jdt'G(r—z')f(r')
=Y [de'G=1)f(t)
n A

i ZG(t—tn)jdt'f(t')

=261, (77)=(ade F@) ] pde 1)
diskrétni Gaussav =l del de(F @) £ @)
nahodny proces =[,de'],de" 273"~ 1") =21 A

rozdéleni _ 1 2 2
pravdépodobnosti p(X)= ) eXp( X120 )
2710 A
~ en® pseudonahodna
g =24 Sisla
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URdzka Kapplerovych méteni

Registrieranfoahme der Brownschen Bewegung (Methode B) (patirliche Gribe).
Dircktionskraft 2,66+107 abs. Einh. Triggheitamoment §,1-10~ abe. Einh. Skalenabstand: 56,5 cm.
Feitemarke: 20 pee da — 2 mm. o) Atmoophirondrock. Tomperatar 150 O

Fig. 4a
3;:;-.‘
AR N 3
n ' lh M ] L] ﬂ-
i fY Am ﬂﬁli! *\I N I\'. 'w"‘f hlf'il 1il\| I.\ o\ -III:' 'Ii‘. )
1 & .u. J o ! ’II- 1 ; i | ¥ :‘ I-"'.I' ) ﬂd_ll
| l.i_. I"h‘,_ :I A lI II'H.' I..h'I HI ‘H’f | .“IH'.. I|~|I||I 1I hlﬁ._ | _h__rllh . .'I ‘\:.-J
\ 1 i - ! ! b 4 i L.u' { N
] L _.l._u.i | \i

Hegistricranfoshme der lBrownachen Bewegung (natiicliche Grdle.
Direktionskraft 2,06:107" abs. Einh. Trigheitsmoment 8,110~ abs, Einh., Abstand Hpir_"jgl:l Kamera: 86,5 cm.
Zeitmarke: 0 ece dx = 2 mm. by 4:107% mum Mg, Temperatur 107

Fig. 41

E. Kappler, Ann. d. Phys. (Leipzig) 11 (1931} 235,
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“ URdzka Kapplerovych méteni

‘Hﬂm‘—.‘__ﬂm

I m‘vwv—-x-\

‘w.huﬂ,‘_‘““—'__,"“--._ - wﬁ‘-—-"’-‘-’."-"

vysoky tlak, pretlumeny oscilator

Registrieraufoahme Jder Brownschen Bewegung (Methode B) (patiirliche Friife).
Dircktionskraft 2,66+107 abs. Einh. Triggheitamoment §,1-10~ abe. Einh. Skalenabstand: 56,5 cm.
Feitemarke: 20 pee da — 2 mm. o) Atmoophirondrock. Tomperatar 150 O

Fig. 4a

37 mic

snizeny tlak, podtlumeny oscilator

i AN M Y SR
i ) [ ! f _I il |
WA/ W S i \-_n,_,r-" e A\

l{nglntrlt.mufnn!nm der lirownachen Dewegung (natiicliche GrdQcel.
Direktionskraft 2,00.107" abs. Einh. 7Trigheitsmoment 0,110~ abs, Einh. Abstand Spicgel-Kamera: 865 cm.
Zettmarke: A ece dx = 2 mm. b 4-10* m Hg. Tomporatur Id Cg

Fig. 4

E. Kappler, Ann. d. Phys. (Leipzig) 11 (1931} 233
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®, = 1.0, v =100.

x 10
8T - 0.05 ] X(f)
| W

0

4t
2 1 -0.05+
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

0.05r

| tna L0

rozmazano S
oknem Ar =2

-0.05 ¢ }

0 20 40 60 50 100 0 20 40 a0 80 100
—— Cas
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o = 1.0, I =0.2

o) e x(7)

5 Mu\/\mﬂm/\ﬁ /‘A
o " VT wvv

05} a

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

]‘fn 0.05 i
o[l e L 1Y ()

UU \/WUW VT rozmazano s

0.05} oknem Af =2

0

Al ]"\'“Wﬂl'luﬂl"

_0.4 1 I 1 1 1 1 1 1 ‘
0 20 40 60 50 100 0 20 40 60 80 100

— Cas
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Langevinova rovnice 111.
(Browniiv pohryb 2013)

Soucasna experimentalni technika dovoluje
sledovat trajektorii Brownovy castice a z toho
odvodit 1 jeji rychlost
Tongcang Li and Mark G. Raizen:

Brownian motion at short time scales
Ann. Phys. (Berlin), 1-15 (2013) / DOI 10.1002/andp.201200232
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Experimentdlni uspordddni

Vacuum
Chamber

s-polarized

N

Figure 2 (online color at: www.ann-phys.org) This simplified
schematic shows our counter-propagating dual-beam optical

tweezers, and a novel detection system (Figure adapted from Ref.

Opticka pinseta drzi kiemenny koralek

Potencialni energie odpovida
harmonickému oscilatoru

Ve vakuoveé komore je snizeny tlak
vzduchu

Koralek vykonava Brownuv pohyb

Vychylky jsou monitorovany detekénim
systémem

AN Zakladni vtip:

Déleni svazku zrcatkem s ostrou hranou

[21]). The s-polarized beam is reflected by a polarizing beam split-
ter cube after it passes through a trapped bead inside a vacuum
chamber. Then, for detection, it is split by a mirror with a sharp
edge. The p-polarized beam passes through the cube.

PROC TAK ,,SLOZITE*

Ve vzduchu delsi relaxacni doba
Bez pinsety by koralek spadi
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Méreni vychylek a rychlosti

___ 80+ ' Figure 3 (online color at: www.ann-phys.org)
= ] 99 8 kPEi One-dimensional trajectories of a 3 um diam-
£ 401 eter silica bead trapped in air at 99.8 kPa (A)
- and at 2.75 kPa (B). The instantaneous veloci-
,_g U ties of the bead corresponding to these trajec-
7 40 tories are shown in (C) and (D). Figure adapted
O =
a from Ref. [21].
-SD + + + + + + + + i + * * + ]

g 1' C } 99.8 kF’."a ‘ D 2.75 kPa

- ;- i ]
< okl k%?j% ﬁf% N
> U7 lw AT ¥
= ) g‘ | h [

1 L |
AR IR
o
> ] |

0 1 2 0 1 2

Time (ms) Time (ms)

Je to obdoba Kapplerova meéreni, ale preskalovana do mesoskopickych
meritek

Vsimnéte si irregularity rychlosti
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Experiment se shoduje s Langevinovou rovnici

P¥imé méieni (x’(¢))

» balisticka Cast jako u volné Castice
 nasleduji oscilace postupné utlumene
e POZOR dvojlogaritmicke méritko

O 99.8 kPa
o 2.75kPa

Time (s)
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The end




“ Systematicky popis termickych fluktuaci

termicke fluktuace | kvantove fluktuace

— _/
V

soucasnost

MAKROSKOPICKA APARATURA

T | termostat makroskopicky " nekonecny "
mnoho nezavislych vnitfnich stupiu volnosti
e O systém mesoskopicky
méfici . i i interakce T -- S
oni | Hoow =H.+Hae +U
neni —
soucasti TOT T S ST
systému
Hy =S Hy, + =2 Hy,tH
T Ta £ X
— mikroskopickeé globalni
HS = H + mitf stupné volnosti

=7
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“ Termostat z idedlniho plynu

H; =) H, +Usr obecny tvar hamiltonianu

2
=2 Pa_+ D Veats ZUaﬂ pro (téméf) idealni plyn
2m azp

: 0]

srazky vedou k chaotisaci

podminky pro dobry termostat |
z idealniho plynu TERMOSTAT:

a / definuje a fixuje teplotu

— << — << T , , , N

v v '\ je robustni, neda se vychylit
je rychly pri navratu do
rovnovahy

doba chaotisace (srazkova doba)

S termostatem pracujeme tak,
. jakoby po dobu zkoumaného
Oba systemu procesu setrval v rovnovaze

doba termatisace (relaxacni doba)

charakteristi
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Dynamicky systém v rovnovdze s termostatem “

Nase malé systémy si muzeme myslet jako "N + 1" molekulu, trochu sice
vetsi, ale jinak zapadajici do Boltzmannovy konstrukce kinetické teorie

Predpokladame totiz Hyor = Hy, + H + 3

"N + 1" molekul

Skrtnuty élen vyvola nevratnou dynamiku. Jsou dvé cesty:

» PoCitame stredni hodnoty s rozdélovaci funkci

f(p,q) Uexp(-BLH(p,q))

Timto vnucenim rovnovahy jsme rovnocenné dosahli nevratnosti.

« Zacneme dynamickeé vypocty pro systém S pod dynamickym vlivem T. To
je mozné napr. za pouziti Langevinovy rovnice ( ... Pristé)

J
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“ ERviparticni teorém

EkvipartiCni teorém
je obecné platny za nasledujicich predpokladu:
» Systém je klasicky ( )

» Uvazovany stupen volnosti (p nebo q) vystupuje v celkovém hamiltonianu
jen jako aditivni kvadraticka funkce, typicky 1 4x”

Pak

<le2> _ jdx [%sz @Xp(—ﬁ[%/lxz)

=L1kT
? jdx[exp(—ﬁ[;/lxz) 278

Tento vysledek pokryva mimo jiné Kapplerovsky vypocCet. Na kineticke
energii vibec nezalezi, ani na rozdilném dynamickém chovani pro ruzné
podminky (tla vzduchu v "termostatu”)
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