
2. domáćı úloha ze semináře z matematiky II, 11.3. 2013

Z dvojice úloh A a B je druhá obt́ıžněǰśı a je určena těm, pro které je prvá úloha
jednoduchá. Stač́ı, když odevzdáte řešeńı jedné z nich.

1A. Dokažte: Vektory u1, u2, . . . , un tvoř́ı bázi prostoru U , právě když plat́ı

(∀v ∈ U)(∃!(a1, a2, . . . , an) ∈ R
n)(v = a1u1 + a2u2 + · · ·+ anun).

1B. Necht’ U a V jsou vektorové podprostory v prostoru W . Dokažte: U ∩ V = {0},
právě když

(∀w ∈ U + V )(∃!u ∈ U)(∃!v ∈ V )(w = u+ v).

2A. Mějme prosté lineárńı zobrazeńı ϕ : U → V . Necht’ dimU < ∞. Potom

dimU = dimkerϕ+ dim imϕ.

Dokažte.

2B. Necht’ ϕ : U → U je lineárńı operátor s vlastnost́ı

ϕ(ϕ(u)) = ϕ(u)

pro všechna u ∈ U . Dokažte, že potom

U = kerϕ⊕ imϕ.

(Návod: Prvně muśıte dokázat, že každý vektor u ∈ U je součtem vektoru z imϕ a
vektoru z kerϕ. Dále muśıte dokázat, že každý prvek z pr̊uniku imϕ∩kerϕ je nulový.)

3A. Dokažte z definice spojitosti. Je-li funkce f spojitá v bodě a a funkce g je spojitá
v bodě f(a), pak je v bodě a spojitá i složená funkce g ◦ f .

3B. Pomoćı věty o supremu dokažte: Je-li funkce f : [a, b] → R spojitá, f(a) < 0 a
f(b) > 0, pak existuje c ∈ (a, b) takové, že

f(c) = 0.
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