
3. domáćı úloha ze semináře z matematiky II, 18.3. 2013

Tentokrát z dvojice úloh A a B udělejte všichni A a pokuste se i o B.

1A. Necht’ U , V a W jsou tři podprostory ve vektorovém prostoru Z. Podobně jako
se definuje součet dvou podprostor̊u, definuje se i součet tř́ı podprostor̊u množinovým
předpisem

U + V +W = {u+ v + w ∈ Z; u ∈ U, v ∈ V,w ∈ W}.

Necht’ tento součet je př́ımý, tj. plat́ı:

(∀z ∈ U + V +W )(∃!u ∈ U)(∃!v ∈ V )(∃!w ∈ W )(z = u+ v + w).

Dokažte, že potom
(U + V ) ∩W = {0}.

1B. V situaci z př́ıkladu 1A dokažte nav́ıc: Plat́ı-li

(U + V ) ∩W = {0}, (U +W ) ∩ V = {0}, (V +W ) ∩ U = {0},

pak je součet U + V +W př́ımý.

2.A Necht’ In = [an, bn] je posloupnost uzavřených interval̊u taková, že In+1 ⊆ In.
Dokažte s použit́ım věty o supremu, že pr̊unik

∩∞

n=1In 6= ∅.

2B. V situaci př́ıkladu 2A dokažte nav́ıc, že když

lim
n→∞

(bn − an) = 0,

pak pr̊unik obsahuje jediný bod.

3. Necht’ f : [a, b] → R je spojitá funkce, f(a) > 0 a f(b) < 0. Definujme m jako
infimum množiny

{x ∈ [a, b], f(x) < 0}.

Dokažte, že f(m) = 0.

4A. Dokažte z definice limity, že funkce

f(x) = sin(1/x)

nemá limitu v bodě 0. (Návod: Dokažte, že limitou nemůže být 0, a pak, že limitou
nemůže být ani č́ıslo r̊uzné od 0.)

4B. Necht’ f : R → R je funkce definovaná

f(x) = 0

pro x iracionálńı a

f(x) =
1

q
1



2

pro x = p/q, p, q nesoudělná celá č́ısla, q přirozené (pro úplnost polož́ıme f(0) = 1).
Z definice limity dokažte, že pro všechna reálná a ∈ R je

lim
x→a

f(x) = 0.


