Neparametricke testy o medianech

Osnova:
- jednovylgroveé a parove testy

- dvouvylErove testy

- neparametrické obdoby jednofaktorové analyzy tdap

Motivace: Pri aplikaci t-test ¢i analyzy rozptylu by rly byt splrény urité predpoklady:

- normalita dat (pro vyry vétSich rozsai (n > 30) neméa mirné poruseni normality zavazny dopad/siedky)

- homogenita rozptyl

- intervalovy¢i pomerovy charakter dat

Pokud nejsou tytofpdpoklady splény, pouzijeme tzv. neparametrické testy, které hattyji gedpoklad o konkrétnim
typu rozlozeni (najp normalnim), st&é nag. predpokladat, ze distrildai funkce rozlozeni, zémoz ndhodny vydr pochazi,
je spojita

Nevyhods- ve srovnani s klasickymi parametrickymi testyujs@parametrické testy slabsi, tzn., ze nepravdypotézu
zamitaji s mensi pravdodobnosti nez testy parametrické.

V této kapitole se omezime na ty nepararcke testy, kterse tykaji mediari.



Jednovybkérové testy(Jde o neparametrické obdoby jednasrglvého t-testu a paroveho t-testu.)

Znaménkovy test a jeho asymptotick& varianta
Nech’ X,,..., X, je ndhodny vy&r ze spojitého rozlozeni. Neth ., je medianem tohoto rozlozeni a c je realna komstan

Testujeme hypotézH, : x ., =c proti oboustranné alterna#iH, : x .., # c (resp. proti levostranné alternativ

H, X5 <cresp. proti pravostranne alternatiM, : x .., > c).

Znaménkovy test se ri@stji pouziva jako parovy test, kdy mame nahodny&yae spojitého dvourozémého rozlozeni
@j@:j a testujeme hypotézu o rozdilu mediail H, : X g5, = Y os0 =€ Proti H, 1 X 50 = Y o5 # € (resp. proti jednostran-
nym alternativam). ¥&jdeme k rozdlim z, =X, -v,,...,Z, =X -Y, atestujeme hypotézu o mediaschto rozdit, tj.

Hy 1z =C.

a) Utvaime rozdilyD, = X, —cpro jednovylrovy test respD, =z, —c pro parovy test,=1,...,n. (Jsou-li gkteré rozdily
nulove, pak za n bereme jencpb nenulovych hodnot.)

b) Zavedeme statistikg, ", ktera udava pet €ch rozditi D;, které jsou kladnés,” je sodtem ndhodnych velin

s alternativnim rozlozenim (i-ta4 vé&la nabyva hodnoty 1, kdyz i-ty rozdil je kladnfi@dnoty O, kdyz je zaporny). Plati-li
Ho, pak pravdpodobnost kladného i zaporného rozdilu je stegdy $,° ~ Bi(n,1). Z vlastnosti binomického rozloZeni
plyne, ZeE(s,” )=z, D(s,")=2.

c) Stanovime kriticky obor.

Pro oboustrannou alternatiw:=(0,k,) 0(k,,n), pro levostrannou alternativav = (0,k,), pro pravostrannou alternativu:
W =(k,,n).

(Nezaporna celéisla k, k, pro oboustranny test i pro jednostranné testy&ji v tabulkové filoze. Pozor <isla k, k,

pro oboustrannou alternativu jsou jina nez pro gsti@nné alternativy! )

d) Ho zamitame na hladérvyznamnostia, kdyzs,” oW .



Pro velka n (praktickyr > 20) Ize vyuzit asymptotické normality statistily”.
, e *oEls,t) s, -0, : : .
Testova statistikay, = Sz E(‘T’Z ): £ _ 2 ma za platnosti jasymptoticky rozloZzeni(o).
Jols,") 4
Kriticky obor pro oboustranny tesw = (-, - Uparz) 0{Upg/2:).
Kriticky obor pro levostranny testyv = (— 0, = U, ).

Kriticky obor pro pravostranny tes = (u,,,»).

Aproximace rozloZzenimn(o1)se zlepsi, kdyZ pouzijeme tzu: sTestova statistika pak ma

t_ng1
e +

tvaru, =—=—=2—2, pricemz$ pricteme, kdyzs,” <2 a odéteme v op&nem gipack.

N



Priklad na jednovybérovy znameénkovy test:

U 10 nahoda vybranych vzork benzinu byly zji&ny nasledujici hodnoty oktanovébisla:

98,2 96,8 96,3 99,8 96,9 98,6 95,619B7,7 98,0.

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze median okismacisla je 98 proti oboustranné alternétiv

Reseni

rozdily x-98:0,2 -12 -1,7 18 -1,1 06 -89 -0,3 0,0

S," = 3, nenulovych rozdilje 9. Ve statistickych tabulkach najdeme pro naw9= 0,05 kritické hodnoty k= 1, k = 8.
Protoze kriticky obow =(01) 0(89) neobsahuje hodnotu 3, néhbeme H zamitnout na hladivyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor sedwaa prongnnymi a 10 pipady. Do prorinné X napiSeme hodnoty oktanovéigla a
do prongénné konst ulozimeislo 98.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych X, 2. seznam
promennych konst — OK — Znameénkovy test.

Znaménkovy test (oktanove cislo)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocdet | procent z Uroveri p
Dvojice proménnych [ riznych v<V
X & konst 9 66,66667 0,666667 0,504985

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zApomjgc66,7%, tj. 6. Hodnota testové statistiky S9 — 6 = 3.
Asymptoticka testova statistikey (zde ozn&ena jako Z) se realizuje hodnotou 0,6667. Odpoiddagymptoticka p-
hodnota je 0,505, tedy na asymptotické hladyeznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, ze meditamokéhcisla je 98.

V tomto @ipack neni splgna podminka pro vyuZiti asymptotické normalityistity S;*, tj. n > 20. Je tedy
vhodrgjSi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaméwnkeest. Pro n =9 a = 0,05 jsou kritické hodnoty ;k 1, k = 8.
ProtoZze kriticky obow =(01) 0(89) neobsahuje hodnotu 3, nezamitame&lhladii vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz

vysledekjako pii pouziti as'mptotického tstu.



Priklad na parovy znameénkovy test
U 9 ndhodi vybranych manzelskych pabyl zjiS€n pimérny rocni prijem (v tisicich K).

¢islo paru 1 2| 3| 4| 5] 6| 7| 8| 9
prijem manzela | 216| 336| 384 | 432| 456| 528| 552| 600| 1872
prijem manzelky 336| 240| 192| 336| 384| 288| 960| 312| 576

Na hladir vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze medidijynh manzeh a manzelek jsou stejne.

ReSeni:

Jedna se o parovy test. Vygeme rozdily meziiljmy manzeh a manzelekéimz ulohu pevedeme na jednovygtovy test.
TestujemeH, :z,, = 0proti oboustranné alterna#iH, :z,, # 0, kde z, je median rozlozeni, zZhoz pochazi rozdilovy
nahodny vylr z, =X, -Y,,...,Z, =X, - Y,.

Vypoctené rozdilyx, —y,: -120 96 192 96 72 240 -408 288 1296

Testova statistiks, = 7.

Ve statistickych tabulkach najdeme pre 9a o = 005 kritické hodnotyk, =1, k, =8.

Protoze kriticky obow =(01) [0 (89) neobsahuje hodnotu 7, néhbeme H zamitnout na hladinvyznamnosti 0,05.

Nepiokazaly se tedy vyznamné rozdil medianech fijma manzelh a manzelel



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor se&waa prondnnymi a 9 pipady. Do prordnné X napiSemeipmy manzel, do pronénné
Y piijmy manzelek.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych X, 2. seznam
promennych Y — OK — Znamenkovy test.

Pocet | procent z Uroven p
Dvojice proménnych [riznych | v<V
X &Y 9 22,22222 1,333333 0,182422

Vidime, Ze nenulovych hodnot n = 9. Z nich zapomjgc222%, tj. 2. Hodnota testové statistilgy” =9-2=7.
Asymptoticka testova statistika, (zde ozn&ena jakoz) se realizuje hodnotoy3. Odpovidajici asymptoticka pednota je

0,1824, tedy na asymptotické hlagivwznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu, Ze medi&iimipmanzeh a manzelek jsou
stejné.

Upozornéni: V tomto @ipadt neni spldna podminka pro vyuziti asymptotické normalityistddy S,”, tj. n>20. Je tedy
vhodrgjSi najit v tabulkach kritické hodnoty pro znaméwkeest. Pro n =9 a = 0,05 jsou kritické hodnoty 1k 1, k = 8.
ProtoZe kriticky obow =(01) 0(89) neobsahuje hodnotu 7, nezamitama&lhladig vyznamnosti 0,05. Dostavame tyz
vysledek jako fi pouziti asymptotického stu.



Jednovybérovy Wilcoxoniv test a jeho asymptoticka varianta

Frank Wilcoxon (1892 — 1965): Americky statistikl@emik

Necht’ X4, ..., X je ndhodny vyér ze spojitého rozlozeni s hustotp{x), ktera je symetricka kolem mediangks tj.
0(Xo 50+ X) = 0(Xo 50- X). Nech’ ¢ je realné konstanta.

Testujeme hypotézudHxyso = C

proti oboustranné alternagiH;: X, 507 € nebo

proti levostranné alternativH;: Xo 50 < ¢ nebo

proti pravostranné alrnativé Hy: Xg sc > C.



a) Utvaiime rozdily D= X; —c, i =1, ..., n. (Jsou-ligkteré rozdily nulove, pak za n bereme jetigiamenulovych hodnot.)
b) Absolutni hodnoty| D; | uspdadame vzestugrpodie velikosti a spiteme peadi R.

c) Zavedeme statistiky
Sw =D R/, coz je sotet pdadi ges kladné hodnoty;D
D, >0
Sw =D R/, coZ je sotet pdadi ges zaporné hodnoty; D
Pritom plati, Ze sotet Sy" + Sy = n(n+1)/2.
Je-li H, pravdiva, pak E(®) = n(n+1)/4 a D(K") = n(n+1)(2n+1)/24.

d) Testova statistika = mingS, Sy’) pro oboustrannou alternativu,
=S pro levostrannou alternativu,
=\Spro pravostrannou alternativu.

e) H zamitdme na hladinvyznamnostii, kdyz testova statistika je mensi nebo rovna tataelé kritické hodnet



Pro n> 30 Ize vyuzit asymptotické normality statistiky 'S
_ n(n+1)

Plati-li Ho, pak U, =2 —EBw J_Sv = & n0.1).

PR)
Kriticky obor:

pro oboustrannou alternativu W(=sc, - Upasz) O {Usas2.%),

pro levostrannou alternativu W(=oo,—u1_u>,

pro pravostrannou alternativu W(g,_, ,«)

Ho zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti, kdyz u, OW.

- rozlozeni, z Bhoz dany ndhodny vyb pochazi, je spojité

- hustota tohoto rozlozeni je symetricka kolem median

- sledovana vetina X ma aspm ordinalni charakter

(Nenkli splnén predpoklad o symetrii hustoty kolem medianu, Ize @ondg. znaménkovy tes



Priklad: U 12 nahod&vybranych zemi bylo zji&ho procento populace starSi 60 let:
49 6,0 69 17,6 45 12,3 5,7 5,3 9,6 1B%7 7,7.
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediangmacpopulace starSi 60 let je 12 proti oltranné alternati.

Reseni

Testujeme hypotézudx, so= 12 proti oboustranné alternatik;: Xo50# 12.

Vypocteme rozdily pozorovanych hodnot ¢édla 12: -7,1 -6,0 -5,1 5,6 -7,5 0,3 -6,37-62,4 1,5 3,7 -4,3.
Absolutni hodnotydchto rozditi uspdadame vzestugrpodle velikosti. Kladné rozdilyiffitom ozn&imecervers:

usp.| x—-12| 03 1524 37 43 5156 6 63 67 71 75

poradi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Sv'=1+2+4+7=14,

Sy =3+5+6+8+9+10+11+12 =64,

n=12,a = 0,05, tabelovana kritick4 hodnota pro n = 12=a0,05 je 13,

testova statistika = min(S, Sy) = min(14,64) = 14.

Protoze 14 > 13, Fhezamitame na hladivyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze na hladiyznamnosti 0,05 se nepdida
prokazat, Ze aspov polovire zemi by se podil populace nad 60 let odliSoval »&o.



Vypocet pomoci systemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa proménnymi a 12 pipady. Do prordnné procento napiSeme zjisé hodnoty a do
pronenneé konst ulozimeislo 12.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrduau zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych rozdil, Druhy
seznam prornnych konst — OK — Wilcoxaiv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (populace_nad_60)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
procento & konst 12| 14,00000 1,961161 0,049861

Vystupni tabulka poskytne hodnotu testové stagisBk/" (zde ozn&ena T), hodnotu asymptotické testové statistikya -
hodnotu pro . V tomto gipac je p-hodnota 0,049861, tedy nulova hypotéza sdtaama asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05. Tento vysledek je v rozporu dadlsem, ke kterému jsme dadipti presném vyp&tu. Je to zisobeno
tim, Zeneni spl#na podminka pro vyuziti asynotické normalty stetistiky SW', tj. n> 30,



Parovy Wilcoxonav test

Neclt (X4, Y1), ..., (%, Yn) je nahodny vyér ze spojitého dvourozémého rozlozeni.
Testujeme bt Xo50- Yo,50= C proti H: Xo 50- Yo507 C (resp. proti jednostrannym alternativam).

Utvorime rozdily Z= X; - Y;, i =1, ..., n a testujeme hypotézu o medi&ayg 4. Ho: 2050 = C proti H: z 507 C.



Priklad: K zjiSténi cenovych rozdil mezi ugitymi dvéma druhy zboZzi bylo nahodwybrano 15 prodejen a byly zjity ceny zbozi A a ceny
zbozi B: (11,10), (14,11), (11,9), (13,9), (11(9),9), (12,10), (10,8), (12,11), (11,9), (13,1Q%,10), (14,12), (19,15), (14,12). Na hladin
vyznamnosti 0,05 je¢ba testovat hypotézu, Ze median cenovych rioZohil 3 K¢.

ReseniTestujeme kt zo50= 3 proti oboustranné alternatitd;: zo50# 3, kde 3 soje median rozlozeni, zhoz pochazi rozdilovy nahodny b
Z1=X1— Y, ... Z1s = X35 — Yi15.Vypocteme rozdily mezi cenou zbozi A a cenou zboiilZ Ulohu pevedeme na jednovgtovy test.
Vypoéty uspdadame do tabulky:

¢. prodejny cena zboZi Acena zbozi Brozdil| |rozdil-median|poradi
1 11 10 1 2 12
2 14 11 3 0 -
3 11 9 2 1 55
4 13 9 4 1 55
5 11 9 2 1 55
6 10 9 1 2 12
7 12 10 2 1 55
8 10 8 2 1 55
9 12 11 1 2 12
10 11 9 2 1 55
11 13 10 3 0 -
12 14 10 4 1 55
13 14 12 2 1 55
14 19 15 4 1 5,5
15 14 12 2 1 5,5

(Tucéné jsou vytiS€éna pdadi pro kladné hodnoty rozdil - median.)

Sv =55+55+5,5=16,5,

Sw=12+55+55+12+55+55+12+55+b6m5 =745,

n = 13,0 = 0,05, tabelovana kriticka hodnota = 17, tes&tafistika = min(®*, Sy) = min(16,5; 74,5) = 16,5. Protoze 16,37, Hy zamitame
na hladig vyznamnosti 0,0!



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvorime novy datovy soubor sg/imi promennymi A, B, rozdil, konst a 15fpady.Do pronénnych A, B napiSeme ce
zbozi A a B, do progmné rozdil ulozime rozdil cen A a B a do psomé konst ulozimeéislo 3.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych rozdil, 2. seznam
promennych konst — OK — Wilcoxalv parovy test.

Wilcoxon(lv parovy test (ceny zbozi)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Pocet T z Uroven p
Dvojice proménnych | platnych

rozdil & konst 15 16,50000 2,026684 0,042696

Testova statistika (zde ozfema jako T) nabyva hodnoty 16,5, asymptoticka testtatistika (ozrigena jako Z) nabyva

hodnoty 2,026684, odpovidajici asymptoticka p-heaie0,042696, tedy na asymptotické hlédigznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitam



Priklad (na asymptotickou variantu Wilcoxonova testu)

30 ndhoda vybranych osob #io nezavisle na s@tbez gedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného sigmdline
praw 1 minuta. Byly ziskany nasledujici vysledky (v se#ach):

53 48 45 55 63 51 66 56 50 58 61 5168459 47 46 58 52 56 61 5748 62 5454946 53 58.

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze mediarozeni, z 8Bhoz dany ndhodny v¥b pochazi, je
60 sekund proti oboustranné alternaifmulova hypotéza viastrvrdi, Ze polovina osob délku jedné minuty podhaitia
druh& nadhodnoti).

Reseni:

Testujeme kt Xo50= 60 proti oboustranné alternatik;: Xq 507 60.
Obvyklym zpisobem stanovime statistiky, S= 55.
Asymptoticka testova statistika:

— n(n+1) __ 30(30+1)
U — S\N E(S\N ) S\N 55 4 — _3,65

\/E(S\T) n(n+1)(2n+1) B \/ 3036 ;.1‘(230+1)
Kriticky obor:
W= (_ 0, ul—a/2> O <u1—a/2'°°) :(_ ®,=U 0975> O <U 0975’°°) :(_ €9, = 1'96> O <l96’ °°)'
Testova statistika se realizuje v kritickém obaedly H, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05. S rizikem
omylu nejvySe 5% jsme tedy prokazali, Ze pggoatiobnost nadhodnoceni jedné minuty neni stejriagekvadpodobnost
podhodnocen




Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor sedaa proménnymi a 30 pipady. Do promdinné odhad napiSeme z§isé hodnoty a do
proménné konst uloZzimeéislo 60.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu zavislych vzonk— OK — 1. seznam pramnych odhad, 2. seznam
promennych konst — OK — Wilcoxalv parovy test.

Wilcoxon(v parovy test (odhad minuty)
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000
Pocet T z Uroven p

Dvojice proménnych | platnych
odhad & konst 30 55,00000 3,650880 0,000261

Testova statistika (zde ozfema jako T) nabyva hodnoty 55, asymptoticka tessbatistika (ozné&ena jako Z) nabyva
hodnoty 3,65088, odpovidajici asymptoticka p-hodnpet),000261, tedy na asymptotické hlgdiiznamnosti 0,05
nulovou hypotézu zamitan



Dvouvybérove testy(Jedna se o neparametrickou obdobu dvoéroxEho t-testu)

Dvouvybérovy Wilcoxonuv test a jeho asymptoticka varianta

Necht Xy, ..., X,a Yy, ..., Yy jsou dva nezavislé ndhodné ¥pze dvou spoijitych rozlozeni, jejichz distrimi funkce se
mohou liSit pouze posunutim. Ozmae % so median prvniho rozlozeni g 3 median druhého rozlozeni. Na hladin
vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze distnbéunkce &chto rozlozeni jsou shodné neboli mediany jsou séqutoti
alternati, Ze jsou rozdilné, tj.

Ho: Xo,50 - Yo,50= 0 proti H: Xo,50- Yo,50 # O.

a) VSech n + m hodnot X..., X,a Yy, ..., Yy uspdadame vzestugrpodle velikosti.
b) Zjistime sodet pdadi hodnot X ..., X,a ozngime ho T.
Souet padadi hodnot Y, ..., Y, ozn&ime T,.
c) Vypocteme statistiky Y= mn + n(n+1)/2 - T, U = mn + m(m+1)/2 - T
Ritom plati U + U, = mn.
d) Pokud min(Y,U,) < tabelovana kriticka hodnota (pro dané rozsahysym, n a dané), pak nulovou hypotézu o
totoZznosti obou distribinich funkci zamitame na hladimyznamnosti. V takulkach: n = min{m,n} a m = max{m,n



Pro velka n, m (n, m > 30) lze vyuzit asymptotickémality statistiky .

— Mmn
1

. _ 2 o
Plati-li Ho, paka - \/W =~ N(O,l), kde u = mln(Ul,Uz).
12

Kriticky obor:
pro oboustrannou alternativu W(=oo,— Usas2) O(Usarz.%),

pro levostrannou alternativu W(=00,—u1_u>,
pro pravostrannou alternativu W(g,__ )
Ho zamitdme na asymptotické hlaglvyznamnostu, kdyz U, Ow.

- dané dva nahodné vty jsou nezavislé

- rozlozeni, z nichz dané dva nahodnédrylpochazeji, jsou spojita

- distribuni funkce &chto rozlozeni se mohou liSit pouze posunutim

- sledovand vetina ma aspo ordinalni charakter

(Neni-li splren predpoklad, ze distriliuni funkce se mohou liSit pouze posunutim, |ze pougg. dvouvylErovy
Kolmogoroviv — Smirnoviv test.



Priklad:

Bylo vybrano 10 poli stejné kvality. Ndyiech z nich se zkouSel novytgmb hnojeni, zbylych Sest bylo a®sto starym
zpisobem. Ple byla oseta pSenici a sledoval se jeji hektakgwps. Jefeba zjistit, zda novy Zigob hnojeni ma tyz vliv r
pramérné hektarove vynosy psSenice jako starggsgp hnojeni.

hektarové vynosyipnovem zgisobu: 51 52 49 55

hektarové vynosyipstarém zpsobu: 45 54 48 44 53 50

Test prove'te na hladia vyznamnosti 0,05.

Redeni:

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujemey: X 50- Yos0= 0 proti oboustranné alternatitd;: Xo 50 - Yo.50 # O.

usp. hodnoty 44 45 4849 50 51 52 53 54 55
poradi x-ovych hodnot 4 6 7 10
poradi y-ovych hodnot 1 2 3 5 8 9

T,=4+6+7+10=27,F1+2+3+5+8+9=28

U =46+45/2-27=7,1+46+6.7/2-28=17

Kriticka hodnota prax = 0,05, min(4,6) = 4, max(4,6) = 6 je 2. Protoza(fh17) = 7 > 2, nelizeme na hladih
vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, ze nowspp hnojeni ma na hektarove vynosy pSenice stéynyako stary
Zpasob



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:
Utvorime novy datovy soubor sed&aa proménnymi a 10 pipady. Do prordnné vynos napiSeme zgae hodnoty a do
promEnné hnojeni napiSeme 4islo 1 pro novy zfisob hnojeni a 6&islo 2 pro stary zjsob hnojeni.
Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdutiu nezavislych vzotk— OK — Prominné — Seznam zavislych
proménnych vynos, Nezav. (grupov.) prémma hnojeni — OK — M-W U test.

Ve STATISTICE je dvouvyérovy Wilcoxoniv test uveden pod nazvem Manm- Whitneyiv test.

Mann-Whitneytv U test (vynos)
Dle promén. hnojeni
Oznacené testy jsou vyznamné na hladiné p <,05000

Sé&t pof. | Sét pof. u z Uroveri p z Uroveri p [N platn. |N platn. | 2*1str.
Proménna | skup. 1 | skup. 2 upravené skup. 1 | skup. 2 | pfesné p
Vynos 27,00000 28,00000 7,000000 1,066004 0,286423 1,066004 0,286423 4 6 0,352381

Ve vystupni tabulce jsou séty poradi Ty, T,, hodnota testové statistiky

min(U,, U,) ozna&ena U, hodnota asymptotické testové statistikydanaena Z), asymptoticka p-hodnota prgdjiesna
p-hodnota (ozn. 2*1stripsné p — ta se pouziva pro rozsahyeuylpod 30). V naSemifpadct piesna phodnota = 0,35238
tedy Hy nezamitdme na hladivyznamnosti 0,05.

Vypocet je vhodné doplnit krabicovym diagramem.

BB T

L

596-75%
T win-Max
nnnnnnn

Je Zejmé, Ze vynosyipnovém zmsobu hnojeni jsou vesi® nizSi nez i starém zpsobu a také vykazuji mnohenst&i
variabilitu.



Dvouvybérovy Kolmogoroviyv - Smirnoviv test

Nech’ X,,....X,aY,,..,Y,jsou dva nezavislé nahodné ¥ ze dvou spojitych rozlozeni, jejichz distrdmi funkce se mo-
hou liSit nejenom posunutim, ale také tvarem.

Testujeme hypotézugdistribuini funkce &chto rozlozeni jsou shodné (tj. vSech n + méuelpochazi z téhoz rozlozeni )
proti alternati¢ Hi: distribwini funkce jsou rozdilné.

Neclt F (x) je vybérova distribini funkce 1. vybru a F,(y) je vykérova distribéni funkce 2. vybru.
Testova statistik® = max |F,(x) - F,(x)| -

Ho zamitdme na hlad¥wvyznamnostia, kdyZD>D, . (a), kdeD, . (a) je tabelovana kriticka hodnota.
Pro WtSi rozsahyh, mlze kritickou hodnotu aproximovat vzorce\rfw :

a



Priklad: Vyrobce utitého vyrobku se ma rozhodnout mezéoha dodavateli polotovarvyrakgjicich je fiznymi technolo-
giemi. Rozhodujici je procentni obsaldité latky.

1. technologie: 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68

2. technologie: 1,75 1,67 156 1,66 11279 1,64 1,55

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 posdite pomoci dvouvy&rovehoK-S testu, zda je opravny predpoklad, Ze abtechnologie
poskytuji stejné procent@iné latky.

Vypocet pomoci systéemu STATISTICA:

Utvorime novy datovy soubor se dwa pronénnymi a 13 pipady. Do prordinné X napiSeme zji&té hodnoty a do pro-
ménné ID napiSeme Sislo 1 pro prvni technologii a &fslo 2 pro stary druhou technologii.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovrdudu nezavislych vzotk— OK — Prordnné — Seznam zavislych prém
nych X, Nezav. (grupov.) prainna ID — OK — Kolmogorov-Smirndiv 2-vybérovy test.

Max zap |Maxklad |Uroverip | Primé&r | Pramér |Sm.odch. |Sm.odch. |N platn. | N platn.
Proménna | rozdil rozdil skup. 1 | skup.2 | skup.1 skup. 2 | skup. 1 | skup. 2
obsah -0,400000 0,025000 p>.10 1,564000 1,667500 0,147411 0,085147 5 8

Ve vystupni tabulce pro dvouvittovy K-S test dostaneme maximalni zaporny a maximdadny rozdil mezi hodnotami
obou vylgrovych distrib@nich funkci, dolni omezeni pro p-hodnotu (p > Opt)méry, snérodatné odchylky a rozsahy
obou vykgra. JelikoZ p-hodnotaipvysuje hladinu vyznamnosti 0,05, na této hladielze nulovou hypotézu zamitnout.



Kruskal av - Wallisav test

William Kruskal (1919 — 2005):  Wilson Allen Wallis (1912 — 1988):
Americky matematik Americky matematik

Nech je dano > 3 nezavislych nahodnych Wt o rozsazich 1 ... , n. Predpokladame, Ze tyto vty pochazeji ze
spojitych rozlozeni. Oziane n = n + ... + n. Na asymptotické hladéwvyznamnostin chceme testovat hypotézu, ze
vSechny tyto vybry pochazeji z téhoz zlozeni



a) VSech n hodnot $adime do rostouci posloupnosti.
b) Uré¢ime pdadi kazdé hodnoty v tomto sdruzenémamnb
c) Ozna&me Tj sowet pdadi €ch hodnot, které ptdo j-tého vylru, j =1, ..., r (kontrola: musi platit ¥ ... + T =

n(n+1)/2).
2
12 T, o ) - : .
> ——=3(n+1). Plati-li H,, m& statistika Q asymptoticky rozlozegf(r-1).
n(n+1) = n;
e) Kriticky obor: W = (X’ (r ~1),0).
f) H, zamitneme na asymptotické hlagiryznamnosti, kdyz QO W.

d) Testova statistika ma tvaR =



Priklad: V roce 1980 byly ziskanyitnezavislé vybry obsahujici tdaje o pmernych ranich gijmech (v tisicich dold)
¢tyf socialnich skupin vedch fiznych oblastech USA.

Jjizni oblast: 6 10 15 29

pacificka oblast: 11 13 17 131

severovychodni oblast: 7 14 28 25

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zgnpy v téchto oblastech se nelisi.

Resen:

Vypocty uspdadame do tabulky

Usp. hodnoty | 67|10{11|13|14|15|17|25|28|29|131
Paadi 1.vylgru|l| |3 7 11
Paradi 2.vylgru 415 8 12
Paadi 3.vylgru| |2 6 9110

T,=1+3+7+11=22,
T,=4+5+8+ 12 =29,
T3=2+6+9+10=27,
r T.2 2 2 2

o 12 S g+ = 12 (228 29" 27°|_sn4_ 05,

nn+1) = n; 12[13( 4 4 4
W = <X21—(x (I’ = 1), 00) = <X20,95(2), 00) = < 599100)
Protoze Q < 5,991, $hezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.
Rozdily mezi pimérnymi ra¢nimi ptijmy v uvedenychitch oblastech se neprokéazaly.




Medianovy test
Vychozi situace je stejna jako u K-W testu

a) VSech n hodnot uspadame do rostouci posloupnosti.
b) Najdeme mediangs téchto n hodnot.

c) Ozna&me R pcocet hodnot v j-tem vydru, které jsou $Si nebo rovny medianu %,
2

, i , P - , i : .
d) Testova statistika ma tvay,, =4> —-n. Plati-li H,, ma statistika  asymptoticky rozlozenf(r-1).
Rl

d) Kriticky obor: W = (xa (r ~1),0).
e) H,zamitneme na asymptotické hlaglwyznamnosti, kdyz Qs > y1 %(r-1).



Priklad:

Pro data o gmeérnych r@nich g@ijmech proved’te medianovy test. Hladinu vyznamnosti volte 0,05.
ReSeni:

Usp. hodnoty 6 710111314 1517 2528 29 13

Median je ptmér 6. a 7. uspiddané hodnotyx ., = 14415 145.

V prvnim vykeru existuji 2 hodnoty, které jsotgi nebo rovny 14,5, stejrtak i ve druhém aetim vykeru,
tedyH= P,=P=2.

i r P2
Testova statistikaQ,, =4) ——-n = AB (22 +2° + 22)} -12=0

= M
Kriticky obor: W = (x%w-q(r = 1),e0) = (X 0s5(2),0) = ( 5991, e0)
Protoze (y < 5,991, ky nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,0



Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li hypotézu, ze vSechny nahodn&mypochazeji z téhoz rozlozeni, zajima nas, kteoggice nahodnych
vybéra se liSi na zvolené hladirvyznamnosti. TestujemeyHk-ty a I-ty ndhodny vyér pochazeji 2eéhoz rozlozeni, k, | = :
.., I, k# | proti H;: aspa jedna dvojice vy&ra pochazi zikznych rozlozeni.

a) Neményiho metod@eter Neményi 1927 — 2002: Americky matematik’arakého pvodu)

VSechny vylry maji tyz rozsah piidéni je vyvazené).

Vypocteme | T; - Ty | .

V tabulkach najdeme kritickou hodnotu (pro dang p,).

Pokud| T, - Tk | > tabelovand kritick& hodnota, pak na hl&mznamnosti zamitdme hypotézu, ze |-ty a k-ty @b
pochéazeji z téhoz rozlozeni.

b) Obecna metoda mnohonasobného porovnavani

T T
Vypodéteme —K,
yp N,

Ve specialnich statistickych tabulkdch najdemedkiu hodnotu ky(a ). Fi vétSich rozsazich vyoi je mozno ji
nahradit kvantileny,., %(r-1).

LINST S \/i(i +ijn(n +1h,, (a) , pak na hladi&ivyznamnosti. zamitame hypotézu, ze I-ty a k-ty @b

n,_ n, 12{n, n,
pochéazeji téhoz rozlozeni

Jestlize




Priklad:

Ctyti laboranti provedli analytické stanoveni procemitdu v oceli. Kazdy hodnotil & vzorka.

Laborant A: 4,15 4,26 4,10 4,30 4,25

Laborant B: 4,38 4,40 4,29 4,39 4,45

Laborant C: 4,23 4,16 4,20 4,24 4,27

Laborant D: 4,41 4,31 4,42 4,37 4,43

Na asymptotické hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vSecliyiy nahodné vybry pochazeji ze stejnél
rozlozeni. Pokud nulovou hypotézu zamitnete,&gskteré dvojice vydra se lisi.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Vytvoiime novy datovy soubor o dvou prénmych a 20 fipadech. Do progmné nikl napiSeme z#tené hodnoty, do
pronenneé laborant napiSeme 5x1 pro 1. laboranta atoxépro 4. laboranta.

Statistiky — Neparametricka statistika — Porovnaoé nezavislych vzortk- OK — Seznam zavislych pr@émnych nikl,
Nezav. (grupovaci) profnné laborat — OK — Summary: Kruskal-Wallis ANOVA & Median te&/e dvou vystupnich
tabulkach se objevi vysledky-W testu a medianovehastu.



Kruskal-Wallisova ANOVA zaloZ. na pof.; nikl (nikl v oceli,
Nezavisla (grupovaci) proménné laborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N= 20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: [Kéd | Pocet Soucet
nikl platnych | poradi
1 1 5 29,00000
2 2 5 75,00000
3 3 5/ 27,00000
4 4 5 79,00000

Medianovy test, celk. median = 4,29500; nikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménna : laborant
Zavisl&: Chi-Kvadr. = 13,60000 sv = 3 p =,0035
nikl 1 2 3 4 Celkem
<= Median: pozorov. 4,00000 1,00000 5,00000 0,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.[ 1,50000 -1,50000 2,50000 -2,50000
> Median: pozorov. 1,00000 4,00000 0,00000 5,00000 10,00000
ocekéav.| 2,50000 2,50000 2,50000 2,50000
poz.-o¢.| -1,50000 1,50000 -2,50000 2,50000
Celkem: ocek.| 5,00000 5,00000 5,00000 5,00000 20,00000

Oba testy zamitaji hypotézu o skadedian v danychétyiech skupinach na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Nyni provedeme mnohonéasol porovnavani, abychom zjistili, které dvojice laoti se liSi. Zvolime Vicenas. porovnani
ramérného paadi pro vS. skupiny.

Vicenasobné porovnani p hodnot (oboustrnikl (nikl v oceli
Nezavisla (grupovaci) proménndaborant
Kruskal-Wallistv test: H ( 3, N=20) =13,77714 p =,0032

Zavisla: 1 2 3 4

nikl R:5,8000| R:15,000| R:5,4000| R:15,800

1 0,083647 1,00000( 0,04515¢

2 0,083641 0,06177¢ 1,00000(

3 1,00000( 0,06177¢ 0,03266¢

4 0,04515¢ 1,00000( 0,03266<

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro porovnani dvojigekuVidime, Ze na hladévyznamnosti 0,05 se liSi laboranti A, D a
laboranti C, D.

Grafické znazoréni vysledk

Krabicovy graf dle skupin
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