Testovani generatofi nahodnych¢isel

Pri pouziti generatoru pseudonahodnyddel v praxi je dlezité owiit, zda ziskana posloupnassel ma
vlastnosti ndhodného vytu ze zadaného rozlozeni:

- typ rozlozeni

- nahodnost

- nezavislost.

Obecné zasady pro testovani:
- owvérovana posloupnost musi byt dostaterozsahla
- zawry se provadi az po prozkoumani&tsiho p@tu posloupnosti

- testované posloupnosti by¢ym mit raizné vychozi hodnoty.



1. Testy shody rozlozeni

a) Kolmogoroviiv — Smirnovav test

Test je zalozen na porovnani teoretické a empirgiEibweni funkce. Velké odchylky mezémito dwma
funkcemi budou s3d¢it o tom, Ze rozdil mezi modelovymi a vygenerovanjiodnotami neni zZjsoben
pouze nahodnymi vliv

Neclt Xy, ..., X, je nahodny vyér ze spojitého rozlozeni s distrigni funkcid(x).

Vybérovou distribini funkci ozndime F,(x), tj. pro oxoR: Fn(x)z%carc{i;xi <x}.

Na hladirt vyznamnosti testujeme nulvou hypotézu
Ho: ®(X) = F\(X) pro oxOR

proti alternati¢

Hq: ©(X) # F,(X) pro aspd jednu hodnotu X.

Testova statistika ma tvap;, = @D%4¢(x)— F,(x).

Nulovou hypotézu zamitame na hlatliryznamnostu, kdyz C,> D, ,, kde D, je tabelovana kriticka

hodnota.
2

Pro \&tSi n Ize kritickou hodnotu aproximovat vyrazemn), = %Ina.

Upozornéni: P¥i testovani generatbpseudonahodnyatisel gesre zname parametry rozlozeni, &z
¢isla generujeme, tudiz v K-S testu nemusime potiaiedifikované kritické hodnoty.
V MATLABuU provadi K-S test funkce kstest.



Priklad 1.: Bylo vygenerovano 10 000 pseudonahodniskl z Rs(0,1). Vygenerované hodnoty byly
rozttidény do 10 ekvidistantnicktitlicich intervah. Mame k dispozici jejich mezg. ,u ) @ absolutni

cetnosti it
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Na hladirg vyznamnosti 0,05 aitte K-S testem, Ze tyto hodnoty skéte pochazeji rozlozeni Rs(0,1



Resdeni:Tabulku absolutnichetnosti doplnime o hodnoty teoretické a&ngvé distribéni funkce a
vypocteme absolutni hodnoty jejich roziliNejvetSi z €chto absolutnich hodnot porovname s kritickou
hodnotou a pak rozhodneme o nulové hypotéze.

( u, J+1> nj Nj ‘D(X) FlOOOO(X) |CD( ) 1oooo(x)|
(001 |985 | 985 | 0,1| 0,098%0,0015
(0x02) [1029]2014 | 0,2 | 0,20140,0014
(0203 | 1005|3019 | 0,3| 0,30190,0019
(0304) | 1005|4024 | 0,4 | 0,40240,0024
(0405) | 1002|5026 | 0,5| 0,50260,0026
(
(
(
(
(09

>

\/

~

0506) 970 | 5996 | 0,6| 0,5996,0004
06,07) | 1028| 7024 | 0,7 | 0,70240,0024
07,08) | 1032|8056 | 0,8 | 0,80560,0056
0809) (960 | 9016 | 0,9| 0,901)®,0016
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Nejvétsi rozdil v absolutni hodnbje 0,0056. To je realizace testové statistikyrdiigoorovname
s aproximaci kritické hodnoty pitané podle vzorce,, = ‘/%Ing

210000 005

JelikozZ testova statistika je menSi nez kritickdriaia, nelze na hladirvyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, ze vygenerovana data pocha: rozlozeni Rs(0,1

D 10000005 :\/ 1 In 2 =0,0136.



b) Testy” dobré shody
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodnywy, ..., X, pochazi z rozlozeni s distritni funkcid(x).

Spojity pripad: Je-li distribwni funkce spojita, pak data ragiine do r fidicich intervai (uj,ujﬂ), j=1, ...,
r. Zjistime absolutnéetnost nj-tého tidiciho intervalu a vyp&ieme pravépodobnost p ze nahodna
velicina X s distribdni funkci®(x) se bude realizovat v j-térfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza,
pak [ = O(Uj1) - (W)

Diskrétni piipad: Ma-li distribuéni funkce nejvyse sgetné mnoho bod nespojitosti, pak mistditlicich
intervall pouzijeme varianty, j = 1, ..., r. Pro variantugxzjistime absolutnéetnost na vypateme
praveépodobnost j, Ze nahodna veiina X s distribini funkci®(x) se bude realizovat variantog XPlati-li

nulova hypotéza, pak = o(x;;)-limo(x)=PX = x;).
X= X[~

(ni _npi)

Testova statistikak =y, . Plati-li nulovéa hypotéza, pak y’(r-1-p), kde p je p&et odhadovanych

=1 np;
parametit daného rozlozeni. (Napro normalni rozlozeni p = 2, proto:z dat odhadujemeistdni hodnotu
a rozptyl.) Nulovou hypotézu zamitame na asymgétidadiré vyznamnosti, kdyz testova statistika K
v*14(r-1-p). Aproximace se povaZuje za vyhovuijici, ktigdretickésetnosti np=>5,j=1, ...
Zavaznost rozdilu mezi pozorovanyteitnostmi a teoretickyndietnostmi Ize pro kazdy index j orietitg
posoudit porovném vypasitaného gitance ™ ="2f ;Spj) s hodnotou 3,84 (to je kvanijtes(1)). Jestlize tktery
itanec pevysi tuto hodnotu, Izefpdpokladat, Ze odchylka od modelu se nachaziépré®to oblasti
hodnot.
+* tes dobré shody MATLABuU provadi funkce chi2gof.|



Priklad 2.: Na hladir vyznamnosti 0,05 aste x° testem dobré shody, zda dataiklpdu 1 pochazeji
z rozlozeni Rs(0,1).

Resdeni:Tabulku absolutnichetnosti doplnime o pra¥dodobnosti p teoretick&etnosti npa jednotlive
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vstupujici do testové statistiky K.

Testova statistikak = ZW
=1 ;

Kriticky obor: W = (x?oss(9),) = (16919 )

Protoze se testova statistika nerealizuje v krioloboru, nefizeme

na hladig vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu, Ze data pmiha

z rozlozeni Rs(0,1).

= 0225+ 0841+...+ 0256= 5684



2. Testy nahodnosti

Nech’ Xy, ..., %, je posloupnost navzajemznychcisel generovanych ze spojitého rozlozeni (jsowdi d
sousedni hodnoty stejné, jednu vyskrtneme). Nardagznamnosti testujeme nulovou hypotézuyH
posloupnost je ndhodna protiernativ Hy: posloupnost neni ndhodna.

a) Test zalozeny na bodech zvratu
Tento test zkouma, zda kolisani hodnot podle vstils®e v dané posloupnostém dostatené rychle. Neni
vhodny pro testovani existence trendu, protoze &gichouze z lokalnich vlastnosti posloupnosti.

Cislo % se nazyvéodem zvratpkdyZ ol# sousednéisla jsou sotasreé bud’ vétsi nez xnebo mensi nez,x
tj. plati-li bud’ X1 > % < X+1 NebO X1 < X > Xiu1.

Konstrukce testové statistiky:

Ozname Y celkovy poet bodi zvratu v posloupnostix..., X, Plati-li Hy, pak statistika Y ma

asymptoticky normalni rozlozeni séestni hodnotoug(y)= @ a rozptylemp(y) = 16”9; 29 tedy
_2n-2)
standardizovana statistika=——3_ =~ N(03).
16n-29
90

Kriticky obor: W = (~c,-u,,,,) 0(u,,,, )
Pokuduow, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické htadiznamnosti.



Priklad 3: Bylo vygenerovano 28 pseudonahodnyigel z Rs(0,1):

0,39 0,94 0,17 0,16 0,80 0,63 0,59 0,9% M1 0,39 0,16 0,67 0,03 0,67 0,73 GO 0,27
0,75 0,58 0,86 0,49 0,43 0,86 0,08 0,66 0,60

Pamoci testu zalozeného na bodech zvrattitevna hladig vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze tato posloug
je nahodn:

Reseni:

Celkem zjistime Y = 21 bddzvratu.
Y _M 21— 2(28_2)

Testova statistikau = 3 . 3 .

\/16n—29 \/16[28—29 B
90 90

Kriticky 0bor: W = (- e, = g7s) 0 (U gg75,%0) = (- 00, - 196) 0 (196,0)..

Protoze testova statistika s nerealizuje v kritok@boru, nelze na hladirvyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, Ze dana posloupnost je nahc




Vypocet v MATLABuU:

Test zalozeny na bodech zvratu je pravadomoci funkce body zvratu.m:
function [H,P,U]=body_zvratu(x,alfa)
% funkce testuje nahodnost posloupnosti pomoci lzodatu
% synatxe: [H,P,U]=body_zvratu(x,alfa)
% vystupni parametry:
% H ... vysledek testu> 1 ... HO zamitame, O ... HAezamitame
% P ... vypocitana p-hodnota
% U ... realizace testove statistiky
% vstupni parametry:
% X ... sloupcovy vektor hodnot testovane poslosfpino
% alfa ... hladina vyznamnosti
n=size(x,1);
Y=0;
for i=2:n-1
if (X(O)>X(1-1))&XO)>XI+D))((x(1)<x(i-1)) &(X()<x(i+1)))
Y=Y+1,;
end
end,
U=(Y-(2*n-4)/3)/sqrt((16*n-29)/90);
P=2*min(normcdf(U,0,1),1-normcdf(U,0,1));
if P<=alfa
H=1;
end
if P>alfa
H=0;
enc



Pouzijeme-li tuto funkci na data ¢ikladu 3, dostaneme vysledky:

[H,P,U]=body_zvratu(x,alfa)

ProtoZze phodnota je 0,0893, narbeme na hladivyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nahodn@steé
posloupnost



b) Test znamének diferenci
Tento test zkouma, zda posloupnost neobsahuje éltadly cisel jdoucich za sebou vzestéprebo

sestupn. Pouziva se k @¥eni existence trendu.

Test je zaloZzen na ptu kladnych 1. diferenci dané posloupnosti, tjpo&u bodi rastu.Cislo x se nazyva
bodem fisty, KAyzZ % < X1.
Konstrukce testoveé statistiky: Ozimae Y celkovy poet bodi ristu v posloupnostix ..., X,

Plati-li Hy, pak statistika Y ma asymptoticky normalni rozloizee stedni hOantOUE(Y)zn—_l a rozptylem
2
_n-1
D(Y) :”1—;1, tedy standardizovana statistika 21 =~ N(01).
n-+

12
Kriticky obor: W =(-w,-u,,,,) 0(u,,,, )

Pokudunow, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické htagdyjiznamnosti.



Piiklad 4.: Na hladig vyznamnosti 0,05 testujte pomoci testu znaménfekettici hypotézu, Ze data
z prikladu 3 jsou nahodna.

Reseni:

Celkem zjistime Y = 12 bddrastu.

y_n-1 . 28-1
Testova statistikau = 2 - 2 - _09649.
n+1 \/ 28+1
12 12

Kriticky 0bor: W = (o0, = U ggre) 0 (U ggre, ) = (- 0, - 196) 0 (196,0).
Protoze testova statistika s nerealizuje v kritok@boru, nelze na hladirvyznamnosti 0,05 zamitnout
hypotézu, Ze dana posloupnost je hahodna.



Vypoéet v MATLABLU:

Test znamenek diferenci je pro¢adpomoci funkce znamenka_diferenci.m:
function [H,P,U]=znamenka_diferenci(x,alfa)
% funkce testuje nahodnost posloupnosti pomoci emh diferenci
% synatxe: [H,P,U]=znamenka_diferenci(x,alfa)
% vystupni parametry:
% H ... vysledek testu> 1 ... HO zamitame, O .... HAezamitame
% P ... vypocitana p-hodnota
% U ... realizace testove statistiky
% vstupni parametry:
% X ... sloupcovy vektor hodnot testovane poslospno
% alfa ... hladina vyznamnosti
n=size(x,1);
Y=0;
fori=1:n-1

if x(i)<x(i+1)

Y=Y+1;

end
end,;
U=(Y-(n-1)/2)/sqrt((n+1)/12);
P=2*min(normcdf(U,0,1),1-normcdf(U,0,1));
if P<=alfa

H=1;
end
if P>alfa

H=0;
enc



Pouzijeme-li tuto funkci na data ¢ikladu 3, dostaneme vysledky:

[H,P,U]=znamenka_diferenci(x,alfa)

Protoze phodnota je 0,3346, nagrbeme na hladivyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nahodn@ste
posloupnost



c) Test zalozeny na Spearman@wkoeficientu

Tento test zkouma, zda velikost generované hodmeggvisi na p@adi, vnémz bylocislo generovano (na)

zda na pdatku generované posloupnosti nejsou gedasty nizké hodnoty a na konci vysoké).

Na zaklad generované posloupnos;, ..., X, utvarime dvojice (1, ¥, ..., (n, %). Predpokladame, ze tyto
dvojice pochazeji z dvouroziimeého rozlozeni s teoretickym Spearmanovym koefieim pdadove
korelaceps.

Na hladirt vyznamnosti testujeme nulovou hypotézi,: ps = 0 proti H: ps# O.

Ozname R poradi hodnoty xv dané posloupnosti. Vypteme Spearmaiv koeficient pdgadové korelace:

Iy :1—%?—_1)%0 -R, ). Nulovou hypotézu zamitame na hladuyznamnosti. ve prosgch alternativy, kdyz

| rs | > Is142(N), kde g 14(n) je kritick& hodnota, kterou pro= 0,05 a < 30 najdeme v tabulkach.



Kritické hodnoty pro Spearmém koeficient pdadové korelace pron =5, 6, ..., 30z 0,05

n rS;O,975 rS;0,95

S 0,9 0,8

6 0,8286 0,7714
7 0,745 0,6786
8 0,6905 0,5952
9 0,6833 0,5833
10 0,6364 0,5515
11 0,6091 0,5273
12 0,5804 0,4965
13 0,5549 0,478
14 0,5341 0,4293
15 0,5179 0,4429
16 0,5 0,4265
17 0,4853 0,4118
18 0,4716 0,3994
19 0,4579 0,3895
20 0,4451 0,3789
21 0,4351 0,3688
22 0,4241 0,3597
23 0,415 0,3518
24 0,4061 0,3435
25 0,3977 0,3362
26 0,3894 0,3299
27 0,3822 0,3236
28 0,3749 0,3175
29 0,3685 0,3113
30 0,362 0,3059




Priklad 5: Pro data z fikladu 3 testujte na hladirvyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze velikost generované

hodnoty nezavisi na padi. Vypa@et provelte pomoci MATLABuU.

Reseni:Ve statistickém toolboxu MATLABuU je implementovafnakce tiedrank(x), ktera pro dany vektor
X poskytne vektor padi, gicemz pro skupinky stejnych hodnot gfié pramérné pdadi.
Postup vypotu:
Do prongénné x vloZzime dané hodnoty.
Utvotime vektor y=[1:28]’;
Pomoci funkce tiedrank zjistime vektorradi: R=tiedrank(x);
Pomoci funkce corrcoef spi@me koeficient korelace a odpovidajici p-hodnpsjpl=corrcoef(y,R)
Dostaneme
r = p =

1.0000 0.0729 1.0000 0.7124

0.0729 1.0000 0.7124 1.0000

Velikost Spearmanova koeficientu (rs = 0,072¥d8v0 velmi slabé fimé pdadové zavislosti, ktera je na
hladiré 0,05 nevyznamna (p = 0,7124).



Asymptotické varianty testu

n > 20:

rsvn-2
Ji-rd

|ze pouzit testovou statistikyy = , ktera se v ppact platnosti nulové hypotézy asymptotickigi

rozlozenim t(n-2).
Kriticky obor: w=(~c,~t,, ,(n=2)) O(t,,,(n~2),)

Hypotézu, Ze velikost generovanych hodnot nezéagidadi, zamitame na asymptotické hladin
vyznamnostb, kdyz o W.

n > 30:

|ze pouzit testovou statistikyv/n -1 Plati-li Hy, pakr.+/n—-1 = N(O, 1). Nulovou hypotézu tedy zamitame

na asymptotické hladéwyznamnostix ve prospch alternativy, kdyz./n-10(-eo,~u,,,) 0 (U5, %)



3. Testy nezavislosti
a) Test zalozeny na koeficientu autokorelace

Timto testem o¥fujeme, zda existuje linearni zavislost mezi sousednebo i vzdalegsSimi ¢leny
posloupnosti q, ..., X,

Pro k < n je vybrovy koeficient autokorelace k-téliédu f definovan jako vyérovy Pearsofiv koeficient
korelace dvojic (X X+1), ----» (% Xn), O Nichz pedpokladame, ze pochazeji z dvouréemho rozlozeni
s koeficientem korelags..

Je-li k = 1, pdita se koeficienty korelace mezi sousednil@ny generované posloupnosti. Neni vhodné
pocitat koeficienty autokorelace prc> n/4.

Posloupnost koeficieitautokorelaceyr r,, ... se nazyva korelogram.

Na hladirg vyznamnostix testujeme nulovou hypotézi,: px = 0 proti H: px # O.

Testova statistika, =r,v/n-k se v @ipact platnosti nulové hypotézy asymptotickgi rozlozenim N(0O,1).
Kriticky obor: W =(-c0,~u,,,) 0(u,,,,,)

PokudT, 0w, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické htadianamnosti, tedy hodnoty

generované posloupnosti p&lenech nelze povazovat za line&mezavislé.



Priklad 6: Pro data z fikladu 3 testujte na hladirvyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze mezi nimi neexistuje
autokorelace 1. az 7adu.

A4 4 Ve
Resent:
Tabulka pro vypoet koeficient autokorelace 1. az 7adu| Korelogram a hodnoty testovych statistik
1 2 3 4 5 6 7 8 ! . 2 3 N 2
X(0) | X(+1)| X(i+2)| X(+3)| X(i+4)| X([+5)| X(i+6)| X(i+7) " s To kvantil | rozhodnuti
0,39 0,94 0,17 0,16 0,8 0,63 059 0,92 1 -0,3235 27 -1,68096/1,959964 nezamitame
8'2‘7‘ 8&; 0612 0052 823 8’22 8?2 8'51_)‘13 2| 0,0523 26 0,266679 1,959964 nezamitame
016 b8l 063 08o| 092 016 051 039 3| 0,1708 25 0,854 1,959964 nezamitame
08 063 050 002 016 051 039 016 4| -0,4572 24 -2,23981 1,959964 zamitame
0,63 059 092 0,16 051 0,39 016 0,67 5 0,3121 23/1,496779 1,959964 nezamitame
059 092 016 051 039 016 067 003 6| -0,2657 22 -1,24624 1,959964 nezamitame
092 016 051 039 016 067 003 067 7| 0,0285 21 0,130603 1,959964 nezamitame
0,16 0,51 039 0,16 0,67 0,03 0,67 0,73
051 039 0,16 067 003 0,67 0,73 0,67
0,39 0,16 0,67 0,03 0,67 0,73 0,67 0,8 A\ ZAr e v i 1 g
o35 oa6 06T 003 O0fm 073 067 08 Zaver,. V testovanych datvech byla na hlatlvtyznamnosti 0,05
067 003 067 073 067 08 027 075 prokdzana autokorelaceiédu.

0,03 0,67 0,73 0,67 0,8 0,27 0,75 0,58
0,67 0,73 0,67 08 0,27 0,75 0,58 0,86
0,73 0,67 08 0,27 075 058 0,86 0,49
0,67 08 0,27 0,75 058 086 049 043
08 027 075 058 086 049 043 0,86
0,27 0,75 058 0,86 049 043 0,86 0,08
0,75 058 086 049 043 086 0,08 0,66
0,58 086 049 043 0,86 0,08 0,66 0,6
0,86 049 043 0,86 0,08 0,66 0,6
049 0,43 086 0,08 0,66 0,6
043 0,86 0,08 0,66 0,6
0,86 0,08 0,66 0,6
0,08 0,66 0,6
0,66 0,6
0,6
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b) Cochraniayv test

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujeme nulovou hypotézu

Ho: p1 = p2= ... px =0 (fj. vSechny koeficienty autokorelace azédu k jsou nulove)

proti alternati¢
Hi: pi # 0 pro aspn jeden index i.

Testova statistika:
k
_ 2
Q=nXr
=1

Plati-li nulova hypotéza, Q se asymptoticigi rozlozenimy?(k).

H, tedy zamitdme na asymptotické hladiyznamnostix, kdyZ Q> 3*1.4(K).
Cochrariv test ma vyznam zvlasy pripact, kdy jeden z autokorelaich koeficieni je vyznamny (fitom

muze byt vyznamny pouze nahodile) a ostatni vyznamejgou.

Priklad 7: Pro data z fikladu 3 provéte na hladia vyznamnosti Cochrdiv test.

Redeni: Bpomeaime, Ze koeficienty autokorelace byly

[

-0,3235

0,0523

0,1708

-0,4572

0,3121

-0,2657

0,028

Po dosazeni do vzorce pro testovou statistiku deste Q = 14,4034.

Odpovidajici kvantily®;(k) = x°.e47) = 14,067.

Protoze Q@ 14,067, ky zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,0!




