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MATH Nahodnyj proces

Definice (Stochastickyj proces)

Necht je ddan pravdépodobnostni prostor (L2, A, P), indexovd
mnozina T C R a redlnd funkce

Y:QxT—>R

definovand pro Vw € Q a Vt € T. Jestlize proVt € T je Y (w, t)
borelousky méfitelnd funkce vzhledem k A (tj. proVB € B,Vt € T
platt

YIB)={weQ: Y(w,t)€ B} c A,

kde B je g-algebra borelovskych podmnozin), pak tuto funkci
nazyvdme (n-rozmérngm) nahodngm procesem a znacime

{Y:,t € T} n
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Definice (Striktni stacionarita)

Ndhodnyg proces {X;, t € T} je strikiné staciondrni, jestlize
Vt=(t1,...,tn) € T"aproVT = (t1 + h,...,t,+ h) € T" plati

Fe(X) = Fey,tn (1, Xn) = Fry 7 (X1, -0, Xn) = Fr (X)

Pti posunuti v case se tedy zakladni pravdépodobnostni
charakteristiky neméni.
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Definice (Stacionarita ve stiedni hodnot¢)

Ndahodnyg proces {X:, t € T} nazgvdme staciondrni ve stfedni
hodnoté, pokud Vt € T je stredni hodnota konstantni, tj.

E(X;:) = konst. = p.

Pokud E (X;) = 0, ndhodny proces nazgvdme centrovangm.
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Definice (Autokovarian¢ni funkce)

Necht ndahodny proces {X;, t € T} md kone¢né druhé momenty.
Pak funkci

v(s,t) = C(Xs, Xe) = E(Xs — EXs) (Xe — EX)

nazveme autokovarianc¢ni funkct.

Tato redlna funkce dvou proménnyjch dava informaci o linedrnim
vztahu mezi jakoukoliv dvojici ndhodnyjch velicin X; a X;.

s
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Definice (Rovarian¢né stacionarni proces)

Ndahodnyg proces {X:, t € T} se nazgvd kovarianéné staciondrni,
pokud pro Vs, t € T plati

v(s:t) =7(0,[s —t).

Autokovarian¢ni funkce zavisi pouze na svjjch argumentech
prostiednictvim rozdilu (,Casové vzdélenosti®).

Néhodny proces {X;, t € T} se nazjjva (slabé) stacionarni, je-li
kovarian¢né stacionarni, tj. Vt,s € T : y(s, t) = v(s — t).

e
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Model
Ndahodnyg proces {w;, t € T} nazgvdame bilg Sum?, jestlize plati

E(Wt) = 07 VAR(Wt) = 027 VS, t,s ?é t: C (Wf7 Ws) = 07

a WhiteNoise

Tedy w; jsou nekorelované nahodné veliciny s nulovou stiedni
hodnotou a konstantnim rozptylem.

Pokud tyto ndhodné veli¢iny i nezavislé, zna¢ime je symbolem IID!,

piseme

w; ~ 1ID(0, 0%).

1 Independentldentical Defined
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Biljj Sum a IID jsou stacionarnimi ndhodngmi procesy.
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MATE jhodnéa prochéazka
i Néahodna p

Méjme proces {X¢,t € T} a plati

XO - 07 Xt — thl + Wy,
kde w; jsou nezavislé nahodné veli¢ing wy ~ L (0, alzv).

Nahodna prochazka
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MATE Néhodné prochézka

Je ndhodna prochézka stacionarni proces? Pripomenme si model NP
Xe=Xe-1+we,  we~L(0,05),X0 =0,
pak sttedni hodnota
E) =E(> wi) =D E@w)=0

Proces je konstantni ve stiedni hodnoté. Déale pocitejme
autokovarianc¢ni funkci

t+h t
Y(t+ ht) = C(Xepn, Xe) = <Z W,> (Z Wi) =t
t=1

ACF zavisi na t. Ndhodna prochazka neni stacionarni irociil
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MUN] Autokovarian¢ni funkce

AFC udava linearni vztah mezi jakoukoliv dvojici X; a X;. Plati
C(Xe, Xs) = C(Xs, X)), pak(—t) = ~(2).
Pro rozptyl
VAR(X:) = C(X:, X¢) = v(t — t) = ~(0).

Vsechny nahodné veliciny X; maji tentyz kone¢ny rozptyl.

s
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V reélnych situacich se se slabé stacionarnimi procesy setkavame
ziidkakdy. Obecné rozlisujeme dva druhy nestacionarity.

» ve stifedni hodnoté

» v rozptylu

s



Procesy nestacionarni ve stiredni hodnoté

Rozlisujeme
» Deterministicky trend
Nestacionaritu ve sttedni hodnoté chapeme jako funkci casu.

» Stochasticky trend
Nestacionaritu chapeme jako kolisani ndhodné veliciny.

s
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it Deterministickyj trend

R modelovani deterministického trendu pouzijeme naptiklad
» Polynomickyj trend: f(t) = Bo + Bit + ... + Bgt?

p
» Periodicky trend: f(t) = pu + Z(aj cos(Ajt) + Bjsin(Ajt))
j=1

s
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LT Periodicky trend

Me¢jme ndhodnyj proces, u kterého je patrnjj deterministicky trend,
ktery 1ze modelovat pomoci po sobé jdoucich period.
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MATH Periodicky trend
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HATY Stochasticky trend

» ARMA - Autoregresni proces klouzavyjch soucti
Y: ~ ARMA (p,q) : ®(B) Y = ©(B) w;
» ARIMA - Integrovanéa smiSeny model
Y: ~ ARIMA (p,d,q) : ®(B)(1— B)? Y, =©(B)w;

Pozn. Jedna se o zkraceny zapis pomoci operatort ¢, © a operatoru
zpétného posunuti B.

R e
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Definice (Operator zpétného posunuti)

Necht {Y;, t € Z} je posloupnost ndhodngch veli¢in. Operdtor
zpétného posunuti je definovdn rovnict

B Yt = Yt—1>
pricemz jej lze aplikovat vicendsobné

B'Y; = Yi_j.

s
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o AR proces

Casové rady mohou vykazovat korelaci s pozorovanimi té samé rady,
proto AR procesy modeluji dynamiku pomoci ptedchozich
pozorovani.

Definice (Autoregresni proces)

Nahodna posloupnost { Y, t € Z} se nazgvd autoregresni
posloupnost idadu p, znacime AR (p), jestlize vyhovuje rovnici

Ye—p1Yee1— ... — QOth—p = Wt,

kde wy ~ WN(0,02), ¢1,...,¢p jsou redlné konstanty a ¢, # 0.

D
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Definice (Proces klouzavych soucti)

Ndahodna posloupnost {w;, t € Z} se nazgvd proces klouzaugch
souctit Fadu q, znacime MA (q), jestlize vyhovuje rovnici

Yt = Wt + 79]_W1_-_]_ AF oo AP 19th-_q7

kde wy ~ WN(0,02), 91, ..., jsou redlné konstanty a 94 # 0.

I am
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HATY Rauzalita AR procesu

AR proces Y; ~ AR (p) se nazgjva kauzalni, jestlize je ho mozné

zapsat jako proces Y; = Zf.io PjWe_j.

Rauzalni AR proces je zdroven stacionarni. Nutnou a postacujici
podminkou kauzality AR procesu je, aby vSechny koteny polynomu

O(z) =1— 1z — paz® — ... — pzP

lezely vné jednotkové kruznice.
Dusledek: Proces AR(p) nezavisi na budoucnosti.

s



HATY Piiklad AR procesu

Model

Méjme model

Yt = 0, 9Yt71 - O, 25Yt72 aF Wt, Wt ~ WN(O, O'a/)
Vykreslime si koreny polynomu ¢(z) v komplexni roviné

Jednotkova kruznice
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Piiklad AR procesu
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Y:=0,9Y; 1 —0,25Y; o +w,  w ~ WN(0,02)
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HATY Invertibilita MA procesu

Uvazujme MA model ¥adu q
Yt: Wt+7.9]_Wt7]_+...+Wt7q, W ~ WN(0,0'a/)

MA proces je vidy slabé stacionarni. Nutnou a postacujici podminkou
invertibility MA procesu je, aby v8echny koteny polynomu

O(z2) =101z — 022 — ... — 427

lezely vné jednotkové kruznice.

Dasledek: Je-li proces MA(q) invertibilni, pak je uréen jednozna¢né
pomoci prvnich dvou momenti a nepozorovatelné veliciny w;
muzeme odhadnout pomoci minulyjch a ptitomnjych hodnot.

e



% ARMA model

Definice (ARMA proces)
ARMA proces idadu p, q je definovan vztahem

Yt — Solyt—l = 600 = SDth—p = Wt +191Wt_1 AF oo +19th_¢,,

kde wy ~ WN (0,02).
Pomoci operdtoru zpétného posunu miizeme také psdat

Y: ~ ARMA (p, q) : & (B) Y = © (B) w,
kde
S(B)=1— 1B+ @aB?+...+¢p,B°, @y=1

O(B)=1-91B+9B%+...+9,B9, Jp=1.
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o Box-Jekninsova metodologie

Ur¢eni vhodného ARMA(p, g) modelu pro danou realizaci
stacionarniho procesu { Y¢|t € T} zahrnuje nasledujici kroky:

1 Vybér fadu p a q, tj. provést identifikaci modelu.
2 Odhad parametri ¢1,...,¢p, V1,...,0q a o2,

3 Ovétreni vhodnosti modelu.

R



% ARMA s predikci 10 krokua

Forecasts from ARIMA(2,0,1) with zero mean
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Pozn. Jedna se v podstaté o ARMA model, protoze d = I" m
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Deékuji za pozornost
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