
Math
MUNI

Stacionární procesy

[MF006] Seminář z finanční matematiky

Jan Bernard

Masarykova univerzita



Přehled

Náhodné procesy

Stacionární náhodné procesy

Stacionární procesy - příklady

ARIMA procesy



Math
MUNI

Náhodný proces

Definice (Stochastický proces)

Nechť je dán pravděpodobnostní prostor (Ω,A,P), indexová
množina T ⊆ R a reálná funkce

Y : Ω× T → R

definovaná pro ∀ω ∈ Ω a ∀t ∈ T . Jestliže pro ∀t ∈ T je Y (ω, t)
borelovsky měřitelná funkce vzhledem k A (tj. pro ∀B ∈ B, ∀t ∈ T
platí

Y−1(B) = {ω ∈ Ω : Y (ω, t) ∈ B} ∈ A,
kde B je σ-algebra borelovských podmnožin), pak tuto funkci
nazýváme (n-rozměrným) náhodným procesem a značíme
{Yt , t ∈ T}.

2/30



Math
MUNI

Brownův pohyb (W.P.)

§1 WIENER INTRODUCTION 1

December 16, 2011 at 21:32

1. Introduction.

Wiener

A computer program for the generation of numerical data simulating a Wiener process.

(Version 1.0 of November 11, 2011)

Written by Fredrik Jonsson

0 20 40 60 80 100

−20

0

20

40

60

x

y

This CWEB† computer program computes a series of floating-point numbers corresponding to a Wiener
process in D dimensions. It relies on the random number generator as proposed by Donald Knuth in The
Art of Computer Programming, Volume 1 – Fundamental Algorithms, 3rd edition (Addison-Wesley, Boston,
1998), generating numbers which are fed into the Box–Muller transform to generate the normal distribution
associated with the Wiener process. Besides providing a simulator of the Wiener process, the WIENER

program can also be used in a “lock-in” mode with zero expectation value for each data point, providing a
pretty good random number generator for large series of stochastic data, not relying on the (rather poor)
generators available in standard C libraries.
The WIENER program does not solve any problem per se, but is merely to be considered as a generator of

statistical data to be used by other applications in modeling of physical, chemical or financial processes.

Copyright c© Fredrik Jonsson, 2011. All rights reserved. Non-commercial copying welcome.

† For information on the CWEB programming language by Donald E. Knuth, as well as samples of CWEB

programs, see http://www-cs-faculty.stanford.edu/~knuth/cweb.html. For general information on
literate programming, see http://www.literateprogramming.com.
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Definice (Striktní stacionarita)

Náhodný proces {Xt , t ∈ T} je striktně stacionární, jestliže
∀t = (t1, . . . , tn) ∈ T n a pro ∀τ = (t1 + h, . . . , tn + h) ∈ T n platí

Ft (X) = Ft1,...,tn (x1, . . . , xn) = Fτ1,...,τn (x1, . . . , xn) = Fτ (X)

Při posunutí v čase se tedy základní pravděpodobnostní
charakteristiky nemění.
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Definice (Stacionarita ve střední hodnotě)

Náhodný proces {Xt , t ∈ T} nazýváme stacionární ve střední
hodnotě, pokud ∀t ∈ T je střední hodnota konstantní, tj.

E (Xt) = konst. = µ.

Pokud E (Xt) = 0, náhodný proces nazýváme centrovaným.
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Definice (Autokovarianční funkce)

Nechť náhodný proces {Xt , t ∈ T} má konečné druhé momenty.
Pak funkci

γ (s, t) = C (Xs ,Xt) = E (Xs − EXs) (Xt − EXt)

nazveme autokovarianční funkcí.

Tato reálná funkce dvou proměnných dává informaci o lineárním
vztahu mezi jakoukoliv dvojicí náhodných veličin Xt a Xs .
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Definice (Kovariančně stacionární proces)
Náhodný proces {Xt , t ∈ T} se nazývá kovariančně stacionární,
pokud pro ∀s, t ∈ T platí

γ (s, t) = γ (0, |s − t|) .

Autokovarianční funkce závisí pouze na svých argumentech
prostřednictvím rozdílu („časové vzdálenosti“).

Náhodný proces {Xt , t ∈ T} se nazývá (slabě) stacionární, je-li
kovariančně stacionární, tj. ∀t, s ∈ T : γ(s, t) = γ(s − t).
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Bílý šum

Model
Náhodný proces {wt , t ∈ T} nazýváme bílý šuma, jestliže platí

E (wt) = 0, VAR (wt) = σ2, ∀s, t, s 6= t : C (wt ,ws) = 0,

aWhiteNoise

Tedy wt jsou nekorelované náhodné veličiny s nulovou střední
hodnotou a konstantním rozptylem.

Pokud tyto náhodné veličiny i nezávislé, značíme je symbolem IID1,
píšeme

wt ∼ IID(0, σ2).

1IndependentIdenticalDefined 8/30



Math
MUNI

Bílý šum

Bílý šum
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Bílý šum a IID jsou stacionárními náhodnými procesy.
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Náhodná procházka
Model
Mějme proces {Xt , t ∈ T} a platí

X0 = 0, Xt = Xt−1 + wt ,

kde wt jsou nezávislé náhodné veličiny wt ∼ L
(
0, σ2
w
)
.
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Náhodná procházka

Je náhodná procházka stacionární proces? Připomeňme si model NP

Xt = Xt−1 + wt , wt ∼ L
(
0, σ2
w
)
,X0 = 0,

pak střední hodnota

E (Xt) = E
(∑

wi

)
=
∑

E (wi ) = 0

Proces je konstantní ve střední hodnotě. Dále počítejme
autokovarianční funkci

γ(t + h, t) = C (Xt+h,Xt) = E
(

t+h∑
t=1

wi

)(
t∑

t=1

wi

)
= tσ2

w ,

ACF závisí na t . Náhodná procházka není stacionární proces.
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AFC udává lineární vztah mezi jakoukoliv dvojicí Xt a Xs . Platí

C (Xt ,Xs) = C (Xs ,Xt), pak γ(−t) = γ(t).

Pro rozptyl

VAR(Xt) = C (Xt ,Xt) = γ(t − t) = γ(0).

Všechny náhodné veličiny Xt mají tentýž konečný rozptyl.
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V reálných situacích se se slabě stacionárními procesy setkáváme
zřídkakdy. Obecně rozlišujeme dva druhy nestacionarity.

I ve střední hodnotě
I v rozptylu
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Procesy nestacionární ve střední hodnotě

Rozlišujeme
I Deterministický trend

Nestacionaritu ve střední hodnotě chápeme jako funkci času.
I Stochastický trend

Nestacionaritu chápeme jako kolísání náhodné veličiny.

14/30



Math
MUNI

Deterministický trend

K modelování deterministického trendu použijeme například
I Polynomický trend: f (t) = β0 + β1t + . . .+ βd td

I Periodický trend: f (t) = µ+

p∑
j=1

(αj cos(λj t) + βj sin(λj t))
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Periodický trend
Mějme náhodný proces, u kterého je patrný deterministický trend,
který lze modelovat pomocí po sobě jdoucích period.
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Periodický trend

Model

Yi = β0 + β1 sin
(

2π
12

ti

)
+ β2 cos

(
2π
12

ti

)
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Průměrné mesíční teploty v New Yorku
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Stochastický trend

I ARMA - Autoregresní proces klouzavých součtů
Yt ∼ ARMA (p, q) : Φ (B) Yt = Θ (B) wt

I ARIMA - Integrovaná smíšený model
Yt ∼ ARIMA (p, d, q) : Φ (B) (1− B)d Yt = Θ (B) wt

Pozn. Jedná se o zkrácený zápis pomocí operátorů Φ,Θ a operátoru
zpětného posunutí B .
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Operátor zpětného posunutí

Definice (Operátor zpětného posunutí)
Nechť {Yt , t ∈ Z} je posloupnost náhodných veličin. Operátor
zpětného posunutí je definován rovnicí

BYt = Yt−1,

přičemž jej lze aplikovat vícenásobně

B jYt = Yt−j .
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AR proces

Časové řady mohou vykazovat korelaci s pozorováními té samé řady,
proto AR procesy modelují dynamiku pomocí předchozích
pozorování.

Definice (Autoregresní proces)

Náhodná posloupnost {Yt , t ∈ Z} se nazývá autoregresní
posloupnost řádu p, značíme AR (p), jestliže vyhovuje rovnici

Yt − ϕ1Yt−1 − . . .− ϕpYt−p = wt ,

kde wt ∼WN(0, σ2
w ), ϕ1, . . . , ϕp jsou reálné konstanty a ϕp 6= 0.
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MA proces

Definice (Proces klouzavých součtů)

Náhodná posloupnost {wt , t ∈ Z} se nazývá proces klouzavých
součtů řádu q, značíme MA (q), jestliže vyhovuje rovnici

Yt = wt + ϑ1wt−1 + . . .+ ϑqwt−q,

kde wt ∼WN(0, σ2
w ), ϑ1, . . . , ϑq jsou reálné konstanty a ϑq 6= 0.
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Kauzalita AR procesu

AR proces Yt ∼ AR (p) se nazývá kauzální, jestliže je ho možné
zapsat jako proces Yt =

∑∞
j=0 ϕjwt−j .

Kauzální AR proces je zároveň stacionární. Nutnou a postačující
podmínkou kauzality AR procesu je, aby všechny kořeny polynomu

Φ(z) = 1− ϕ1z − ϕ2z2 − . . .− ϕpzp

ležely vně jednotkové kružnice.
Důsledek: Proces AR(p) nezávisí na budoucnosti.

22/30



Math
MUNI

Příklad AR procesu

Model
Mějme model

Yt = 0, 9Yt−1 − 0, 25Yt−2 + wt , wt ∼WN(0, σ2
w )

Vykreslíme si kořeny polynomu Φ(z) v komplexní rovině
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Kořeny procesu AR(2)
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Příklad AR procesu

AR(2)
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Yt = 0, 9Yt−1 − 0, 25Yt−2 + wt , wt ∼WN(0, σ2
w )
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Invertibilita MA procesu

Uvažujme MA model řádu q

Yt = wt + ϑ1wt−1 + . . .+ wt−q, wt ∼WN(0, σ2
w ).

MA proces je vždy slabě stacionární. Nutnou a postačující podmínkou
invertibility MA procesu je, aby všechny kořeny polynomu

Φ(z) = 1− ϑ1z − ϑ2z2 − . . .− ϑqzq

ležely vně jednotkové kružnice.
Důsledek: Je-li proces MA(q) invertibilní, pak je určen jednoznačně
pomocí prvních dvou momentů a nepozorovatelné veličiny wt
můžeme odhadnout pomocí minulých a přítomných hodnot.
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Definice (ARMA proces)
ARMA proces řádu p, q je definován vztahem

Yt − ϕ1Yt−1 − . . .− ϕpYt−p = wt + ϑ1wt−1 + . . .+ ϑqwt−q,

kde wt ∼WN
(
0, σ2

w
)
.

Pomocí operátoru zpětného posunu můžeme také psát

Yt ∼ ARMA (p, q) : Φ (B) Yt = Θ (B) wt ,

kde
Φ (B) = 1− ϕ1B + ϕ2B2 + . . .+ ϕpBp, ϕ0 ≡ 1

a
Θ (B) = 1− ϑ1B + ϑ2B2 + . . .+ ϑpBq, ϑ0 ≡ 1.
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Box-Jekninsova metodologie

Určení vhodného ARMA(p, q) modelu pro danou realizaci
stacionárního procesu {Yt |t ∈ T} zahrnuje následující kroky:

1 Výběr řádu p a q, tj. provést identifikaci modelu.
2 Odhad parametrů ϕ1, . . . , ϕp, ϑ1, . . . , ϑq a σ2

w .
3 Ověření vhodnosti modelu.
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ARMA s predikcí 10 kroků

Forecasts from ARIMA(2,0,1) with zero mean    
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Pozn. Jedná se v podstatě o ARMA model, protože d = 0.
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Děkuji za pozornost
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