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m Pochézi z prace Itéov kalkulus japonského matematika Kiyoshiho
Itoa (1915 - 2008), drzitel Gaussovy ceny v roce 2006

m Pfi odvozeni pouzil Itdovu aproximaci podobnou
Riemann-Stieltjesovmu integrélu pres limitni sumaci pfiristka
Wienerova procesu s ohledem na neanticipativni integrand
(hlavni rozdil oproti R-S integralu)
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m Pochézi z prace Itéov kalkulus japonského matematika Kiyoshiho
Itoa (1915 - 2008), drzitel Gaussovy ceny v roce 2006

m Pfi odvozeni pouzil Itdovu aproximaci podobnou
Riemann-Stieltjesovmu integrélu pres limitni sumaci pfiristka
Wienerova procesu s ohledem na neanticipativni integrand
(hlavni rozdil oproti R-S integralu)

m Neanticipovanost integrandu v ¢ase ¢ charakterizuje nezavislost
na budoucnosti ve smyslu méfitelnosti vzhledem k pritomné a
minulé dostupné informaci
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m Pochézi z prace Itéov kalkulus japonského matematika Kiyoshiho
Itoa (1915 - 2008), drzitel Gaussovy ceny v roce 2006

m Pfi odvozeni pouzil Itdovu aproximaci podobnou
Riemann-Stieltjesovmu integrélu pres limitni sumaci pfiristka
Wienerova procesu s ohledem na neanticipativni integrand
(hlavni rozdil oproti R-S integralu)

m Neanticipovanost integrandu v ¢ase ¢ charakterizuje nezavislost
na budoucnosti ve smyslu méfitelnosti vzhledem k pritomné a
minulé dostupné informaci

m Dulezitym vysledkem Itoova kalkulu je Itdovo lemma, které
postihuje definici "stochastického diferencialu"
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Konstrukce Itdéova integralu
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Konstrukce Itéova integralu

Filtrace

Fi: = vSechny jevy, které jsou uréené béhem prvnich ¢ period
tzn. F; shrnuje informace, kterou mame v Case ¢
m Posloupnost {F; }o<i<7 se nazgva FILTRACE prostoru trznich
scénéfi ()
m Obecné, posloupnost o-algebra {F; }o<i<r se nazyva filtrace,
pokud F; < Fy pro kazdé t < s
tzn., Ze s rostoucim Casem neztracime informace, tj. o-algebra se
s rostoucim cCasem zvétsuje

m Necht W (t) je W.proces. Filtrace FV = {F;}, pro t > 0 se
nazyvd HISTORIE W.PROCESU jestlize pro t > 0 je F;
o-algebra generovana ndhodnymi veli¢inami W (s,w) pro s <t
FV popisuje rist informace o trajektorii W.P. v case ¢
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Konstrukce Itéova integralu

Definice neanticipativniho procesu

m Necht je W (t) Wieneriiv proces na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) a necht informaéni filtrace F znaci historii Wienerova
procesu. Rikame, ze proces {G(t,w),t €< 0,00)} je
NEANTICIPATIVNI (resp. adaptovany filtraci F'), jestlize
pro kazdé t > 0 je funkce w — G(t,w) F}V-méfitelna. Tzn., ze
hodnota G(t,w) zéavisi jen na hodnotach W.P. do ¢asu ¢

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita P¥irodovédeckd fakulta
Stochasticky integral, Itoova a Stratonoviéova definice



Konstrukce Itéova integralu

Definice neanticipativniho procesu

m Necht je W (t) Wieneriiv proces na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) a necht informaéni filtrace F znaci historii Wienerova
procesu. Rikame, ze proces {G(t,w),t €< 0,00)} je
NEANTICIPATIVNI (resp. adaptovany filtraci F'), jestlize
pro kazdé t > 0 je funkce w — G(t,w) F}V-méfitelna. Tzn., ze
hodnota G(t,w) zéavisi jen na hodnotach W.P. do ¢asu ¢

m Funkce h(w) je F}V pravé tehdy, kdyZ h je bodova limita soucti
funkci tvara
g (W (t1)) - g2(W(t2)) ... gn(W(ts)),
kde g1, ... gy jsou omezené spojité funkce, t; <t pro j <n
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Konstrukce Itéova int

m Necht W; pfedstavuje Wienertuv proces s filtraci F; na
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Dale necht stochasticky
proces f¢,t > 0 spliuje nasledujici vlastnosti:
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Konstrukce Itéova int

m Necht W; pfedstavuje Wienertuv proces s filtraci F; na
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Dale necht stochasticky
proces f¢,t > 0 spliuje nasledujici vlastnosti:

(1) ft je F+ - adaptovany proces (neanticipativita)

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita Pifrodovédecka fakulta
Stochasticky integral, Itoova a Stratonovidova definice



Konstrukce Itéova int

m Necht W; pfedstavuje Wienertuv proces s filtraci F; na
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Dale necht stochasticky
proces f¢,t > 0 spliuje nasledujici vlastnosti:

(1) ft je F+ - adaptovany proces (neanticipativita)

(2) Efffdt < o0
0
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Konstrukce Itéova integralu

m Necht W; pfedstavuje Wienertuv proces s filtraci F; na
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P). Dale necht stochasticky
proces f¢,t > 0 spliuje nasledujici vlastnosti:

(1) ft je F+ - adaptovany proces (neanticipativita)
T

(2) E [ ffdt < oo
0

m S uvedenymi predpoklady chceme definovat Itoouv integral ve
tvaru

T
L= | f&)dw(t), t>0
/
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Konstrukce Itéova integralu

[toav integral elementarniho integrandu

m Necht D,, = tg,t1...,t, je déleni intervalu [0, T).
Predpokladejme elementarni integrand f;, ktery je konstantou
na kazdém podintervalu [tx, txt1]
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Konstrukce Itéova int

ft)=f(t,
*-—

f(t)=f(t) fle)=f(t;)
>
f f f t —
0=ty 1 t s =T
flt)=f(t:)

m Necht W; charakterizuje cenu jednotky drzeného aktiva v case t
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Konstrukce Itéova int

ft)=f(t,
*r—

f(t)=f(t) fle)=f(t;)
>
f f f t —
0=ty 1 t s =T
flt)=f(t:)

m Necht W; charakterizuje cenu jednotky drzeného aktiva v case t

m Necht ¢g,%q,...,t, pfedstavuje obchodni dny daného aktiva
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Konstrukce Itéova int

ft)=f(t,
*r—

f(t)=f(t) fle)=f(t;)
>
f f f t —
0=ty 1 t s =T
flt)=f(t:)

m Necht W; charakterizuje cenu jednotky drzeného aktiva v case t
m Necht ¢g,%q,...,t, pfedstavuje obchodni dny daného aktiva

m Necht f;, vyjadfuje pocet drzenych jednotek daného aktiva v
Gase ty az do Casu t41 (v pfipadé zapornych hodnot je vlastnik
dluznikem)
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Konstrukce Itéova integralu

Potom Itotv integral I; mizeme zapsat jako celkovy piijem z
obchodovani do ¢asu ¢

fto)We — Wy ], 0<t<ty
-
I, = Wo=0
f(to)[th _Wto]"i'f(tl)[Wt_Wh]’ t1 <t <t
F@o) Wi, — Wi| + f(t1)[Wey, — Wi, | + f(t2)[We — Wi, ], t2 <t <3
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Konstrukce Itéova integralu

Obecné pro ty <t < tpy1, zapiSeme [touv integral jako

S
—

I(t) = ) f(t) W (tj41) — Wt + f ()W (E) — W (tk)]

<.
I
=)
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Konstrukce Itéova integralu

[toav integral pro obecny integrand

m Tentokrat f(¢) je obecny proces spliwjici dané predpoklady
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Konstrukce Itéova integralu

[toav integral pro obecny integrand

m Tentokrat f(¢) je obecny proces spliwjici dané predpoklady

m Existuje posloupnost elementarnich procest {f,}5° , takova, ze

lim E/|fn t)*dt =0

n—oo
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Konstrukce Itéova integralu

[toav integral pro obecny integrand

m Tentokrat f(¢) je obecny proces spliwjici dané predpoklady

m Existuje posloupnost elementarnich procest {f,}5° , takova, ze

lim E/|fn t)*dt =0

n—oo

m Myslenka limity je zaloZenad na postupné aproximaci obecného
procesu , procesem elementarnich pro stale jemnéjsi déleni.
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Konstrukce Itéova integralu

[t6tav nahodny integral

Necht {Wy,t € [0,T]} je standardni Wienerav proces s filtraci F; na
pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P) a necht f; je neanticipativni
proces. Potom

16) = [ foyaw(e) = lim_ [ f.0awio)
0 0

nazyvame Ité6tv ndhodny integral
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Obsah

Itouv integral
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Itéhv integral

Necht W (t) je Wieneriv proces na (2, A, P). Symbolem M ozna¢me
tFidu stochastickych procesti f(t,w) s nasledujicimi vlastnostmi:

f(t,w) je anticipativni
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Itéhv integral

Necht W (t) je Wieneriv proces na (2, A, P). Symbolem M ozna¢me
tFidu stochastickych procesti f(t,w) s nasledujicimi vlastnostmi:

f(t,w) je anticipativni
funkce (t,w) — f(t,w) je B x F-méfitelna, kde B je Borelovska
o-algebra na < 0,7)
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Itéhv integral

Necht W (t) je Wieneriv proces na (2, A, P). Symbolem M ozna¢me
tFidu stochastickych procesti f(t,w) s nasledujicimi vlastnostmi:

f(t,w) je anticipativni
funkce (t,w) — f(t,w) je B x F-méfitelna, kde B je Borelovska
o-algebra na < 0,7)

T
plati P([ f(t,w)?dt < o0) =1
0
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Itéhv integral

Jednoduché funkce

Neanticipativni proces S se nazyva JEDNODUCHA FUNKCE na
[0, T jestlize existuje déleni D = {0 =1ty < --- <t, =T} tak, zZe

S(t,w) = Sk(w) prot € [t; tey1)

Trajektorie S je tedy po ¢astech konstantni funkce
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Itéhv integral

Necht S je jednoduché funkce. Pak

T m—1
/SdW = > Sp(W) (W (thyr,w) — W(tg,w))
0 k=0

se nazyva ITOUV INTEGRAL funkce S na (0,7)
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Ttoova izometrie
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Itéova izometrie

T
Necht f(t) je integrovatelnd funkce takova, ze [ f2(t)dt < oco.
0

T
Pak existuje [ f(t) dW (t), ktery pfedstavuje ndhodnou veli¢inu s
0
rozdélenim N (0,02(T)), kde
T
o?(t) = [ f2(t) dt.
0

Tedy plati E(ff(t) dW(t)) =0

coz je ITOOVA IZOMETRIE
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Itéova izometrie

Obecny pripad [toovy izometrie

m Necht S € M je jednoducha omezena funkce. Pak

/Stde /Sztwdt
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Itéova izometrie

Obecny pripad [toovy izometrie

m Necht S € M je jednoducha omezena funkce. Pak

/Stde /Sztwdt

m Necht f je ndhodny proces ze t¥idy M. Pak existuje posloupnost
jednoduchych funkci f,, € M tak, ze

T
/ — fult,w)]2dt) — 0 pron — oo
0

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita P¥irodovédeckd fakulta
Stochasticky integral, Itoova a Stratonoviéova definice



Obsah

Vlastnosti Itdova integralu
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tnosti Itdova inte

Adaptovanost Pro kazdé t € [0,T] je Itouv integral I(t)
Fi-adaptovany
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Vlastnosti Itéova integralu

Adaptovanost Pro kazdé t € [0,T] je Itouv integral I(t)
Fi-adaptovany

Linearita Nech I(t) a J(t) jsou Itdovy integraly definované jako

(1) = a / FOAW (), I =b / g(8) AW (1)
0 0

potom

T
I(t) £ J(t) = / (af (t) + bg(t)) AW (1)
0
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Vlastnosti Itéova integralu

Adaptovanost Pro kazdé t € [0,T] je Itouv integral I(t)
Fi-adaptovany

Linearita Nech I(t) a J(t) jsou Itdovy integraly definované jako
T T
10)=a [ 1AW, 30 =0 [ g0yawi)
0 0
potom

I(t) £ J(t) = [ (af(t) £ bg(t)) AW (?)

St~

Spojitost v ¢ase Itouv integral I(t) je spojitou funkei vrchni
integra¢ni proménné T'
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Vlastnosti Itéova integralu

Adaptovanost Pro kazdé t € [0,T] je Itouv integral I(t)
Fi-adaptovany

Linearita Nech I(t) a J(t) jsou Itdovy integraly definované jako
T T
10)=a [ 1AW, 30 =0 [ g0yawi)
0 0
potom

I(t) £ J(t) = [ (af(t) £ bg(t)) AW (?)

St~

Spojitost v ¢ase Itouv integral I(t) je spojitou funkei vrchni
integra¢ni proménné T'

Vlastnost martingalu Itotuv integrél je martingal
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Stratonovi¢uv integral
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Motivace

m Necht W (t) je cena akcie v ¢ase ¢ pii trznim scénafi w
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Stratonoviéh

Motivace

m Necht W (t) je cena akcie v ¢ase ¢ pii trznim scénafi w

m Necht f(¢,w) je obchodni strategie, tj. pocet drzenych akcii v
Case t za scénale w
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Stratonoviéh

Motivace

m Necht W (t) je cena akcie v ¢ase ¢ pii trznim scénafi w

m Necht f(¢,w) je obchodni strategie, tj. pocet drzenych akcii v
Case t za scénale w

m Zisk ze stategie v Gasovém intervalu [¢, tx11] je definovan jako

ft,w) (Wi — Wy) = f(t, w)W (At)
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Stratonoviéuv inte

Motivace

m Necht W (t) je cena akcie v ¢ase ¢ pii trznim scénafi w

m Necht f(¢,w) je obchodni strategie, tj. pocet drzenych akcii v
Case t za scénale w

m Zisk ze stategie v Gasovém intervalu [¢, tx11] je definovan jako
[t w)(Wigr — W) = f(t,w)W(A?)

m Souc¢tem hodnot jednotlivych ziskti dostaneme v limité integral

b
J f AW ktery predstavuje zisk ze strategie v ¢asovém intervalu
a
[a, b]
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ratonovi&av

m Méjme déleni intervalu [0,T], D={0=ty <t1 <---<t, =T} a
necht || D ||: - Inmax ) | tj+1 — tj |

yeeey

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita Pfirodovédecka fakulta
Stochasticky integral, Itoova a Stratonovic¢ova definice



Stratonovi&tv int

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a

echt || D ||= a tii1 —ti ]
I I | je?()l,...x,n}| J+1 J |

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
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Stratonovi&tv int

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a

echt || D ||= a tii1 —ti ]
I I | je?()l,...x,n}| J+1 J |

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
m Potom pro
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Stratonovi&tv int

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a

echt || D ||= a tii1 —ti ]
I I | je?()l,...x,n}| J+1 J |

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
m Potom pro
A = 0 dostaneme levy krajni bod 7 = t,
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Stratonovi&tv inte

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a

echt || D ||= a tii1 —ti ]
I I | je?()l,...x,n}| J+1 J |

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
m Potom pro

A = 0 dostaneme levy krajni bod 7 = t,
A= % dostaneme prostiedek, tudiz 7, = %(tk + tht1)
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Stratonovi&tv inte

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a

echt || D ||= a tii1 —ti ]
I I | je?()l,...x,n}| J+1 J |

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
m Potom pro

A = 0 dostaneme levy krajni bod 7 = t,
A= % dostaneme prostiedek, tudiz 7, = %(tk + tht1)
A = 1 dostaneme pravni krajni bod 7, = tx41
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Stratonovié

m Mg&jme déleni intervalu [0,T], D ={0=ty <t; <---<t, =T} a
necht || D ||: max ) | tj+1 — tj |
j€

m Pro pevné A € [0, 1] polozme 71, = (1 — A)ty + Atg41 pro
k=0,...,n—1.
m Potom pro

A = 0 dostaneme levy krajni bod 7 = t,
A= % dostaneme prostiedek, tudiz 7, = %(tk + tht1)
A = 1 dostaneme pravni krajni bod 7, = tx41

T
» Definujme Riemannovy souéty pro [ W dW vztahem
0

R = 3" W) (W (tas1) — W (t2).
k=0
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Stratonovicav

W(r) (W (th1) — Wtk)) = W(ri)W (tr1) — W ()W (tr) =

W(Tk)W(thrl) + %Wz(Tk) + %Wz(tk) + Wz(tk+1) - W(Tk)W(tk) =

1 1 1
— =5 W (b)) =W ()24 SV (1) = W (B2 + 5 W2 (br) = W2 (00)
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Stratonovicuv i

Dale

Posledni ¢len je tzv. teleskopujici soucet, ve kterém se vSechny ¢leny s
vyjimkou prvniho a posledniho vyrusi a rovna se tedy

W2(T) — W?(0).

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita Pifrodovédecka fakulta
Stochasticky integral, Itoova a Stratonovidova definice



Stratonovi¢uav i

Stratonoviciuv integral

Pro || D ||— 0 podobné jako pfi vypoctu kvadratické variace méme

R, = —%(1 —NT + %AT+ %[W%T) ~W2(0)] = WQQ(T) + ()\ - ;) T

Dvé prirozené volby hodnoty A vedou ke dvéma riznym
stochastickym integralim:

T 2 T
Pro A = 1 mame [W,dW, = W2( )
0
STRATONOVICUV INTEGRAL
T WA(T) o
Pro)\:Omamethth:T_§
0

ITOUV INTEGRAL

m Ve financich se pouZziva jen Itduv integral, protoze portfolio
musime sestavit pfed pohybem ceny.
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Stratonoviéh

Pouzita literatura

m vlastni pozndmky z pfednasek od doc.Martina Kolaie ze
Stochastické analyzy 11

m Derenik,D.:Stochastické metody v ekonomii a financiach,
Diplomovéa prace,Brno 2008
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Stratonoviéuv inte

Dékuji za pozornost!

Jitka Brabcova: Masarykova univerzita Pifrodovédecka fakulta
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