NAHODNA PROCHAZKA
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Nahodna prochazka - tivod

e Jednoducha ndhodna prochdzka — zdklad diskrét-
nich modelt pro pohyb cen aktiv, , diskrétni verze”
Brownova pohybu

e Stochasticky proces, ktery miiZeme popsat pomoci
nésledujici hry:

— Héazime minci — padne-li hlava, ziskdme 1 K¢,
padne-li orel, prohrajeme 1 K¢

— na zac¢atku mame sumu S,

— v tase n pak mdme sumus S,, = Sy + >, X,,
kde X, je vysledek i—té hry

— X, —néh. veli¢iny s pravdépodobnostni funkci:
PX;=1 =paPX;,=-1)=1—p=gq
(analogie Bernoulliho ndhodné veliciny)

e takto popsany stochasticky proces {S,} _, nazy-
vame jednoduchd ndhodnd prochdzka

2%
~ X
S

UNIvg,

'SOYH ‘:‘ T, 273
& O\Ya 14 KA
S

d
%7(/ /\]3']‘0&(\"?3;25
W o g

>
%%

LS
=
2
Zz



e pokud p = % = ¢, mluvime o symetrické jednodu-

ché ndhodné prochdzce

e Jind interpretace ndhodné prochazky: ndhodny
pohyb castice po pfimce (v kazdém ¢asovém oka-
mzikut = 0,1,2, ... se ¢astice posune o 1 doprava
(s pravdépodobnosti p) nebo o 1 doleva (s pravdeé-
podobnosti q)

e Grafické zndzornéni ndhodné prochazky: Body o
soufadnicich (n,S,) spojime tsetkami — lomena

Cara — trajektorie ndhodné prochdizky




Nahodna prochazka - vlastnosti

e Prostorova homogenita
P(S,=j|So=a)=P(S,=7+0bSo=a+Db)
e Casova homogenita

P(Sn:j|50:a) :P(Sn+m:j|sm:a)

e Markovova vlastnost (,,ndhodnd prochdzka nemd pa-
mét'”, ,,minulost ovlivriuje budoucnost jen skrze soucas-
nost™)

P(Sm+n — j|So, Sl, cee Sm> — P(Sn+m - _]‘Sm>
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Zéakladni techniky pocitani
s nadhodnou prochazkou

e Podminéni 1. krokem
e Pocitani trajektorii
e Generujici funkce

— u diskrétnich ndhodnych veli¢in, které nabyvaji
hodnot na mnoZiné 0,1,2,..., s pravdépodob-
nostni funkei f(i) = P(X = 1)

— Generujici funkce:

— (Pozn.: Generujicim funkcim je vénovana samo-
statnd statnicova otazka)
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Technika podminéni 1. krokem

e Piiklad: Hazime férovou minci (p = %) Pokud
padne hlava, ziskdme 1 K¢, pokud orel, prohrajeme
1 K¢. Na pocatku mame sumu Sy = k a chceme
si koupit auto, které stoji /N K¢. Budeme tedy hrat
tak dlouho, dokud neziskdme S,, = N nebo dokud
nebudeme ,zruinovani”, tedy .S,, = 0. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze budeme zruinovani?

e Reseni:
— Oznaéme:

A ... hra¢ nakonec zbankrotuje
H ...prvni hod padne hlava
O ...prvni hod padne orel

— Véta o uplné pravdépodobnosti:

P(A) = P(H)P(A|H) + P(0)P(A|O)
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Technika podminéni 1. krokem

e ReSeni — pokracovani:
— Déle oznatme: P, (A) ... pravdépodobnost ban-
krotu pfi pocatecni sumeé £

— pak
Py(A) = P(H)P,(AlH) + P(0)F,(A|O)

— P.(A|H) nam udava pravdépodobnost, Ze po
prvnim hodu budeme mit sumu k& + 1 - v di-
sledku nezavislosti X; hra za¢ind znovu (ale s
pocatedni sumou £k + 1)

— bude tedy platit
P.(A|H) = P,,1(A) a analogicky
P.(A|O) = P,_1(A)

— Dale oznaéme: P,(A) = py.
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Technika podminéni 1. krokem

S
" Regm W

e ReSeni — pokracovani:
— Pak mtizeme psat:

1 1

Pr = §pk+1 + §pk—1

% (Pry1 — i) = % (pr — Pr-1)
— piirastky jsou konstantni — mtiZeme je oznacit
jako pri1 —pr = b, tedy pr, = b -k + pg
— okrajové podminky:
po = 1 (okamzity bankrot)
py = 0 (okamzitd koupé auta)

—paktedyl—l—N—b:Oapkzl—%




Technika pocitani trajektorii

e Uvazujeme ndhodnou prochazku vychazejici z
bodu a, coz mtizeme zapsat jako

-So=a, P X;=1)=p, P(X;=—-1)=¢q
—tedy S, =a+>", X,

e Chceme-li vypocitat pravdépodobnost, Ze nahodna
prochazka bude sledovat ndmi predem zvolenou
trajektorii, bude dédna vztahem p" - ¢, kde 7 je po-
¢et krokti doprava a [ pocet krokti doleva

e Nyni ale chceme vypocitat pravdépodobnost, Ze za
n krokta budeme v bodé b, za¢indme-li v bodé a

e musime tedy uvazit vSechny mozné trajektorie,
které spliiuji tuto podminku — tyto trajektorie vSak
budou mit spole¢nou jednu podminku — znalosti
pocatecniho a koncového bodu je jednoznacné dan
pocet krokti r, které musime udélat doprava a tedy
i pocet krokti [, které musime udélat doleva
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Technika pocitani trajektorii

e Musi totiz platit:

n=r-+I
b—a=1r—1

e Odtud dopocitame

n+b—a
2

__ n—b+ta
l T 2

T =

e pocet vSech cest bude dan jako kombinace r prvka
z celkového poctu n prvki (vybirdme r krokt do-
prava z n moznych krokti, pficemz nezéleZi na po-
radi)

e konkrétné tedy pocet vSech cest splnujicich nase
podminky je



Technika pocitani trajektorii
e hledanou pravdépodobnost pak vypocitame jako

n n+b—a n—b+a

Nn<a, b) = P(Sn = = —i—ba) P S q 2

2

e tento vztah ovSem plati pouze pro piipad, Ze
%b_“ € N — v opacném piipadé totiz Zadna takova
cesta neexistuje a pravdépodobnost je pak rovna 0

e dale se budeme zabyvat tim, kolik cest N'(a,b) z
bodu a do bodu b navstivi nékdy osu x

e k tomu vyuZijeme tzv. princip reflexe (budeme uva-
Zovat ptipad a, b > 0)




Technika pocitani trajektorii

e Princip reflexe: Kazd4 cesta zbodu (0, —a) do (n, b)
protne osu = poprvé v néjakém bodé (k,0) . Re-
flexi této cesty okolo osy x dostaneme cestu z bodu
(0,a) do (n,b), ktera navstivi osu z. Tato operace
ddva vzijemné jednoznacnou korespondenci mezi
cestami z (0, —a) do (n, b) a cestami (0, a) do (n, b),
které navstivi osu x

e Bude tedy platit vztah
N’(a,b) = N,(—a,b)




Technika pocitani trajektorii

e Véta o volbach: Je-li b > 0, pak pocet cest z bodu
(0,0) do bodu (n, b), které se nevrati do bodu 0 je

b, N,(0,b)

n

e Myslenka dikazu: Nechceme-li se vratit do 0 a je-
li b > 0, musi na$ prvni krok vést do bodu (1, 1).
Poté uz miZzeme vyuzit princip reflexe (odecteme
ty trajektorie, které se vrati do nuly). Tedy

Nn—1<17 b) o Ng—l(lv b)
Vhodnou tpravou pak ziskdme pozadovany vztah.

e aplikaci véty mtiZeme vypocitat pravdépodobnost,
Ze pti volbach mezi kandidatem A a B vedl neustéle
kandidat A, pokud vime, Ze A ziskal a hlastta B
hlast, kde @ > [ — z této aplikace plyne nazev
vety
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Polyova véta

e Definice: Mé&me posloupnost nahodnych vektorti
Xl,XQ,. 2 c 7Xn7- ..,kde

X;
je m-rozmérny vektor. Necht’ plati
: 1 : 1
() _ _ = V)
P(Xi —1)—2,P(XZ 1) :

provSechnai € Naprovechnaj € {1,2,...,m}a
vSechna X i(j ) jsou navzdjem nezavislé nahodné ve-
liciny. m-rozmérnd ndhodnd prochdzka je detino-
védna vztahem

SU) = SV + Z X,f;j) ,vektoroveé S, = Sy + Z X,
k=1

k=1




Polyova véta

e Polyova véta: Pravdépodobnost, Ze se nihodnd pro-
chdzka vrdti nekonecnékrdt zpét do pocdtku je rovna 1
prom = lam = 2ajeroona O prom > 2.




Polyova véta

e Myslenka diikazu:

— Oznacme:
po(n) = P(S, =0)
fo(’ﬂ) = P(Sn =0A S1S2 ce Sn—l # O)
a k nim pfislusné generujici funkce F a I
1
— Plati vztah: Fy =1 — —
ati vztah: Fj 2
— Pravdépodobnost, Ze se ¢astice nékdy vrati do
pocatku miZeme vyjadrit jako
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Polyova véta

e Myslenka diikazu - pokracovani:

— Déle vyuZijeme Stirlingovu formuli:

en

— Pomoci Stirlingovy formule P(Sy, = 0) ~
21

“Vayn

— Déle diky nezavislosti a na zdkladé konver-

gence, resp. divergence Py(1) = > >, po(n) do-
kdZeme vétu

vyjadiime py(n)
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Zakony arcsinu

e Véta: (1. zdkon arcsinu pro posledni ndvstévu po-
cdatku) UvazZujme symetrickou ndhodnou prochdzku, t.j.
p = % a necht’ Sy = 0. Pravdépodobnost, Ze posledni
ndvstéva pocitku do casu 2n nastane v case 2k, je rovna

P(So = 0)P(Son—2r = 0)

e Myslenka diikazu:

— Pravdépodobnost, zZe posledni navstéva po-
¢atku do ¢asu 2n nastane v Case 2k:

P(Sor = 0)P(Sok+1S9%+2 « * - San # 0]Sa = 0)
— z ¢asové homogenity plyne:
P(Sgk = O)P(SlSQ c e Sgn_gk 7é O‘S() — 0)

— Predpokladejme tedy, ze Sy = 0




Zakony arcsinu
e Myslenka diikazu — pokracovani:
— stac¢i dokdazat, Ze plati:

P(Sl‘s2 e S2n—2k: 7é 0) — P(S2n—2k: — O)

— Vyuzijeme vztahu:

1
P(Si8s+++ Saum # 0) = (|5,

— Upravami tohoto vyrazu ziskdme poZadovanou
rovnost — dokazeme tak 1. zdkon arcsinu

e Véta: (2. zdkon arcsinu) Necht' p = % aSy, = 0.
Pravdépodobnost, Ze ndhodnd prochdzka strdvi presné 2k
casovijch intervalii napravo od pocitku je (opét) rovna
P(Sy; = 0)P(S, 25, = 0)




Zakony arcsinu

® Proc se témto zdkontm fika zdkony arcsinu?
— Ze Stirlingovy formule plyne, Ze

1

P(Sgk = O)P(Sgn_gk = O) ~ - k(n — k)

— Ozna¢me 75, Cas posledniho navstiveni bodu
0 do ¢asu 2n (1. zédkon), resp. Cas straveny na-
pravo od pocétku (2. zékon), pak pro z € (0, 1)

P(Ty, < 2zn) ~ Z

1 :

S nk(n—k)
/xn ! d : arcs \/E
U = —arcsin 4/ —

0o my/un—u) T n
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